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La Teoria de Hodge permite estudiar las formas diferenciales y la
cohomologia en una variedad.

e Parte I: Variedad Kahler compacta (e.g. variedad proyectiva
sobre C). Teoria "clasica”. Dota a la cohomologia de nueva
estructura.

@ Parte Il: jQué ocurre en variedades cuasiproyectivas? Teoria
de Hodge mixta (Deligne, 1971).
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Recordatorio: geometria compleja

@ Sea X una variedad compleja (i.e. localmente C”, con
transiciones holomorfas).

e Coordenadas complejas (zi, ..., z,). Coordenadas reales: x; e
y; las partes real e imaginaria.

@ Formas diferenciales con valores complejos: como siempre,
pero a partir de T*"X® C. Ejemplo (localmente):
dzy = dxy + idyk, dzx = dx, — idyy.
o Espacio de k-formas: QK(X,C), también Q(X).
@ Localmente, sumando f- dz; A dz,. ||+ |J| = k el grado de la
forma, fe C*(X,C).
Subespacios QP9(X). Se tiene QX(X) = P

pt+q=k QP9(X).
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Recordatorio: cohomologia de de Rham

e Operador d: QK(X) — QF1(X).

o En una variedad compleja, d = 9 + 9 (Operadores de
Dolbeault).

o J:QPI(X) — QPTLI(X) dado (localmente) por
f-dz) A dz; — Zka%’;dzk/\ dz; A dz.

e Como d? = 0, complejo:

0 —— QO(X) —4— QLX) —— Q2(X) —— ...

o Cohomologia de de Rham.

_ ker Q5(X) = QFL(X)
H(X) = Im Qk=1(X) — QK(X) "
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Recordatorio: variedades Kahler

@ Una forma Kahler en X es una 2-forma con valores reales
w € Q%(X,R), cerrada (dw = 0), no degenerada (w" nunca se
anula) y tal que:

glu,v) :==w(u, Jv), uve TpyX

define una métrica riemanniana (J inducido por la estructura
compleja).
e El par (X,w) es una variedad Kahler.

e Ejemplos: variedades proyectivas lisas (smooth) sobre C.
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Parte I: Norma L? y el dual de Hodge

(X,w) Kéhler compacta. Métrica riemanniana g, extiende a
métrica hermitica (-,-) en TX® C, T*X® C y sus productos
exteriores. Forma de volumen n = w"/nl.

Definition
El dual de Hodge de 3 € QX(X) es *8 € Q2"K(X) tal que:

(aps Bp)p M = ap A *_ﬁp
para todo p € X, a € QX(X).

e Ejemplo: en C?, w = dx; A dy; + dxo A dys.
n = dxi A dxa A dyi A dys, se tiene (dxi, dx;) = 1. Entonces
xdxy = dxp A dyy A dys.

o La métrica L2 en Q(X) se define como:

(0, Bz = /X (o, B = /X o AT
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Parte |I: Operadores adjuntos, laplaciano

@ Definimos el operador d* : Q¥(X) — ijl(X)_, dado por
d* := — x d+. Andlogamente 0* = — % 0% y 0" = — % 0.

o Se tiene (a, d* ()2 = (do, B) 2. jker d*?

El laplaciano A : QX(X) — Q(X) se define como A = dd* + d*d.
Denotamos HK(X) := ker A el espacio de formas arménicas.

e Ejemplo (dim. real 2): si @ = f- dx A dy, entonces
d*a = —xdxa = — x (fdx+ f,dy) = —fdy+ f,dx. Por
tanto Ao = —(fix + fy)(dx A dy). « es arménica si y solo si f
lo es en el sentido usual.

o HX(X) = ker d M ker d*.
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Parte I: Cohomologia y formas armonicas

Theorem

La aplicacién natural H*(X) — H%(X) es un isomorfismo.

Demostracién: Sigue de QK(X) = HX(X) @ A(QX(X)) (teorema de
operadores elipticos).

ker d C QX(X)
w (dw = 0)
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Parte I: Identidades Kahler

e (X,w) variedad Kahler compacta.
o Sea A : QK(X) — Q¥2(X) el adjunto L? de multiplicar por w.
Esta dado por (—1)% * (Aw)x.
@ Se tienen: B
[A, 0] = —i0*,
A, 0] = i0*.

@ Consecuencia: A = 2A,.
o (Donde Ay = 00* + 0%0).
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Parte |: Descomposicién de Hodge

o A =2Ay preserva QP9(X).

@ Sia=} . . xQpg setiene A(a)pq = Aapg). Asi, a
arménica implica ap g armoénica.

o Es decir: HX(X) = D, , HP(X).

Se tiene una descomposicion (independiente de w):
HX= @ HX)
pt+q=k
Ademds HP-9(X) = H¥P(X).

@ Nuevos invariantes: nimeros de Hodge h, ; = dim H?9(X).
Se tiene by =) hp.q ¥ hp.q = hqp. En particular
2 | bakt1.

pt+q=k
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Parte |: Filtracién de Hodge

En otras palabras, el espacio V := H¥(X) tiene una filtracién de
Hodge:
VD FV2---DFV20

donde FV := @p%Hp’k*P(X). Se cumple que V= FV@ Fk1-iV.

Definition
Una estructura de Hodge (pura) de peso k es un par (V, F*V)

consistente en un C-espacio vectorial V'y una filtracién decreciente
PV tal que V= FV@ Fkti-iy.

El teorema de Hodge dice que existe una estructura de Hodge pura
de peso k en H¥(X) para X Kahler compacta.
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Parte |l: Motivacion

i Qué pasa en variedades cuasiproyectivas U? No son
compactas ni Kahler en general.

Ejemplo maés sencillo: U= C*.

Tenemos H(U) = C - %. Es decir, dim = 1. No se puede
H'(U) = H-O(U) & HOL(U).

De hecho, % = —% 1 d(log |z|?).

i Solucion?

Adelanto: d?z tendra que ser de tipo (1,1).
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Parte Il: Caso a estudiar

@ Idea: compactificar U C X'y utilizar la estructura Hodge en X.

@ La inclusién U — X induce la restriccion

H(X) — H'(U).

Queremos trasladar la informacién de H'(X). Problema:

? = H(X) = H(U) =7

Por ejemplo, C* C P1. Se tiene H!(P') = 0.

También: X una curva, dim Hl(X) = 2g, Y una coleccién de
n+ 1 puntos, luego dim H*(U) = 2g+ n.

@ Nos centramos en el caso U = X\Y con Y un divisor liso

(smooth). En particular H'(Y) también tiene estructura
Hodge.
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Parte Il: Cohomologia relativa

@ Dada una subvariedad U C X podemos considerar la
cohomologia relativa, H'(X, U). Es la cohomologia del
complejo Q°(X) © Q*1(U) con d(w,0) = (dw,w|y — db).

@ Se tiene:

s H(X U) = H(X) = H(U) = HTY(X U) — ...

@ Es decir: _
0—-A— H({U) — B—0.

donde A = coker(H/(X, U) LA H(X))y
B = ker(H1(X, U) 2 H+1(X)).

e Si H'(X, U) tiene estructura Hodge y f; la preserva, Ay B
tendran estructura Hodge.

o Y Hi(U) serfa una extensién de dos estructuras Hodge. jDe
pesos distintos!.

Miguel Gonzélez Introduccién a la teoria de Hodge en geometria algebraica compleja



Parte II: Estructura de Hodge en H'(X; U).

@ Tomamos T un entorno tubular de Y, difeomorfo al fibrado
normal NxY.

e Excision. H'(X, U) ~ H(T, T\Y).

o Isomorfismo de Thom. H/(T, T\Y) ~ H2(Y).
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Parte II: Estructura de Hodge en H'(X, U) (cont.)

o H(X,U) ~ H=2(Y).

e Como Y es proyectiva, tenemos una estructura de Hodge (de
peso i — 2).

e La aplicacién f;: H=2(Y) — H(X) (aplicacién de Gysin) se
obtiene también usando dualidad de Poincaré y considerando
Ji + Hon—i(Y) = Hap—i(X) inducida por la inclusién, donde
n=dim¢ X.

@ Y f; preserva la estructura Hodge, tras un desplazamiento
(+1,41).
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Parte Il: Estructura de Hodge mixta en H'(U)

@ En resumen, tenemos que H(U) no tiene una estructura de
Hodge, pero esta filtrada en dos partes, cada una con
estructuras de Hodge de peso distinto.

W; := coker(H/(X, U) — H(X)).

Wit = Hi(U).

Por tanto Wiy1/W; = ker(HH1(X, U) — HT1(X)).

Filtracién 0 C W; C Wi 1 = H'(U), tal que Wy/Wj_1 es una
estructura de Hodge pura de peso k.
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Parte Il: Ejemplo

0 SiU=C*y X=P! (luego Y = {0,00}), ya sabemos que
HY(P') = 0. Por tanto solo hay peso 2. La (nica estructura
de Hodge en peso 2 y dimensidon 1 es la que solo tiene parte
(1,1).

e También podemos verlo calculando ker(H?(X, U) — H?(X)),
es decir el ncleo de la aplicacién HO(Y) = C?2 — H*(X) = C
que estad dada por (x,y) — x+ y. Se trata de un espacio de
dimensién 1 en la parte (0,0) de HO(Y).
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Parte |l: Teorema general

@ Hemos asumido que Y= X\U era lisa. Esto no ocurre salvo en
ejemplos concretos. Por ejemplo, si U= C* x C*, tomando
X ="P! x P! resulta Y = ({0,00} x P1) U (P! x {0,00}).

Theorem (Deligne)

Sea U una variedad cuasiproyectiva compleja y X una
compactificacion tal que X\U es una union de divisores lisos con
intersecciones transversales. Sea V:= H(U).

Existe una estructura de Hodge mixta en V, es decir:

e Una filtracién de pesos
0C.---CWVC WtlvC...C ...,
e y una filtracién de Hodge V2 --- D FPV D FPTLV D ..,
o tales que WXV/W<=LV con la filtracién inducida por F* es
una estructura de Hodge de peso k.

Nuevos invariantes hp, g
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Parte |l: Idea y propiedades

@ Las estructuras de Hodge mixtas tienen buenas propiedades:
son preservadas por morfismos algebraicos y por aplicaciones
en cohomologia como el isomorfismo de Kiinneth o el cup
product.

o ldea: se tiene para una variedad compleja X que
H(X) = H'(X, Q). El complejo Qf, tiene una filtracién
trivial decreciente Q;f,, que induce la filtraciéon de Hodge en
caso de que X sea proyectiva.

@ Si intentamos hacer lo mismo con U falla. Por ejemplo si U es
afin, sale la filtracién trivial. No obstante también se tiene
H(U) = H(X, Q$,(log Y)). Este complejo logaritmico admite
dos filtraC|ones naturales (una de ellas la trivial), que inducen
las filtraciones de pesos y de Hodge.
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Muchas gracias por vuestra atencién.
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