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Sistemas de raices




Motivacién

Queremos estudiar conjuntos de vectores en R” con simetria.
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Motivacién

Symmetry in mathematics

Article  Talk

From Wikipedia, the free encyclopedia

For other uses, see Symmetry (disambiguation) and Bilateral (disambiguation).

Symmetry occurs not only in geometry, but also in other branches of mathematics. Symmetry
is a type of invariance: the property that a mathematical object remains unchanged under a
set of operations or transformations.["]

Given a structured object X of any sort, a symmetry is a mapping of the object onto itself
which preserves the structure. This can occur in many ways; for example, if X is a set with no
additional structure, a symmetry is a bijective map from the set to itself, giving rise to
permutation groups. If the object X is a set of points in the plane with its metric structure or
any other metric space, a symmetry is a bijection of the set to itself which preserves the
distance between each pair of points (i.e., an isometry).

In general, every kind of structure in mathematics will have its own kind of symmetry, many of
which are listed in the given points mentioned above.
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Motivacién

The root system of the exceptional <~
Lie group Eg. Lie groups have many
symmetries.
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Definicién

Un sistema de raices es un conjunto
generador de vectores R C R"” ~\ {0} que
cumple:
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Definicién

Un sistema de raices es un conjunto
generador de vectores R C R"” ~\ {0} que
cumple:

@ Para todo r € R, es invariante por la
simetria s, en direccion de r.
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Definicidn

Un sistema de raices es un conjunto
generador de vectores R C R"” ~\ {0} que
cumple:
@ Para todo r € R, es invariante por la N
simetria s, en direccion de r.

@ Si r,A\r € R, entonces \ € {£1}. <
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Definicidn

Un sistema de raices es un conjunto
generador de vectores R C R"” ~\ {0} que

. kr, ke Z
cumple:

@ Para todo r € R, es invariante por la
simetria s, en direccion de r.

@ Si r,A\r € R, entonces \ € {£1}.
@ Si re R, la simetria s, desplaza el

resto de elementos un nimero entero
de veces en direccién de r.

A
Y
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Definicidn

Un sistema de raices es un conjunto
generador de vectores R C R"” ~\ {0} que
cumple:

@ Para todo r € R, es invariante por la
simetria s, en direccion de r.

@ Si r,A\r € R, entonces \ € {£1}.

@ Si re R, la simetria s, desplaza el

resto de elementos un nimero entero
de veces en direccién de r.

A
Y

Los elementos r € R se llaman raices y n es
el rango del sistema.
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Primeros ejemplos

Solo hay un sistema de raices de rango 1:

< Py
«<

Y
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Primeros ejemplos

Solo hay un sistema de raices de rango 1:

< Py
«<

Y

Ar

Estos son dos ejemplos de rango 2:
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El angulo entre dos raices

La dltima condicién es muy restrictiva. Si r, g € R, entonces:
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El angulo entre dos raices

La dltima condicién es muy restrictiva. Si r, g € R, entonces:

Consideramos el angulo 0 := rq entre dos raices:

4(cos§)? = 4 (09 _ (2(“ q)> : (2 (r q)) =/

(r,n(q,q) (r,r) (g, 9)
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El angulo entre dos raices

La dltima condicién es muy restrictiva. Si r, g € R, entonces:

Consideramos el angulo 0 := rq entre dos raices:

4(cos§)? = 4 (09 _ (2(“ q)) : (2 (r q)) =/

(r,n(q,q) (r,r) (g, 9)

Por tanto, 4(cos6)? € {0,1,2,3,4}.
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El angulo entre dos raices

La dltima condicién es muy restrictiva. Si r, g € R, entonces:
(r.q)

s =q-—2

(q)=q 0

——
</

r.

Consideramos el angulo 0 := rq entre dos raices:

4(cos§)? = 4 (09 _ (2(“ q)) : (2 (r q)) =/

(r,n(q,q) (r,r) (g, 9)

Por tanto, 4(cos6)? € {0,1,2,3,4}.

Observacion

Los dnicos angulos ¢ permitidos entre raices son ¢,7,3,5,7 Y
sus suplementarios.
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Sistemas de rango 2

A2 BZ
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as de rango 2

A2 BZ
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Sistemas de rango 2

A2 BZ
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Sistemas de rango 3

(y productos de sistemas con menor rango)
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La clasificacion completa

Wilhelm Killing
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La clasificacion completa

Wilhelm Killing .
Elie Cartan
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La clasificacion completa

. . Eugene Dynkin
Wilhelm Killing

Elie Cartan
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La clasificacion completa

CTPYRTYPA DOJNYIPOCTHIX AJAIEGP JAH
E. B. Iluuarnu

Anrebps1 JIu BOILIA B MATEMATHKY B CBA3A ¢ TeopHeii rpymnm Jlu. Tpm ocHoe-
unie teopeMu Cofyca JIm ycraHaBIMBaloT B3amMHO-OMHO3HAYHOE COOTBETCTBHE
 TCCHYIO CBA3H MMy JMOKaabHbIMU rpyounamy Jlu u aarebpavm Jlu m comsaT
AsyYeHNe JOKATLHHX rpym Jlu k uzydennio aareGp Jlu.

Haacemyeckas Teoplis MMeeT Je0 HCHIOUMTeNLHO ¢ aixredpamu Jla Hajx mo-
“teM fefiCTBMTes bHEX NN MOdeM KOMIKIeKCHEX wucex. HamGomee H3ydeHHBIME
72 HUX ABIAIOT CA TOMYnpocThe anreSpn. OCHOBHEE Pe3YILTATH OTHOCHTENBHO
CIMTRTUNET PARTY AnTeAin AWM HAWTAHR 0KAIN TIACTUNACSTA TOT TOMY HARAN

Estructura de dlgebras de Lie semisimples, E.B. Dynkin, 1947
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La clasificacion completa

CTPYRTYPA DOJNYIPOCTHIX AJAIEGP JAH
E. B. Iluuarnu

Anrebps1 JIu BOILIA B MATEMATHKY B CBA3A ¢ TeopHeii rpymnm Jlu. Tpm ocHoe-
unie teopeMu Cofyca JIm ycraHaBIMBaloT B3amMHO-OMHO3HAYHOE COOTBETCTBHE
o TECHYIO CBA8H MEKAY JOKaabHEIME rpynunama Jlu m aarebpavnm Jlu m csomsat
AsyYeHNe JOKATLHHX rpym Jlu k uzydennio aareGp Jlu.

Haacemyeckas Teoplis MMeeT Je0 HCHIOUMTeNLHO ¢ aixredpamu Jla Hajx mo-
“teM fefiCTBMTes bHEX NN MOdeM KOMIKIeKCHEX wucex. HamGomee H3ydeHHBIME
72 HUX ABIAIOT CA TOMYnpocThe anreSpn. OCHOBHEE Pe3YILTATH OTHOCHTENBHO
CINTETYNIT TARTIY ANTAAN AW HANTAHR 0¥ONN MACTHTACSTH TeT TOMY HARAT

Estructura de dlgebras de Lie semisimples, E.B. Dynkin, 1947

En este articulo, utilizando solo matematicas elementales y
comenzando con casi nada, Dynkin desarrollé de manera brillante y
elegante la estructura y la maquinaria de las algebras de Lie
semisimples. Lo que logré con este trabajo fue abordar un tema
hasta ahora esotérico y convertirlo en una matematica hermosa y
poderosa. - Bertram Kostant, Selected papers, p. 363.
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Raices simples

Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:
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Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:
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Raices simples

Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:
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Raices simples

Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:
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Raices simples

Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:
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Raices simples

Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en Go:

@ Mismo procedimiento en general.
@ Estas n raices se denominan raices simples.
o Contienen toda la informacién del sistema.
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Diagramas de Dynkin

La informacién del sistema se representa con un diagrama de
Dynkin, un (multi) grafo con:

@ Un vértice por cada raiz simple r;.
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Diagramas de Dynkin

La informacién del sistema se representa con un diagrama de
Dynkin, un (multi) grafo con:

@ Un vértice por cada raiz simple r;.
e Entre r; y r; tantas aristas como 4(cos(r;r;))?.

Angulo | Aristas

90° 0
120° 1
135° 2
150° 3
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Diagramas de Dynkin

La informacién del sistema se representa con un diagrama de
Dynkin, un (multi) grafo con:

@ Un vértice por cada raiz simple r;.
e Entre r; y r; tantas aristas como 4(cos(r;r;))?.

Angulo | Aristas

90° 0
120° 1
135° 2
150° 3
@ Si hay méas de una arista se indica la raiz mas grande con una

flecha.
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Diagramas de Dynkin de rango 2
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Diagramas de Dynkin de rango 2
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Diagramas de Dynkin de rango 2

Az B,

o . o——=0

+
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Diagramas de Dynkin de rango 2

KK

B
o . o——=0

+

Miguel Gonzélez La estructura de la simetria: una introduccién a los sistemas de raices



Reglas de clasificacién |

Solo queda clasificar los posibles diagramas de Dynkin, usando
ciertas reglas obtenidas algebraicamente.

Regla |

En un diagrama de Dynkin no hay ciclos.
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Reglas de clasificacién |

Solo queda clasificar los posibles diagramas de Dynkin, usando
ciertas reglas obtenidas algebraicamente.

Regla |

En un diagrama de Dynkin no hay ciclos.

Demostracién:

@ Supongamos que ri, ..., r son raices simples. Las
normalizamos: si,...,Sk y las sumamos s:=s; + -+ + si.
@ Ahora

(s,8) = k+ 22(5,-, sj).
i<j
© Observacién: (2(s;, s;))? = 4 cos(rir;)? luego si r; y rj son
adyacentes, la cantidad 2(s;, s;) es menor que —1.
© Por tanto, si hay un ciclo, (s,s) < k— k=0.
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Reglas de clasificacién |l

Regla Il

De un vértice de un diagrama de Dynkin no salen mas de tres
aristas.
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Reglas de clasificacién |l

Regla Il

De un vértice de un diagrama de Dynkin no salen mas de tres
aristas.

Regla Il

Existen subgrafos prohibidos que no pueden aparecer en un
diagrama de Dynkin.

9. Hemma XI. Caena yeaos (Il)-cucmemss ne mozcem umems 6ud

{, .
_ ) >_._._<
e P .[[? <
12 - —— ,( :
/A
‘ -- 1 e )
hyoey L i -
Cxema 4.

Horaszareascrro. Jdomycruy, wro memoropas (II)-cucrema I' Wieor
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Diagramas de Dynkin

Los que quedan se pueden construir. Son:

AnO—0—0------ 00 F,00000 Gyo=0
Bho—0------ 0—0>0
ChO—0------ o—o<0 Fe

(Y productos de estos)
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Sistemas excepcionales
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Sistemas excepcionales
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Sistemas excepcionales
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Algebras de Lie




Definicién

Un algebra de Lie es un espacio vectorial g con un operador
bilineal (corchete de Lie)

[.]:gxg—g

que cumple
e [x,¥] = —[y, x| (antisimetria)
o [x [y, 2] = [[x ¥, 2 + [y, [x, ] (Jacobi)
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Definicidn

Un algebra de Lie es un espacio vectorial g con un operador
bilineal (corchete de Lie)

[]:exg—g
que cumple
e [x,¥] = —[y, x| (antisimetria)
° [x [y 2] = [[x 1], 2 + [y, [x 2] (Jacobi)
Ejemplo:
gl,(C) = {matrices n x n con coeficientes en C}

con el conmutador [A, B] := AB— BA.
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El algebra de Lie s(,(C)

o La estructura de gl,(C) no es la mas sencilla posible: para
cualquier B € gl,(C), [Ald,, B| = AB—AB=0.
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El algebra de Lie s(,(C)

o La estructura de gl,(C) no es la mas sencilla posible: para
cualquier B € gl,(C), [Ald,, B| = AB—AB=0.

e Mas sencilla (dlgebra de Lie simple):

slh(C) = {A € gl,(C) : tr(A) = 0}.
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El algebra de Lie s(,(C)

o La estructura de gl,(C) no es la mas sencilla posible: para
cualquier B € gl,(C), [Ald,, B| = AB—AB=0.

e Mas sencilla (dlgebra de Lie simple):

slh(C) = {A € gl,(C) : tr(A) = 0}.

@ Por ejemplo

h1 X1 X3
5[3(@): Xa —hi—hy x| :hi,hy,x1,...,%6 eC
X6 X5 h2
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Mas sobre s(,(C)

Una base de s(3(C) es:

1 0 O 0 0
H =10 -1 0] ,H,=10 -1
0O 0 O 0 O
010 0 0O
Xp:=(0 0 0], X:=(0 0 1],X3:=
0 0O 0 0O
0 0O 0 0O
X4 = 1 0 0 ,X5 = 0 0 0 ,Xﬁ =
0 0O 010

iCoémo describir el corchete [, -] en esta base?
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iMirando a Ay!

X X3
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s[,(C) es A1

iMirando a Ay!

[X1,X2] =

01 0 0

~1lo 0 ol.[o

X, < 0 0O 0
0 01

=10 0 0| =

0 0O
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S[n(C) \ An—l

iMirando a Ay!

X2 X3 [X17X4]_
010 0 0O
= 0 00,1 00O
0 00O 0 0O
X, < > X
1 0 0
=10 -1 0| =H,
0 0 O
X Xs [X2, Xs] = H>
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Mas algebras de Lie

Otra élgebra de Lie (simple) es

50,(C) = {A € gl,(C) : A es antisimétrica}
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Mas algebras de Lie

Otra élgebra de Lie (simple) es
50,(C) = {A € gl,(C) : A es antisimétrica}

Como antes, consideraremos

hl X1 X3 X4 0
x5 ho X2 0 —xa

505(C)I X7  Xp 0 —xp —x3 | :hi,ho,x1,...,Xg eC
X8 0 —X6 *hg —X1

0 —Xg —X7 —X5 —hl
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502n+1 ((C) y Bn

De nuevo, podemos leer el corchete en By:

X1 X3 Xa
X6 X2
Xs e Xs
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Clasificacion de algebras de Lie

@ En general, dado un sistema de raices podemos construir su
algebra de Lie como en los ejemplos.
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Clasificacion de algebras de Lie

@ En general, dado un sistema de raices podemos construir su
algebra de Lie como en los ejemplos.

e Dada un algebra de Lie (sobre C) semisimple siempre
podemos extraer un Unico sistema de raices.
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Clasificacion de algebras de Lie

@ En general, dado un sistema de raices podemos construir su
algebra de Lie como en los ejemplos.

e Dada un algebra de Lie (sobre C) semisimple siempre
podemos extraer un Unico sistema de raices.

Teorema

Hay una correspondencia biyectiva entre algebras de Lie
semisimples sobre C y sistemas de raices.

Por tanto, todas las algebras de Lie semisimples sobre C estan
clasificadas.
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Algebras de Lie simples

o El sistema de raices A, corresponde a sl,1(C).

o El sistema de raices B, corresponde a $02,+1(C).
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Algebras de Lie simples

o El sistema de raices A, corresponde a sl,1(C).
o El sistema de raices B, corresponde a $02,+1(C).

o El sistema de raices C, corresponde a sp,,(C).
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Algebras de Lie simples

El sistema de raices A, corresponde a sl,1(C).
El sistema de raices B, corresponde a s02,4+1(C).

El sistema de raices C, corresponde a sp,,(C).

El sistema de raices D, corresponde a $02,(C).

Miguel Gonzélez La estructura de la simetria: una introduccién a los sistemas de raices



Algebras de Lie simples

El sistema de raices A, corresponde a sl,1(C).
El sistema de raices B, corresponde a s02,4+1(C).
El sistema de raices C, corresponde a sp,,(C).

El sistema de raices D, corresponde a $02,(C).

Hay algebras de Lie excepcionales ¢¢, ¢7, ¢g, f4, g2.
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Algebras de Lie simples

El sistema de raices A, corresponde a sl,1(C).
El sistema de raices B, corresponde a s02,4+1(C).
El sistema de raices C, corresponde a sp,,(C).

El sistema de raices D, corresponde a $02,(C).

Hay algebras de Lie excepcionales ¢¢, ¢7, ¢g, f4, g2.

Carta de Killing a Engel, 8 de mayo de 1887

Die Bemerkung in meine letzten Briefe, dass fiir kleine Werthe von
I nur die beiden angefiihrten Arten von einfachen Gruppen
existiren, beruhte auf Rechenfehlern. Wenn ich mich nicht sehr
irre, gibt es noch mehr einfache Gruppen.
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Otras aplicaciones
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Empaquetamiento de esferas I

Maryna Viazovska

For the proof that the Es lattice provides the densest packing of identical
spheres in 8 dimensions, and further contributions to related extremal
problems and interpolation problems in Fourier analysis.

citation | video | popular scientific exposition | CV/publications

interview | laudatio | proceedings | Plus magazine! article (intro

Photo credit: Matteo Fieni
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Correspondencias ADE: Teorema de Gabriel

@ Un quiver es un grafo dirigido.

ENIZNS

o — > @
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Correspondencias ADE: Teorema de Gabriel

@ Un quiver es un grafo dirigido.

ENIZNS

o — > @

@ Una representacion de un quiver es una elecciéon de un
espacio vectorial por cada vértice y una aplicacion lineal
por cada arista.
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Correspondencias ADE: Teorema de Gabriel

@ Un quiver es un grafo dirigido.

ENIZNS

o — > @

@ Una representacion de un quiver es una elecciéon de un
espacio vectorial por cada vértice y una aplicacion lineal
por cada arista.

Teorema de Gabriel

Los Gnicos quivers con una cantidad finita de representaciones

(indescomponibles, salvo isomorfismo) son los de tipo A,, Dy, Es,
E;, Es.
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Correspondencias ADE: Teorema de McKay

@ ;Cuéles son los subgrupos finitos de SO(3) (rotaciones 3D)?
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Correspondencias ADE: Teorema de McKay

@ ;Cuéles son los subgrupos finitos de SO(3) (rotaciones 3D)?

@ Los grupos de simetrias de poligonos regulares 2D (ciclicos
y diédricos) y los de los sélidos platénicos:
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Correspondencias ADE: Teorema de McKay

@ ;Cuéles son los subgrupos finitos de SO(3) (rotaciones 3D)?

@ Los grupos de simetrias de poligonos regulares 2D (ciclicos
y diédricos) y los de los sélidos platénicos:
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Tetrahedron Hexahedron Octahedron Dodecahedron Icosahedron

e Dos familias infinitas y tres excepcionales.

Miguel Gonzélez La estructura de la simetria: una introduccién a los sistemas de raices



Correspondencias ADE: Teorema de McKay

@ ;Cuéles son los subgrupos finitos de SO(3) (rotaciones 3D)?

@ Los grupos de simetrias de poligonos regulares 2D (ciclicos
y diédricos) y los de los sélidos platénicos:
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Tetrahedron Hexahedron Octahedron Dodecahedron Icosahedron

e Dos familias infinitas y tres excepcionales.

Correspondencia de McKay
Los subgrupos finitos de SO(3), SU(2) y SL»(C) estan en
correspondencia con los diagramas A, D,, Es, E7, Es.
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Correspondencias ADE: Singularidades en superficies

e Consideramos funciones holomorfas f: C3 — C en las que 0
es un punto critico con f0) = 0.
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Correspondencias ADE: Singularidades en superficies

e Consideramos funciones holomorfas f: C3 — C en las que 0
es un punto critico con f0) = 0.

e Es decir, singularidades en la superficie {f=0}.

@ Consideramos las mas sencillas, singularidades aisladas.
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Correspondencias ADE: Singularidades en superficies

Consideramos funciones holomorfas f: C3 — C en las que 0
es un punto critico con f0) = 0.

Es decir, singularidades en |a superficie {f= 0}.

Consideramos las mas sencillas, singularidades aisladas.

Localmente de la forma C?/G para G < SL,(C) finito:
correspondencia de McKay.
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Correspondencias ADE: Singularidades en superficies

es un punto critico con f0) = 0.

correspondencia de McKay.

Consideramos funciones holomorfas f: C3 — C en las que 0

Es decir, singularidades en |a superficie {f= 0}.
Consideramos las mas sencillas, singularidades aisladas.
Localmente de la forma C2?/G para G < SL,(C) finito:

Funcion f (tipo de singularidad)

Tipo de Dynkin

XLy 4+ 2 =0
XLy x 2 =0
Xy +72=0
Py+y+2=0
X+ +2=0

An
Dy
Es
E7
Eg
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iMuchas gracias!

F,o—0=0—0 G,o=0
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