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Sistemas de raíces



Motivación

Queremos estudiar conjuntos de vectores en Rn con simetría.
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Definición

Un sistema de raíces es un conjunto
generador de vectores R ⊆ Rn ∖ {0} que
cumple:

Para todo r ∈ R, es invariante por la
simetría sr en dirección de r.
Si r, λr ∈ R, entonces λ ∈ {±1}.
Si r ∈ R, la simetría sr desplaza el
resto de elementos un número entero
de veces en dirección de r.

Los elementos r ∈ R se llaman raíces y n es
el rango del sistema.
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Primeros ejemplos

Solo hay un sistema de raíces de rango 1:

A1

Estos son dos ejemplos de rango 2:

A2 B2
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El ángulo entre dos raíces

La última condición es muy restrictiva. Si r, q ∈ R, entonces:

sr(q) = q − 2(r, q)
(r, r)︸ ︷︷ ︸
∈Z

r.

Consideramos el ángulo θ := r̂q entre dos raíces:

4(cos θ)2 = 4 (r, q)2

(r, r)(q, q) =

(
2(r, q)
(r, r)

)
·
(

2 (r, q)
(q, q)

)
∈ Z

Por tanto, 4(cos θ)2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Observación
Los únicos ángulos θ permitidos entre raíces son π

6 ,
π
4 ,

π
3 ,

π
2 , π y

sus suplementarios.
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Sistemas de rango 2

A2 B2

A1 × A1 G2
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Sistemas de rango 3

(y productos de sistemas con menor rango)
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La clasificación completa

Wilhelm Killing

Élie Cartan
Eugene Dynkin
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La clasificación completa

Estructura de álgebras de Lie semisimples, E.B. Dynkin, 1947

En este artículo, utilizando solo matemáticas elementales y
comenzando con casi nada, Dynkin desarrolló de manera brillante y
elegante la estructura y la maquinaria de las álgebras de Lie
semisimples. Lo que logró con este trabajo fue abordar un tema
hasta ahora esotérico y convertirlo en una matemática hermosa y
poderosa. - Bertram Kostant, Selected papers, p. 363.
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Raíces simples
Primera idea: encontrar una base adecuada. Ejemplo en G2:

Mismo procedimiento en general.
Estas n raíces se denominan raíces simples.
Contienen toda la información del sistema.
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Diagramas de Dynkin

La información del sistema se representa con un diagrama de
Dynkin, un (multi) grafo con:

Un vértice por cada raíz simple ri.

Entre ri y rj tantas aristas como 4(cos(r̂irj))2.
Ángulo Aristas

90◦ 0
120◦ 1
135◦ 2
150◦ 3

Si hay más de una arista se indica la raíz más grande con una
flecha.
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Diagramas de Dynkin de rango 2

A2

>
B2

A1 × A1

>G2
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Reglas de clasificación I

Solo queda clasificar los posibles diagramas de Dynkin, usando
ciertas reglas obtenidas algebraicamente.

Regla I
En un diagrama de Dynkin no hay ciclos.

Demostración:
1 Supongamos que r1, . . . , rk son raíces simples. Las

normalizamos: s1, . . . , sk y las sumamos s := s1 + · · ·+ sk.
2 Ahora

(s, s) = k +
∑
i<j

2(si, sj).

3 Observación: (2(si, sj))2 = 4 cos(r̂irj)2 luego si ri y rj son
adyacentes, la cantidad 2(si, sj) es menor que −1.

4 Por tanto, si hay un ciclo, (s, s) ⩽ k − k = 0.
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Reglas de clasificación II

Regla II
De un vértice de un diagrama de Dynkin no salen más de tres
aristas.

Regla III
Existen subgrafos prohibidos que no pueden aparecer en un
diagrama de Dynkin.

Miguel González La estructura de la simetría: una introducción a los sistemas de raíces ICMAT



Reglas de clasificación II

Regla II
De un vértice de un diagrama de Dynkin no salen más de tres
aristas.

Regla III
Existen subgrafos prohibidos que no pueden aparecer en un
diagrama de Dynkin.

Miguel González La estructura de la simetría: una introducción a los sistemas de raíces ICMAT



Diagramas de Dynkin

Los que quedan se pueden construir. Son:

(Y productos de estos)
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Sistemas excepcionales

F4

E7 E8
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Sistemas excepcionales

F4 E7

E8

Miguel González La estructura de la simetría: una introducción a los sistemas de raíces ICMAT



Sistemas excepcionales

F4 E7 E8

Miguel González La estructura de la simetría: una introducción a los sistemas de raíces ICMAT



Álgebras de Lie



Definición

Un álgebra de Lie es un espacio vectorial g con un operador
bilineal (corchete de Lie)

[·, ·] : g× g → g

que cumple
[x, y] = −[y, x] (antisimetría)
[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (Jacobi)

Ejemplo:

gln(C) = {matrices n × n con coeficientes en C}

con el conmutador [A,B] := AB − BA.
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El álgebra de Lie sln(C)

La estructura de gln(C) no es la más sencilla posible: para
cualquier B ∈ gln(C), [λ Idn,B] = λB − λB = 0.

Más sencilla (álgebra de Lie simple):

sln(C) = {A ∈ gln(C) : tr(A) = 0}.

Por ejemplo

sl3(C) =


h1 x1 x3

x4 −h1 − h2 x2
x6 x5 h2

 : h1, h2, x1, . . . , x6 ∈ C

 .
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Más sobre sln(C)

Una base de sl3(C) es:

H1 :=

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,H2 :=

0 0 0
0 −1 0
0 0 1



X1 :=

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,X2 :=

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,X3 :=

0 0 1
0 0 0
0 0 0


X4 :=

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ,X5 :=

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 ,X6 :=

0 0 0
0 0 0
1 0 0


¿Cómo describir el corchete [·, ·] en esta base?
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sln(C) es An−1

¡Mirando a A2!

X1

X2 X3

X4

X5X6
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sln(C) es An−1

¡Mirando a A2!

X1

X2 X3

X4

X5X6

[X1,X2] =

=

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 0 1
0 0 0


=

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 = X3
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sln(C) y An−1

¡Mirando a A2!

X1

X2 X3

X4

X5X6

[X1,X4] =

=

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
1 0 0
0 0 0


=

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 = H1

[X2,X5] = H2
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Más álgebras de Lie

Otra álgebra de Lie (simple) es

son(C) = {A ∈ gln(C) : A es antisimétrica}

Como antes, consideraremos

so5(C) =




h1 x1 x3 x4 0
x5 h2 x2 0 −x4
x7 x6 0 −x2 −x3
x8 0 −x6 −h2 −x1
0 −x8 −x7 −x5 −h1

 : h1, h2, x1, . . . , x8 ∈ C


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so2n+1(C) y Bn

De nuevo, podemos leer el corchete en B2:

X1

X2

X3 X4

X5

X6

X7X8
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Clasificación de álgebras de Lie

En general, dado un sistema de raíces podemos construir su
álgebra de Lie como en los ejemplos.

Dada un álgebra de Lie (sobre C) semisimple siempre
podemos extraer un único sistema de raíces.

Teorema
Hay una correspondencia biyectiva entre álgebras de Lie
semisimples sobre C y sistemas de raíces.

Por tanto, todas las álgebras de Lie semisimples sobre C están
clasificadas.
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Álgebras de Lie simples

El sistema de raíces An corresponde a sln+1(C).
El sistema de raíces Bn corresponde a so2n+1(C).

El sistema de raíces Cn corresponde a sp2n(C).
El sistema de raíces Dn corresponde a so2n(C).
Hay álgebras de Lie excepcionales e6, e7, e8, f4, g2.

Carta de Killing a Engel, 8 de mayo de 1887
Die Bemerkung in meine letzten Briefe, dass für kleine Werthe von
l nur die beiden angeführten Arten von einfachen Gruppen
existiren, beruhte auf Rechenfehlern. Wenn ich mich nicht sehr
irre, gibt es noch mehr einfache Gruppen.
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Otras aplicaciones



Empaquetamiento de esferas

A2

A3
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Empaquetamiento de esferas II
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Correspondencias ADE: Teorema de Gabriel
Un quiver es un grafo dirigido.

• • • •

• •

Una representación de un quiver es una elección de un
espacio vectorial por cada vértice y una aplicación lineal
por cada arista.

Teorema de Gabriel
Los únicos quivers con una cantidad finita de representaciones
(indescomponibles, salvo isomorfismo) son los de tipo An, Dn, E6,
E7, E8.

•

• • • • • •
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Correspondencias ADE: Teorema de McKay

¿Cuáles son los subgrupos finitos de SO(3) (rotaciones 3D)?

Los grupos de simetrías de polígonos regulares 2D (cíclicos
y diédricos) y los de los sólidos platónicos:

Dos familias infinitas y tres excepcionales.

Correspondencia de McKay
Los subgrupos finitos de SO(3), SU(2) y SL2(C) están en
correspondencia con los diagramas An, Dn, E6, E7, E8.
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Correspondencias ADE: Singularidades en superficies

Consideramos funciones holomorfas f : C3 → C en las que 0
es un punto crítico con f(0) = 0.

Es decir, singularidades en la superficie {f = 0}.
Consideramos las más sencillas, singularidades aisladas.
Localmente de la forma C2/G para G ⩽ SL2(C) finito:
correspondencia de McKay.

Función f (tipo de singularidad) Tipo de Dynkin
xn+1 + y2 + z2 = 0 An
xn−1 + xy2 + z2 = 0 Dn

x4 + y3 + z2 = 0 E6
x3y + y3 + z2 = 0 E7
x5 + y3 + z2 = 0 E8
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¡Muchas gracias!
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