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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Teoria de Galois del grado en matema-
ticas, tomados en Enero de 2021 por Miguel Gonzilez. La asignatura fue impartida por Ana Bravo. A los
apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves parrafos explicativos en
las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

= Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:

= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Teoria de Galois

En esta asignatura se desarrolla la teoria de anillos y teoria de cuerpos y extensiones de cuerpos
necesaria para establecer el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, que establece una correspon-
dencia entre ciertas extensiones de un cuerpo y ciertos subgrupos de un grupo, permitiendo estudiar la
estructura de los cuerpos a través de la teoria de grupos.

Esta teoria desemboca en multitud de aplicaciones, en problemas clasicos inclusive, como la irresolu-
bilidad por radicales de ciertos polinomios de grado superior a 4, o la imposibilidad de la cuadratura del
circulo, entre otros.

Requisitos previos

1. Conocimientos de algebra lineal.

2. Conocimientos de estructuras algebraicas, sobre todo de teoria de grupos (se revisara la teoria de
anillos y cuerpos).
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1. Introduccion. Teoria de Anillos.

El objetivo global de este documento es demostrar el Teorema de Galois. La teoria que se va a
desarrollar para llegar a ese objetivo resultara notablemente potente y de gran interés. El Teorema de
Galois establece que, para ecuaciones polindmicas a,x™ + - -+ + a1 + ag = 0, a,, # 0, no existen expre-
siones generales (para todas las ecuaciones simultdneamente fijado el n) con sumas, restas, productos,
cocientes y radicales que proporcionen los valores solucién de x si n > 5.

Para comenzar a comprender como se va a enfocar el problema, supongamos por el momento que los
a; € Q. Sabemos que va a haber n raices, no necesariamente racionales. Consideramos el menor cuerpo
que contiene a las raices y a Q. La teoria de Galois asociard a este cuerpo especial un grupo finito,
cuyas propiedades revelaran si las raices pueden obtenerse mediante una férmula con las caracteristicas
ya mencionadas.

Con el fin de llegar hasta ese objetivo, repasaremos los conceptos de teoria de anillos:

Definicién 1. Un anillo es un conjunto R no vacio dotado de dos operadores, + : R x R — R, y
-: Rx R — R, tales que (R, +) es un grupo abeliano, - es asociativa, y se verifica que Va, b, ¢ € R se tiene
a(b+ ¢) = ab + ac, es decir, la propiedad distributiva que vincula ambas operaciones.

Si ademas (R, ) tiene un elemento neutro (conocido como identidad), entonces se dice que el anillo
tiene unidad. Asimismo, si - es conmutativa, entonces R es un anillo conmutativo.

A partir de este momento se asume que los anillos son conmutativos y con unidad. Se denotara por 0
el neutro de la suma, 1 la identidad del producto, —a el opuesto de la suma, y a~! el opuesto del producto
(denominado inverso) en caso de que exista. Asimismo, denotaremos na el resultado de operar n veces
al elemento a con la operacién suma, y a™ para lo mismo con el operador producto.

Definicién 2. Un anillo (R, +,-) es un cuerpo si (R\{0},:) es un grupo abeliano, es decir, si todo
elemento no nulo de R tiene inverso multiplicativo.

Sabemos que si consideramos el anillo Z,,, cuando n es primo, se trata de un cuerpo. En estos casos
se suele denotar por I, al igual que cuando se considera como grupo se denotaba C,, al ser el ciclico.

Definicién 3. Sea R un anillo. Un elemento a € R, a # 0 es un divisor de cero si 3b € R, b # 0 tal
que ab = 0.

Por ejemplo, en Zg, tenemos que 2 - 3 = 0. Ambos son por tanto divisores de cero.
Definicién 4. Si R no tiene divisores de cero, se dice que es un dominio de integridad.

Definicién 5. Sea R un anillo. Se dice que un elemento a € R divide a otro b € R, si 3¢ € R tal que
ac = b. Se denota por a | b.

Definicién 6. Se dice que S C R es un subanillo si (S,+,-) es un anillo conmutativo y con unidad.
Obsérvese que esto equivale a que sea no vacio y cerrado a la suma y producto, asi como contener al 1.

Por ejemplo, Z C C es un subanillo. Nos podemos plantear qué ocurre si consideramos un elemento
de C, como ¢ € C, y preguntarse cual es el subanillo de C mas pequeno que contiene tanto a Z como a i.
Esto lo denotaremos Z[i]. Que este anillo exista, en general para cualquier subanillo S C R y elementos
{a1,...,ar} C R, puede justificarse considerando todos los subanillos de R que contienen a S y a los
elementos a;, que existen (por lo menos R cumple eso), e intersecando todos. Como la interseccién de
subanillos es un subanillo, se obtiene tal subanillo mas pequeno que los contiene.
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Vamos a tratar de construir un subanillo de este tipo, por ejemplo Q[\/i,\s/g] Un elemento de este

anillo deberd tener la forma ag + a10\/§ + a01\3/§ +anVvV2V3 4+ 4 aj; \/§Z \3/§], para unos a;; € Q.
Es decir, debe obtenerse mediante sumas y productos de elementos de Q y ambas raices (no aparecen
potencias de racionales ni sumas de racionales porque dan lugar a nuevos racioneales). Es facil ver que
realmente 0 <7 <1y 0<j <2, dado que sucesivas potencias se convierten en racionales.

Otra idea que puede plantearse es, dado un subanillo de un cuerpo, como Q C R, obtener el subcuerpo
maés pequefio que contiene a Q y a algiin elemento como /2. Su existencia se justifica con un argumento
de intersecciones como antes, y se denota (@(\/5) Evidentemente, Q C Q[\@} - Q(\/i) C R. Vamos a
tratar de construir Q(v/2). Comenzamos por afnadir los inversos de Q[v/2] y hacer las combinaciones
lineales necesarias. Estos inversos son de la forma m, luego los elementos de Q(1/2) tienen la forma

Zidbg para a, b, c,d € Q. Simplificando esa expresién se comprueba que coincide con Q[\/ﬁ}, y este hecho

serd de importancia proximamente.

1.1. Anillos de polinomios

Motivados por lo anterior, vamos a considerar un elemento indeterminado X y construir los anillos
de polinomios de esta manera:

Definicién 7. Sea R un anillo. Construimos el anillo de polinomios R[X| = {ag+ a1 X +---+a, X",
a; € R, n € N}, con la suma y producto de polinomios habituales. Para polinomios no nulos, el coeficiente
de la mayor potencia no nulo se denomina coeficiente director, y tal potencia n se denomina grado del
polinomio (denotado por gr(p), deg(p)). Si el coeficiente director es la unidad 1, se dice que el polinomio
es ménico.

Recordemos que dados polinomios no nulos p = > a; X¢, ¢ = Y b; X7, se tiene gr(pq) = gr(p) + gr(q)
siempre que R sea un dominio (para evitar que pueda anularse el coeficiente de X 9r(P)+97(a) | que
es Qgr(p)bgr(q)). En general se da que gr(pq) < gr(p) + gr(q). De aqui se deduce también que si R es
un dominio, las unidades de R[X] han de tener forzosamente grado 0, dado que si pg = 1, entonces
gr(pq) = 0, luego gr(p) + gr(g) = 0, tinicamente posible si ambos grados son cero. Por tanto las unidades
de R[X] son las mismas que las de R. Si R es cuerpo, entonces son todos los elementos de grado 0 de
R[X]. Obsérvese que R[X], por tanto, nunca puede ser un cuerpo (si R es dominio).

Asimismo podemos definir K (X) andlogamente como {% :p(X),q¢(X) € K[X],q(X) # 0}, insipira-

dos por los conceptos anteriores. Es decir, el cuerpo mds pequerio que contiene a K y a X. Las operaciones

son las usuales y estableciendo que g = % siempre que PS = RQ (esto se hace interpretando K (X)

como un cociente de K x K bajo esa relacién de equivalencia).

1.2. Ideales en un anillo

Definicién 8. Sea R un anillo. Un ideal de R es un subconjunto no vacio I C R, que verifica:
1. (I,+) es subgrupo de (R, +).
2. Vr € R, a € 1, se tiene que ra € I. (Absorci6n)

Observacién 1. Dado I C R, I # (), se tiene que I es ideal si y solo si
1. Va,be I, se tienea+0be 1.

2. Vr € R, a € I, se tiene que ra € I. (Absorcién)
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Esto sigue de que el hecho de que I sea subgrupo de R equivale a que si a,b € R, entonces a —b € R,
y gracias a la segunda propiedad, esto equivale a que a + b € R, puesto que si a — b € R, entonces
(a — (b)) € R puesto que —b = (—1)b € R, entonces a + b € R. Del mismo modo se revierte esta
implicacion.

En todo anillo R se tiene por lo menos el ideal R, y también {0}. Si un ideal no es el total, se denomina
propio.
Observacion 2. Sea R un anillo, I,J C R ideales. Entonces I N J es ideal. No obstante, I U J no lo es
necesariamente.

Se comprueba de inmediato.
Observacion 3. Si K es un cuerpo, solo contiene como ideales a {0} y a K. El reciproco es cierto también.

Razén. Dado un ideal no trivial, tomamos a # 0. Entonces aa~! = 1 est4 en el ideal, y dado k € K,
se tiene que 1k = k también. Para el reciproco, dado k¥ € K no nulo, consideramos el ideal {ak : a € K}
(es facil verificar que es ideal). Este ideal no es {0} luego ha de ser igual a K. Como 1 € K, debe darse
que Jda € K tal que ak = 1. O

Definicién 9. Sea {r;};cr una familia de elementos del anillo R. Se dice que el ideal generado por esa

familia es el mds pequefio que los contiene. Se denota (r;), ;.

Este ideal existe argumentando, como anteriormente, que ha de ser la interseccion de todos los ideales
que contienen a esa familia (hay al menos uno: R). Podemos encontrar una construccién explicita:

Proposicién 1. Se tiene que (r3);c; = {a1r1 +---+aprr : k€ Nyro, oo, € {ri}icr}, es decir, son las
combinaciones lineales de cantidads finitas de elementos.

Definicién 10. Un ideal I es principal si I = (a) para cierto a € R.

Teorema 1. Si K es un cuerpo, entonces en K[X] todos los ideales son principales (y entonces se
denomina dominio de ideales principales).

Demostracién. Sea I C K[X] un ideal distinto del trivial (el trivial es principal). Entonces JIp € I
tal que p # 0. Sea A = {degp(x) : p(x) € I} C N, que es no vacio al haber un polinomio no nulo
en I. Sea entonces n = minA, y g(x) € I alguno con grado n. Se afirma entonces que I = (g). Para
comprobarlo, sea s € I. Como K es cuerpo, podemos aplicar la divisién euclidea: s(z) = q(x)c(z) + r(x)
con degr < degq = n, o bien r = 0. Pero como r = s —qc, y q,s € I, ha de darse que r € I, pero por
minimalidad del n ha de ser forzosamente que r = 0, luego s = gc, por tanto I C (g), y hemos acabado

(dado que claramente {(q) C I). O
Obsérvese que entonces todos los ideales son de la forma (p(z)), pero resulta que si k¥ € K no nulo,
entonces (p(z)) = (kp(x)). Si establecemos un coeficiente principal, entonces cada ideal de K[X] es

generado por un unico elemento con ese coeficiente principal (en general se toma el ménico).

1.3. Anillo cociente

Sea R un anillo y sea I C R un ideal. Se define en R la relacién de equivalencia a ~ b <= a—be I.
Como R es conmutativo, entonces I <t R y podemos considerar como grupo el cociente R/I con la suma
heredada de R. La pregunta razonable es si puede ser también un anillo heredando el producto (ab = ab).
Lo més importante para responder a esta pregunta es si la operacion esta bien definida, puesto que en ese
caso las propiedades de anillo se heredan automéaticamente. Consideramos @ y b. Cualquier otro elemento
de esas clases puede escribirse como a + ¢ o b+ j dados i,j € I. Tenemos que comprobar entonces que
(a+1i)(b+ j) = ab. Pero como en R se tiene que (a+i)(b+j) = ab+ aj + bi +ij. Por definicién de ideal,
tenemos entonces que aj + bi 4+ 5 € I, luego se tiene lo que se queria. Este suceso es el que motiva la
definicién de ideal, de hecho.
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1.4. Homomorfismos de anillos

Definicién 11. Sean R,T anillos. Un homomorfismo de anillos f : R — T es una funcién tal que,
vr,r' € R:

L f(r+r)=f(r)+ f(r')
2. f(rr') = f(r)f(r)
3. f(1) =1

Por ejemplo, f : Z — R, siendo R arbitrario, si ha de ser un homomorfismo, debe ser que f(1) =1,
pero entonces sin > 0, f(n) =1g+1g +---+ 1gr = n- 1g, forzando el valor de f en todos los enteros
positivos. Asimismo f(—n) = —f(n) luego estd forzado también. Existe, por tanto, y es tnico (es facil
comprobar que cumple la propiedad del producto).

Otro ejemplo de importancia es el paso al cociente. Dado I C R ideal, consideramos 7 : R — R/I
dado por 7(a) =a € R/I.

Finalmente, supongamos que R es un anillo. Consideramos de nuevo el f : Z — R tinico. Si p € Z es
primo y f(p) = 0, se tiene g : R — R dado por g(a) = a? es homomorfismo y se conoce como morfismo
de Frobenius.

Proposicién 2 (Propiedades de los homomorfismos). Sea f: R — T homomorfismo de anillos.

1. 8i S C R es subanillo, también lo es f(S) C T.
Si J C T esideal, entonces f~1(J) C R es ideal.
Si f es sobreyectivo, y I C R es ideal, entonces f(I) C T es ideal.

Nuc(f) C R es un ideal.

[ es inyectivo <= Nuc(f) = {0}.

Demostracion. Para 1, sabemos que como f es homomorfismo de grupos, f(S) es subgrupo. Asimismo,
como 1 € S, entonces 1 € f(S), y si a,b € f(S), con a = f(s1), b = f(s2), se tiene que ab = f(s152) €
f(S). Para 2, sabemos que f~*(J) es subgrupo. Ahora, dado a € f~1(.J), con f(a) =j € J,y dador € R,
tenemos que f(ra) = f(r)j € J, luego ra € f~1(J) y es ideal. Para 3, sabemos que f(I) es subgrupo.
Dado a € f(I),t € T, escribamos a = f(i) parai € I,y t = f(r) para r € R, dado que f es sobreyectivo.
Tenemos entonces que at = f(ir) € f(I) por ser ir € I al ser ideal. Para 4, sabemos que Nuc(f) es sub-
grupo. Dado n € Nuc(f) y r € r, se tiene que rn € Nuc(f) puesto que f(rn) = f(r)f(n) = f(r)0 = 0.
Para 5, como f es homomorfismo de grupos si consideramos solo (R,+) y (T,+), y ese enunciado es
valido para homomorfismos de grupos, se tiene. O

Corolario. Sea f : K — T homomorfismo de anillos, y supongamos que K es cuerpo. Entonces f es
inyectiva, dado que Nuc(f) debe ser {0} (si fuese todo K, no se darfa f(1) = 1).

Observacion 4. Si f : R — T es homomorfismo de anillos biyectivo, entonces su inversa f ' : T — R es
también homomorfismo de anillos. En ese caso se denomina isomorfismo.

Demostracién. Ya sabemos que f~! es homomorfismo de grupos. Asimismo, dados a,b € T, digamos
con f(r1) = a, f(r2) = b, entonces se tiene que f~'(a)f~1(b) = rire, pero ademds como f(riry) =
f(r1)f(ra) = ab, se tiene que f~1(ab) = 7179, luego son iguales. Asimismo, como f(1) = 1, entonces
) =1. O
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Teorema 2 (De isomorfia). Sea f : R — T un homomorfismo de anillos cualquiera. Entonces 3f -
R/Nuc(f) =T, homomorfismo, tal que f = f o, dada por definicion como f(a) = f(a). Asimismo, se

tiene que f es inyectiva y, por tanto, hay un isomorfismo entre R/Nuc(f) y f(R).

Demostracién. Basta con ver que esa f estd bien definida, dado que las propiedades de homomorfismo
siguen de forma natural de su definicién (se heredan de f). Se tiene que si @ = b, entonces a = b+ n con
n € Nuc(f), luego f(a) = f(b+n) y por tanto f(a) = f(b) + f(n) = f(b) +0 = f(b), luego efectivamente

la imagen no depende del representante. Para ver que f es inyectiva, si f(a) = 0, es porque f(a) =0
luego a € Nuc(f), y por tanto @ = 0. Es decir, Nuc((f)) = {0}. O

Definicién 12. Sea R un anillo cualquiera. Consideramos el homomorfismo f : Z — R tinico. Sabemos
que Nuc(f) C Z es un ideal, y por tanto Nuc(f) = kZ para cierto k € N. Entonces se tiene que hay una
copia de Z/kZ en R, usando el primer teorema de isomorfia (se trata de f(Z)). Se define la caracteristica
de R como char(R) = k.

Otro modo andlogo de entender la caracteristica de R es como el orden de 1 considerando R como
grupo aditivo, siendo 0 si este orden no es finito.

Proposicién 3. Sea A un anillo y sea I C A un ideal. Existe una identificacion biyectiva entre el reticulo
de ideales de A/ y el subreticulo de ideales de A que contienen a I. Esta identificacion viene dada por w1
(es decir, tomar la preimagen del ideal por  da el ideal asociado), es biyectiva y preserva las inclusiones.

Demostracién. Dado J € A/I ideal, veamos que J = 7~ 1(J) es un ideal de A que contiene al nt-
cleo. Como 0 € J, estd claro que Nuc(m) C J. Para ver que es un ideal, construimos la aplicacién
71 AJI — (A/I)/J,y entonces Nuc(7om) = 7w~ 1(J) luego es ideal. Si J C 7', se tiene 7 1(J) C W’l(j/),
preservando ademas la inclusién estricta si lo fuese, al ser sobreyectivo. Finalmente hay que ver que dado
un ideal J C A tal que I C J, existe un ideal de A/I que va a parar a él. Se afirma que tal ideal es
J/I. Esté claro que J C 7~ 1(J/I), dado que si a € J, entonces 7(a) € J/I por definicién de J/I. Para
la inclusién opuesta, dado b € 7~1(J/I), se tiene que la clase b+ I € J/I, es decir, 3a € J tal que
b+I=a+1,dedonde b—a € Iluegob=a+1i,cont € l, acJ, loqueindica que b € J y hemos
acabado. O

1.5. Ideales primos y maximales
Definicién 13. Se dice que en un anillo R un ideal I C R es primosiabe ] =—> a €l obienbe [.

Por ejemplo en Z, el ideal (k) es primo si y solo si k es primo o 0. Esto es asi porque si ab = km para
cierto m, entonces k divide a ab y si k es primo, entonces k | a o k | b luego a o b estdn en (k). Ademds
(0) es primo porque Z es dominio.

Observacién 5. Un anillo R es dominio de integridad si y solo si (0) es primo.
Proposicién 4. Un ideal I C R es primo si y solo si R/I es dominio de integridad.

Demostracion. I C R es primo equivale a que ab € I = a € [ 0 b € I, que equivale a que ab =0
= @ =00b=0en el cociente, y esto tltimo equivale a que R/I sea dominio. O

Definicién 14. Se dice que un ideal I C R es maximal si cuando 3J C R ideal con I C J, se tiene que
J =1 o0 bien J=R.

Como la biyeccién entre reticulos de ideales de R/I y R (en R solo los que contienen a I) preserva
las inclusiones, entonces también preserva el concepto de maximalidad. Por ello:

Proposicién 5. Un ideal I C R es mazimal si y solo si R/I es un cuerpo.
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Demostracién. Como hemos apuntado antes, que I sea maximal equivale a que R/I solo tiene 2 ideales
dado que w(I) en R/I es maximal si y solo si I lo es, y esto equivale a que R/I solo tenga al total y al
(0) como ideales o, lo que es lo mismo, que sea un cuerpo. O

Observacion 6. Todo ideal maximal es primo.

1.5.1. Ideales primos y maximales en K[X]

Vamos a estudiar cémo son los ideales primos y maximales en el dominio de ideales principales K[X],
con K cuerpo.

Observacion 7. Si I, J C K[X] son ideales, I = (p(z)), J = {(q(z)), se tiene que I C J <= q(z)|p(x),
dado que esto equivale a que p(x) = s(x)q(x) para cierto s(x).

Definicién 15. En un anillo R se dice que un elemento no unidad a € R es irreducible si cada vez que
a = bc se tiene que b o ¢ son unidades de R.

Por ejemplo, en K[X] cuerpo, todo polinomio de grado 1 es irreducible, dado que si tal polinomio p
se escribiese como p = gr, ha de ser que el grado de uno de ellos sea 0 luego ese es unidad.
Asimismo, si p(z) € K[x] no es irreducible, entonces existen dos polinomios ¢, s de grado menor tal

que p = gs.

Definicién 16. Se dice que un elemento no unidad a € R es primo si cada vez que albc entonces alb o
ale. Equivalentemente, a es primo si (a) es primo.

Observacion 8. Todo elemento primo es irreducible en un dominio.

Esto es asi porque si tal elemento a € R se escribe como a = be, entonces ha de darse que alb, por
ejemplo, luego b = ak para cierto k € R, y entonces a = (ak)c, luego (k¢ — 1)a = 0, y al estar en un
dominio, k¢ =1 y ¢ es unidad.

Teorema 3. Sea I = (p(x)) C K[X]. Entonces I es maximal si y solo si p es irreducible.

Demostracién. Supongamos que I es maximal. Si p no fuese irreducible, entonces hay ¢,r € K[X]
tales que p = ¢r y ninguno es unidad. Pero entonces I C (q) y (¢) € K[X] al no ser ¢ una unidad,
luego I = (g) al ser maximal. Esto no puede ocurrir porque se tendria que ¢ = pk para cierto k € K[X],
cosa que no puede pasar porque gr(q) < gr(p). Por otro lado, si p es irreducible pero I no es maximal,
entonces hay un .J tal que I € J C K[X]. Como estamos en un dominio de ideales principales, pongamos
J = {(q(z)) para cierto ¢ € K[X]. Entonces tendriamos que p = gr para cierto r € K[X]. Como ¢ no es
unidad, dado que no genera el total, habria de darse que r es unidad, es decir, que ¢ = pr—!, pero esto
afirmaria que I = J, cosa que no pasa. O

Como corolario, todo irreducible en K[X] ha de ser primo también, dado que si p es irreducible,
(p) es maximal y por tanto primo. Es decir, en K[X], los primos y los irreducibles coinciden. (Obsérvese
que la tnica condicién que hemos necesitado para esta afirmaciéon es que K[X] sea un dominio de ideales
principales).

Teorema 4. En K[X], todo polinomio de grado mayor o igual que 1 (es decir, no unidad) puede escribirse
de manera unica como producto de irreducibles, salvo producto por unidades. Los dominios que cumplen
esta propiedad se denominan dominios de factorizacion unica.

Demostracién. Por induccién en el grado del polinomio. Sea p € K[X]. Si gr(p) = 1, sabemos entonces
que es irreducible. Ahora, supongamos que el teorema es vélido para polinomios de grado inferior a gr(p) =
n > 1. Si p(z) es irreducible hemos acabado. Si no, por definicién, se tienen dos polinomios ¢, r, de grado
menor que n, con p = gr. Como, por hipétesis, cada uno puede ponerse como producto de irreducibles,
p también. Falta ver que esas expresiones son tinicas. Supongamos que p(x) = q1q2...¢m = S$182... 5,
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siendo los g;, s; € K[X] irreducibles. Como ¢; es irreducible, por el corolario previo consecuencia de ser
K[X] un dominio de ideales principales, ha de ser que ¢; sea primo, y como divide a p = $7 ... s, entonces
35 tal que ¢1s;. Pero, como s; es irreducible, ha de ser que ¢iu = s;, para cierta unidad u € K. Podemos
entonces reordenar para que j = 1, y entonces se tendria que qi1qs...¢n = uqiS2...S;, vy, cancelando,
q2...Gm = uss...s;. Repitiendo este argumento de manera iterativa, se concluye que cada ¢ es un s,
salvo a lo sumo una unidad (y ha de ser m = [ dado que, de otro modo, se llegaria a que 1 = us(z), para
cierto elemento s no unidad). O

Obsérvese una vez mds que solo hemos utilizado de K[X] que es un dominio de ideales principales
(para usar que todo irreducible es primo). Es decir, que ser un dominio de ideales principales basta para
ser un dominio de factorizacién tunica.
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2. Extensiones de cuerpos

Definicién 17. Sea K un cuerpo. Se dice que otro cuerpo E es una extension de K si K C F, y las
operaciones suma y producto en K son las de F restringidas, es decir, K es un subcuerpo de E. Se denota
E/K.

En ocasiones, por abuso del lenguaje, diremos que E es una extensién de K si contiene un subcuerpo
isomorfo a K.

Por ejemplo, C es una extensiéon de Q. Asimismo, otra extensiéon de Q es Q[X]/ <x3 - 3>. Esta claro
que estd contenido, a través de la cadena inyectiva Q — Q[X] — Q[X]/ (2® — 3) (es inyectiva porque
Q es cuerpo). Asimismo, es un cuerpo al ser 23 — 3 irreducible en Q[X]. La inclusién es estricta puesto
que, por ejemplo T € Q[X]/ <x3 - 3> pero no esté en el subcuerpo Q porque x — ¢ nunca es divisible
por z3 —3 si ¢ € Q. Otra manera de verlo es que Z> = 3, pero no hay elemento en Q que verifique tal cosa.

Las extensiones nos interesan dado que una ecuaciéon polinémica con coeficientes en un cuerpo puede
no tener las raices en ese mismo cuerpo. Asi podremos considerar un cuerpo algo mas grande que si las
tenga:

Definicion 18. Sea E/K una extension de cuerpos. Se dice que un elemento « € E es algebraico sobre
K si dp(z) € K[X], p(x) # 0, con p(a) = 0. En caso contrario, se dice que « es transcendente.

Por ejemplo, i,v/2 € C son algebraicos sobre Q. Nmeros transcendentes, por ejemplo, son 7 o e.
Definiciéon 19. Una extensién E/K es algebraica si todo elemento de E es algebraico en K.

Por ejemplo, C/R es algebraica. Esto es porque dado z € C, el polinomio (z—z2)(x—%) € R[X] lo tiene
como raiz. Otro ejemplo menos claro es Q(+/2)/Q. A continuacién profundizaremos en las extensiones de
cuerpos para poder dar una explicacién acerca de esta extension.

Teorema 5 (Del Polinomio Minimo). Sea E/K extension de cuerpos y a € E un elemento algebraico
sobre K.

1. Existe un unico p(z) € K[X], mdnico y de grado minimo, tal que p(a) = 0.
2. Tal polinomio es irreducible sobre K.
3. Dado cualquier otro q(x) € K[X] con q(a) = 0, entonces p(x)|g(x).

Demostracién. Sea A = {s € K[X] : s(a) = 0}. Este conjunto es no vacio porque al menos 0 € A, y de
hecho es un ideal, dado que si s1,82 € A, s1(a) 4+ s2(a) =04+ 0 =0, y ademds r(x)s1(z) = r(a)s1(a) =
r(a)0 = 0. Como es un ideal de K[X], ha de ser principal, y como « es algebraico, es distinto del trivial,
es decir, K[X] = (p(z)) para cierto p(z) no nulo y de grado minimo en A. Dicho p(z) puede tomarse
monico multiplicando por el inverso de su coeficiente director. Ha de ser tnico dado que cualquier otro
con este grado se obtiene multiplicando a p por un elemento distinto de 0 y 1 en K, luego dejaria de
ser moénico. Esto demuestra 1 y 3. Para ver que p es irreducible, si no lo fuese, se tendria p = st con
los grados de s y ¢t menores que el de p, pero entonces 0 = p(a) = s(a)t(«), y como K es en particular
dominio de integridad, alguno de ellos se anula en «, contradiciendo la minimalidad en el grado de p. 0O

A ese polinomio p lo denominaremos polinomio minimo de a sobre K. Se denota por p,, k().
Obsérvese que si encontramos un polinomio irreducible y moénico en K que se anula en a, ya es el
polinomio minimo. (Si hubiese otro de menor grado lo dividiria y ya no seria irreducible).

Teorema 6 (Algebraico-Transcendente). Sea E/K una extension de cuerpos y o € E. Entonces:
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1. Si « es transcendente sobre K, se tiene que K C K[a] € K(«), y ademds K[a] ~ K[X].

2. 8i o es algebraico sobre K, entonces K C Kla] = K(a), y ademds K[a] ~ K[X]/ (Do, i (2)).

Demostracién. Consideramos la extensién E/K y a € E. Construimos el homomorfismo f : K[X] —
Kla] C E, dado por f(p(x)) = p(a). Tal homomorfismo es sobreyectivo, dado que todo elemento de K[a]
es de la forma Y k;af, luego el polinomio > k; X® va a parar a ese elemento. Ahora, si a es transcen-
dente, Nuc(f) = {0} y por tanto K[X] ~ K|a] por el primer teorema de isomorfia. Si « es algebraico,
sabemos que Nuc(f) = (pa,x(x)), luego del mismo modo se tiene que K|a] ~ K[X|/ (pa, i (z)). Para ver
que K[a] € K(a) en el caso transcendente, basta con observar que K[X] no es un cuerpo, luego KJ«|
tampoco. En el caso algebraico, como p, g () es irreducible, entonces K[X]/ (pq, kx(z)) es cuerpo, y por

tanto coincide con K (a). O

Como corolario, si «a es algebraico sobre K en E/K, entonces K[a] es un K-espacio vectorial de
dimensién igual a gr(pa,k(z)). En primer lugar, como K C K[X]/ (pa,x(x)) ~ Kla], entonces K|a] es
un K-espacio vectorial (es inmediato ver que se cumplen las propiedades de K-espacio vectorial en un
cuerpo que contiene a K). Asimismo, sabemos que todo elemento de K[X]/ (o, i (z)) puede expresarse

de la forma f;g]pa”{(z)) k;xt, por el algoritmo de la divisién. Es decir, si n = gr(pa,x(x)), el conjunto

{1,...,2"~1} genera ese cociente como K-espacio vectorial. Ademés es claramente una base, dado que
para escalares no nulos {k;}, tenemos que Y k;a* no puede ser nulo, dado que en ese caso el polinomio
no nulo Y k;z* serfa multiplo de pq, i (), que es de grado superior.

Definiciéon 20. Dada la extensién E/K, se define el grado de la extensién como la dimensién de F
como K-espacio vectorial. Se denota por [E : K]

Teorema 7 (Transitividad de grados). Sean E/K y F/E dos extensiones finitas de cuerpos (es decir,
el grado de cada extension es finito).
Entonces, se tiene que F/K es finita, y:

[F:K]=[F:E|FE:K]

Demostracién. Sea {a,...,a,} baseen F/E,y {f1, ..., Bm} base de E/K. Basta probar que {a;53;,1 <
i < n,1 < j < m} es base de F/K. Observemos que todo elemento v = F admite la escritura
¥ =ajoq + -+ + apop, para escalares {a;} C E y a su vez, como, cada a; € E, se tiene a; = ), b;, Bi,
luego se tiene que v = ZZ Zk bi, Bra, y por tanto ese conjunto genera F' con coeficientes en K.

Asimismo, supongamos que existen escalares {a;;} C K, tales que Y a;;a;3; = 0. Pero entonces, por
independencia lineal de los a;, podemos factorizar: 0 = a;;a;08; = ZZ[(ZJ a;jf3;)]o;. Como cada uno de
esos coeficientes estd en F, y los «; son base de F' como FE-espacio, ha de darse que cada Zj ai;B3; = 0.
Finalmente, por lo tanto, al ser los 3; base, sigue que todos los a;; = 0.

Teorema 8. Si E/K es finita, es decir [E : K| < 0o, entonces E/K es algebraica, es decir, todo a € E
es algebraico en K.

Demostracién. Sea m = [E : K|. Tomamos los elementos de E siguientes: {1, a,a?,...,a™}. Como hay
m+1 de ellos, no pueden ser linealmente independientes sobre K, luego tenemos coeficientes {k;} C K no
todos nulos con ko+kia+kea®+- - -+kya™ = 0, luego a anula al polinomio p(z) = > 1" kiz* € K[X]. O

Asimismo, si en F hay elementos transcendentes sobre K, se tiene que [F : K] = oc.

Proposicién 6. Si F/E es algebraica, y E/K también, entonces F/K es algebraica.

Dado 3 € F, sabemos que 3p(z) € E[X] no nulo que verifica p(3) = 0. Pongamos p(z) = Y g bz,
con cada coeficiente b; € E, y por tanto cada b; es algebraico sobre K. Sea L = K (bg,b1,...,b,) C E.

11
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Estd claro que 8 es algebraico en L. Como L/K es ahora una extensién finita, y asimismo L(3)/L es
finita, tenemos que L(S)/K es finita y por tanto todo elemento de L(3) es algebraico en K, en particular

3. 0

Proposicién 7. Sea E/K extension de cuerpos. Entonces, el conjunto de elementos de E algebraicos
sobre K es un cuerpo.

Demostracién. Sea L C E el conjunto de elementos algebraicos de F sobre K. Claramente L # () dado
que al menos K C L. Sean «a, 8 € L. Véase que K(«, ) es algebraica dado que es finita. Por lo tanto
todo elemento de K (o, 3) es algebraico, incluyendo a + 3, a3, y a~! si a es no nulo. Por lo tanto, como
todos esos elementos también son algebraicos, se tiene que L es un cuerpo. O

Definicién 21. Dada una extensién F// K, el conjunto de elementos de ' algebraicos sobre K se denomina
clausura algebraica de K en F y se denota K.

Definiciéon 22. Dada la extensiéon E/K, se dice que E es simple si F = K(a) para cierto elemento
ack.

3. Extensiones de Galois

Definiciéon 23. Sea E/K una extensiéon de cuerpos. Se dice que p(z) descompone en FE si puede
escribirse como producto de polinomios de grado 1 en E[X]. Es decir, que p(x) tiene todas sus raices en
E.

Definiciéon 24. Se dice que F es un cuerpo de descomposicién de p(z) € K[X] sobre K si p(z)
descompone en F pero no lo hace en ningiin subcuerpo propio de F que contenga a K.

Por ejemplo, 22 — 7 € Q[X] tiene como un cuerpo de descomposicién al Q(+/7). Si lo miramos como un
polinomio en R[X], entonces el propio R es cuerpo de descomposicién. Vemos asi que la nocién depende
del cuerpo sobre el que se considere.

Teorema 9 (Existencia de cuerpos de descomposicién). Sea K un cuerpo y p(x) € Klz] no nulo.
Entonces, existe un cuerpo de descomposicion E de p sobre K. Ademds, [E : K| < n!, con n = degp.

Demostraciéon. Por induccién en n = degp. Si n = 1, entonces E = K sirve y cumple la cota del
grado. Ahora, supongamos que el teorema vale para todo polinomio con grado menor que n. Supongamos
que p(z) € Klz| tiene grado n. Si p(z) es reducible en K[X], es decir, p = gr con deggq,degr < n.
Por hipétesis de induccién en g(x) € K[X], encontramos un cuerpo de descomposicién E;/K de ¢ sobre
K. Por hipétesis, [E; : K| < (degq)!. Ahora aplicamos la hipétesis a r sobre Fj, obteniendo Ey/F; de
descomposicién de r sobre Fy, y [Ey : Eq] < (degr)! = (n — degq)!. De esta manera, F2/K es cuerpo de
descomposicién de p sobre K, y [Fy : K] < (degq)!(n — degq)! < nl.

Si, por otra parte, p es irreducible sobre K, tenemos que E = K[T]/(p(T)) es un cuerpo con E/K
y donde p tiene una raiz (7). Asimismo, [E : K] = n por ser el grado de p, y podemos poner (X —
T)s(z) = p(x) con s € Elz], y degs = n — 1. Por la hipétesis de induccién, tenemos un cuerpo L/E
de descomposicién de s en E, con [L : E] < (n — 1)!, y por tanto L/K es de descomposicién de p y
[L: K] <n(n-1)!=nl O

Observacion 9. Dado un polinomio ¢(x) € Fp[X], si tenemos una raiz r € E/F,, entonces r” es asimismo
raiz. Esto es porque por el teorema de Fermat, los coeficientes de ¢ se fijan al elevar a la p, y ademés por
tener E caracteristica p, elevar a la p es homomorfismo.

Observacion 10. Si charE = p, con F un cuerpo, entonces F'r : F — FE el homomorfismo de Frobenius es
inyectivo (por ser E cuerpo) y si E es finito, serd asimismo sobreyectivo, y por tanto un automorfismo.
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A continuacién vamos a demostrar que el cuerpo de descomposicion es unico para un polinomio y un
cuerpo dados. Para ello, primero:

Lema 1. Sean K,K' dos cuerpos y ¢ : K — K' un isomorfismo. Sea p(x) € Klz]| un polinomio
p(x) =37 ajz? irreducible sobre K. Sea o una raiz de p en alguna extension E /K. Definimos p(p(z)) =
Z;'L:o o(aj)z? € K'[z], y sea B una raiz de o(p(z)) en alguna extension E' de K.

En ese caso, ¢ puede extenderse a un isomorfismo entre K(a) y K'(B).

Demostracién. Sabemos que K(«a) ~ K[z]/ (p(z)). Podemos extender ¢ de manera natural a ¢ :
K[z] — K'[z] actuando sobre los coeficientes, de tal manera que ¢(p(z)) := @¢(p(x)) es irreducible,
y por tanto K'(8) ~ K'[z]/ (p(p(z))). Consideramos la cadena sobreyectiva v : K[z] — K'[z] —
K'[z]/ {(¢(p(x))), dada por v = 7 o $. Obsérvese asimismo que p(x) € Nuc(y), y al ser irreducible, y
por ser K|[z] de ideales principales, ha de darse que Nuc(y) = (p(z)). Aplicando el primer teorema de iso-
morfia, sigue que ¥ dado por F(g(z)) = v(q(«)) es un isomorfismo entre K (o) y K'(3). Este isomorfismo,
si k € K, verifica que F(k) = v(k) = m(¢(k)) = (k) luego en efecto extiende a ¢. O

Obsérvese asimismo que este isomorfismo extendido, digamos P, verifica que p(a) = 3, dado que
a—T—>T—f.

Asimismo, si p(z) es irreducible en K y tenemos dos raices a, § en alguna extensiéon F/K, el lema
garantiza que K(«) ~ K(f).

Teorema 10 (Teorema General de Unicidad de Cuerpos de Descomposicién). Sea ¢ : K — K' un
isomorfismo de cuerpos. Sea p(x) € K[z]. Sea E/K un cuerpo de descomposicion de p sobre K. Sea
E'/K' un cuerpo de descomposicion de p(p(x)) sobre K'. Entonces ¢ puede extenderse a un isomorfismo
entre E y E'.

Demostracién. Por induccién en el grado de p(x). Si gr(p) = 1, entonces tiene una raiz en K y el
tnico cuerpo de descomposicion que hay es K, dado que ya lo es, y toda extensién no trivial lo contiene.
Asimismo, ¢(p) es de grado 1y, por lo mismo, el inico cuerpo de descomposicién sobre K’ de ese polinomio
es el propio K'. Asi, la tinica posibilidad es F = K y E' = K', y el isomorfismo es .

Ahora supongamos que el teorema vale para polinomios de grado menor que n. Sea p(z) € KJz] de
grado n. Si no es irreducible, ponemos p(x) = s(x)r(z), ambos con grado menor, y en tal caso el teorema
se deduce de la hipétesis de induccién aplicada a s y a r (extendiendo primero al cuerpo de descomposicién
de s sobre K y luego al de r sobre esa extension). Si p(z) es irreducible sobre K,y E, E’ son los de la
hipétesis, y « € E, 8 € E’ raices de p en E y ¢(p) en E’. Por el lema previo, sigue que K(«a) ~ K'(5)
a través de una extensién de ¢. Como en K («)[z] tenemos que p(z) = (x — a)p(z), podemos utilizar la
hipétesis de induccién en K(«) y K'(83), y el polinomio p, y este nuevo isomorfismo. O

En particular, si K = K’ y partimos de ¢, entonces siempre hay una extensiéon de E en E que lleva
una raiz de « en otra 8 del polinomio en cuestién. (Haciendo primero la extensién K(«) — K(f5)), que
es la que finalmente se extiende por la hipdtesis de induccion.

Teorema 11 (Unicidad de cuerpos de descomposicién). Sean E, E’ dos cuerpos de descomposicion sobre
K del polinomio p(z) € K[x]. Entonces 3o : E — E’ isomorfismo que fija los elementos de K (también
denominado K -isomorfismo).

Demostracion. Sigue del teorema general, poniendo K = K’ y ¢ la identidad. O
3.1. El grupo de Galois de una extension
Definicién 25. Sea F/K una extension de cuerpos. Se define el siguiente conjunto:

Gal(F/K) :={p: F — F automorfismos, p(r) =r Vr € K} C Aut(F)

Y es inmediato ver que Gal(F/K) con la composicién es un grupo. Esto se conoce como el grupo de
Galois de la extension.
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Sea E/K una extensién donde E es el cuerpo de descomposicién de p(x) € K[z] sobre K. Si
ai,...,ar € FE son raices de p(x), es decir, E = K(ay,...,a,), y tomamos ¢ € Gal(E/K), se tiene
que ¢(p(a;)) = ¢(p)(p(a;)) = p(p(a;)) = 0. Luego los elementos de Gal(FE/K) mandan raices de p en
otras raices de p.

Es decir, ¢ obligatoriamente fija K y permuta las raices a;, y el comportamiento ya esta definido a
través de esto. Podemos interpretar, entonces Gal(FE/K) < S,, es decir, es un subgrupo del grupo de
permutaciones de r elementos. La identificacion se realiza mandando cada automorfismo a la permutacion
correspondiente que efectiia en las raices.

Observacion 11. Por ejemplo, vamos a calcular Gal(Q(+V/2,£)/Q), siendo ¢ una raiz cibica de la unidad
distinta de 1. Es decir, estamos considerando el cuerpo de descomposicién de =3 — 2, luego el grupo de
Galois sera subgrupo en Ss.

Sig:Q(v/2,¢) = Q(V/2,€) es automorfismo, dado que fija Q por ser el subcuerpo primo, solo tenemos
que ver a donde van /2 y €. No pueden elegirse arbitrariamente, dado que ¢3(¥/2) -2 =0y ¢3(£)—1 =0,
no pudiendo ser ¢(§) = 1 porque es inyectiva.

Consideramos primero id : Q — Q. Por el lema de extensién aplicado al polinomio 22 + = + 1 que
es irreducible por ser el 3-ciclotomico, se tiene que tanto la extension dada por £ — & como la dada por
€ — &2 = ¢ son isomorfismos entre Q(¢) y Q(€).

Podemos volver a aplicar el lema porque 23 — 2 es irreducible en Q(€), por un argumento de com-
probacién de grados (si no lo fuese, el grado del cuerpo mas grande en Q no seria divisible por 3, pero
si lo es). De esta manera, cualquiera de los isomorfismos encontrados previamente pueden extenderse a
Q(¢,V/2) mediante /2 — /2, V2 — V2¢ y V2 — V262

Esto nos da 6 automorfismos distintos, y ademas son todos los posibles por las restricciones que hemos
puesto al inicio: ©?(V/2) —2 =0y p3(€) — 1 = 0. Es decir, en este caso, todas las elecciones sensatas
dan lugar a automorfismos.

Por tanto, finalmente, Gal(Q(+/2,£)/Q) = Ss.

3.2. Extensiones normales

Definicién 26. Sea E/K una extensién algebraica. Se dice que es normal si cada vez que ¢(x) € K|x]
tiene una raiz en E, entonces tiene todas sus raices en F.

Por ejemplo, Q(¥/2)/Q no es normal, porque z* — 2 no tiene todas sus raices en Q(+/2).
Proposicién 8. Si E/K tiene grado 2, entonces es normal.

Demostracién. Sea p € K[x] irreducible con una raiz a € E. Escribimos p(z) = (z — a)r(x), con
r(z) € E[z]. Veamos que r(z) tiene grado 1 porque p(z) tiene grado 2, dado que K C K(a) C E y se
tiene que gr(p) = [K(a) : K] < [E : K] = 2. Pero entonces la otra raiz de p es la raiz de r que estd en
E. O

Teorema 12 (Caracterizacion de extensiones normales finitas). Sea E/K finita. Entonces E/K es normal
<= FE es cuerpo de descomposicion de algin polinomio sobre K.

Demostracién. Para = , supongamos que E/K es normal. Como ademads es finita, ponemos E =
K(aq,...,an)y consideramos p(z) = p,, i (x) el producto de cada polinomio minimo. Como cada uno
de ellos es irreducible y tiene una raiz en F por ser normal, entonces tienen todas sus raices en E y por
tanto p también. Asimismo, por construccion, E es el cuerpo mas pequeno que contiene a K y a todas
las raices de p(z), luego es el de descomposicion.

Para el reciproco, supongamos que E/K es un cuerpo de descomposiciéon de g € K|z|. Sea p(z) € K|x]
irreducible con raiz # € E. Vamos a ver que entonces todas las raices estdn en E. Sea M el cuerpo de
descomposicién de p(z) sobre E, y sea §/ € M otra raiz de p. Tenemos las inclusiones K C K(6) C
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E(0) = E C M, pero también K C K(¢') C E(0') C M. Se afirma que [E(#') : E] = 1, y habremos
acabado.

Siry,...,r, € E son las raices de ¢, podemos pensar E = K(ry,...,7,) al ser su cuerpo de des-
composicion. Tenemos que [E(0') : K] = [E(0') : K(0")][K(¢') : K] = [E(¢') : E][E : K]. Veamos que
B : K(0)] = [E(6) : K(6).

Se tiene que E(6') es el cuerpo de descomposicién de g(z) sobre K ('), porque contiene a las raices de
gy a K(0')y es el mas pequeno. Es decir, por el teorema general de extensién de isomorfismos de cuerpos
de descomposicién, podemos extender ¢ : K(0') — K(6) a un isomorfismo entre E(0') y E(9) = E.

Entonces, [E(¢") : K(0)][K(¢') : K] = [E(0) : K(0)][K(0) : K] = [E(¢) : K] = [E : K] y hemos
acabado. O

Observacion 12. Supongamos que FE/K es normal y finita, y se tiene K C L C E. Entonces E/L es
normal, pero L/K no tiene por qué. Esto es porque E es cuerpo de descomposicion de algin p € K|z],
pero en particular p € L[z] luego E/L es normal al ser E de descomposicién sobre L. No obstante,
Q C Q(¥2) C Q(¥/2,e%"), siendo el mas grande el cuerpo de descomposicion de 2% — 2, pero Q(¥/2)/Q
no es normal, por ejemplo por culpa del 23 — 2.

3.3. Separabilidad

El objetivo es determinar cuando un polinomio irreducible sobre K tiene raices multiples en su cuerpo
de descomposicién, dado que en ese caso se simplifica mucho el grupo de Galois.

Definicién 27. Sea p(z) € K|z], p(r) = ap + a1x + - - - + anz™. Se define su derivada formal como el
polinomio p’'(z) = na,z" ' + (n — a,_12" 2 +--- +ay.

Esta nocién cumple las propiedades habituales de suma y producto. Asimismo, si p’(z) # 0, entonces
degp’ < degp.

Definiciéon 28. Sea a € E una raiz de p(z) € K|[z]|, donde E es una extensién de K. Se dice que a es
raiz maltiple de p si p(z) = (z — a)™ - ¢(x) con m > 1, ¢(z) € E[z] coprimo con x — a.

Teorema 13. Sea p(z) € Klx]. Se tiene que p tiene una raiz miltiple en una extension E/K <+
degmed(p,p’) > 1 en K|[z], es decir, si y solo si p,p’ no son coprimos en Klz].

Demostracién. Supongamos que a € E es raiz multiple de p(z). Entonces, en ese cuerpo, p(z) =
(x — a)*q(z), con s > 1, ¢ € E[z]. Se tiene entonces que p'(x) = s(z — a)*"1q(z) + (z — a)*q(
Supongamos que p y p’ son coprimos en K[z]. Se sigue entonces que Ju,v € K[z] con pu + p'v =
Evaluando ahora en a € E, se llega a que 0 = 1, luego ha de ser que p y p’ no sean coprimos.

Para el reciproco, si degmed(p,p’) > 1, denotamos h = med(p,p’). Escribimos p = hq, p’ = hs para
ciertos g, s € K|z]. Consideramos F/K una extensién tal que a € E es raiz de h. Vamos a comprobar que
en ese caso a es raiz multiple de p. Se tiene que p(a) = p’(a) = 0, y que en E[z] se tiene p(z) = (x —a)p(x).
Por lo tanto, p'(z) = p(x) + (z — a)p’(x). Se sigue entonces que p(a) + 0 = 0, evaluando en a. Es decir,
p(a) = 0 luego ha de darse que (x — a)|p(z) y por tanto p(z) = (z — a)?p(z) y hemos acabado. O

1.

Observacion 13. Si char(K) = 0, se tiene que degp’ = n— 1. Esto es asi porque si n = deg(p), entonces el
coeficiente de "1 en p’ es na,,, siendo a,, # 0 el coeficiente de grado n en p, luego, como la caracteristica
es 0, sigue que na, # 0.

Proposicién 9. Si char(K) = 0, entonces un polinomio irreducible sobre K[x] no tiene raices multiples
en su cuerpo de descomposicion.

Demostracién. Por lo observado anteriormente, se tiene que tal polinomio p verifica que med(p,p’) =1
puesto que degp’ < degp, p’ # 0, y p es irreducible. O
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Observacion 14. Si char(K) = q > 0, puede suceder que el grado de p’ sea menor que n — 1, e incluso
que p'(z) =0, si y solo si p(z) = ag + azz? + anggq + -+ amqx™4. En ese caso, med(p, p') = p, incluso
aunque p sea irreducible, y por tanto no puede afirmarse en este caso que todo irreducible no tiene raices
multiples en el cuerpo de descomposicién. (En los casos en los que p’ # 0, si puede afirmarse)

Observacion 15. Asimismo, si char(K) = ¢ > 0, y el polinomio es de la forma p(z) = b§ + blx? + - +
bi,,x™, es decir, no solo su derivada se anula sino que ademas todos sus coeficientes son potencias de
¢g. Entonces, por el homomorfismo de Frobenius, sigue que p(z) = (bg + bgz + - -+ + bmgx™)?, y p NO €8
irreducible.

Definicién 29. Se dice que K es perfecto si:
= char(K) =0, o bien

s char(K)=py Fr: K — K, el homomorfismo de Frobenius, es isomorfismo (es decir, todo a € K
tiene un b tal que b” = a).

Por ejemplo, Q, R son perfectos dado que su caracteristica es nula, pero también lo son otros como
IF,,, gracias al pequefio teorema de Fermat.

Observacién 16. Por todo lo discutido anteriormente, si K es un cuerpo perfecto y p(z) € Klz] es
irreducible, entonces p(x) no tiene raices miltiples en su cuerpo de descomposicién.

Proposiciéon 10. Si K es finito, entonces es perfecto.

Demostracién. Si char(K) = p > 0, el homomorfismo de Frobenius Fr : K — K es inyectivo (su
ntcleo es el 0), luego es un automorfismo. O
Un ejemplo de cuerpo no perfecto es Fa(t2).

Definicién 30. Sea K un cuerpo.

1. Sea p(x) € K|x] irreducible. Se dice que p es un separable sobre K si todas sus raices en el cuerpo
de descomposiciéon son simples, es decir, no tiene raices multiples.

2. Si E/K y a € E es algebraico, se dice que « es un elemento separable sobre K si p, k() lo es.

3. Se dice que una extensiéon E/K es una extensién separable sobre K si todo elemento o € F es
separable sobre K.

4. Se dice que ¢(x) € KJ[z] (no necesariamente irreducible) es un polinomio separable sobre K si
todos sus factores irreducibles lo son.

En particular, todo polinomio de coeficientes en un cuerpo perfecto es separable y por tanto toda
extensién sobre un cuerpo perfecto es separable. Si el cuerpo K no es perfecto, puede haber extensiones
separables y no separables. Por ejemplo, si K = Fy(#2), la extensién Fo(t) no es separable pero la extensién
Fo(t)[z]/ {(z? + z + 1) lo es.

Teorema 14. Sea p(x) € K|x] irreducible y E/K cuerpo de descomposicién. Entonces todas las raices de
p(z) tienen la misma multiplicidad, es decir p(x) = a-II(x — a;)™ para unm > 1 y los a,ay,...,as € E.

Demostracién. Si K es perfecto ya sabemos que m = 1. En caso contrario, supongamos que p(x) =
a - II(x — a;)™. Sin perder generalidad, suponemos que m; > ms. Por el lema de extensién, sabemos
que 3y € Gal(E/K) con y(a1) = az. Como K se fija por 7, sigue que y(p(x)) = p(x), y asimismo
v(p(x)) = a - I(x — v(a;))™, y ahora aparece a; con exponente mg y ag con exponente my, luego
mo > my y por tanto vale la igualdad. Para el resto de multiplicidades igual. O
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Definicién 31. Sea E/K una extension algebraica. Sea B un cuerpo intermedio, es decir K C B C E.
Se dice que otro cuerpo intermedio L es conjugado de B si hay un v € Gal(E/K) con v(B) = L.

Esto es una relacién de equivalencia.

Teorema 15. Sea E/K una extension normal y sea B subcuerpo con K C B C E. Equivalen:

1. B no tiene conjugados distintos de B.
2. Dado v € Gal(E/K), se tiene v|p € Gal(B/K).
3. B/K es normal.

Demostraciéon. 1 = 2 se tiene porque v(B) = B, al no tener B conjugados, y por tanto vy|g : B — B
y es entonces automorfismo (y sigue fijando K).

Para 2 = 3, supongamos que todo v € Gal(E/K) verifica que v|p estd en Gal(B/K). Sea
p(z) € K|z] irreducible con una raiz o € B. Tenemos que ver que si § € E es raiz de p, entonces estd en
B. Sabemos por los teoremas de extensién que hay un vy € Gal(E/K) tal que yo(a) = 8, luego, como
vl|p € Gal(B/K), sigue que 8 € B.

Para 3 = 1, supongamos que hay un v € Gal(E/K) con v(B) # B. Entonces, hay un a € B con
v(a) ¢ B. El polinomio p,, i () tiene al a y al y(«) como raices, luego no estédn todas en B, lo que indica
que B/K no es normal. O

Definicién 32. Se dice que la extensién E/K es Galois si es normal, finita y separable.

3.4. Cuerpos finitos

Sea K un cuerpo con |K| = m < co. Tomamos f : Z — K el tinico homomorfismo entre esos cuerpos.
f no puede ser inyectivo porque K es finito, luego el teorema de isomorfia asegura que Z/ ker(f) ~ f(Z) C
K, es decir, para cierto p € N,Z/pZ C K, y ademés p ha de ser primo porque si no K tendria divisores
de cero. Por tanto, K tiene un subcuerpo isomorfo a Z/pZ, y este es su subcuerpo primo, es decir, el
cuerpo méas pequeno contenido en K (si hubiese otro més pequerio tendria caracteristica divisora de p,
luego es p también, luego contiene a este), y charK = p.

Asimismo, puede pensarse que K es un espacio vectorial sobre F,, de dimensién [K : F,] = I, luego
K tiene p' elementos.

Proposicién 11. Sea K un cuerpo con p™ elementos. K es el cuerpo de descomposicion de p(x) = P —
sobre IF,,.

Demostracién. Como mucho puede tener p™ raices en K, y ademds, derivando, se sigue que p'(z) =
p"a?" 1 —1 = —1. Luego med(p,p’) = 1. Por lo tanto, p(z) tiene exactamente p” raices simples (distintas)
en su cuerpo de descomposicién.

Asimismo, K* = K\{0} es un grupo abeliano con p" — 1 elementos. Asi, si « € K*, entonces a? ~1 = 1
y por tanto a?" = a, es decir, todos los elementos de K son raices de p(z) y hemos acabado, porque en
K hay justo p™ raices distintas de p(x) (es decir, descompone y no puede ser menor). O

Como consecuencia inmediata:

Teorema 16. Todos los cuerpos de p™ elementos son isomorfos.

.7 . .7 7
Demostracién. Todos ellos son cuerpos de descomposicién de x? — x sobre ), y sabemos que ese
cuerpo de descomposicién es tinico salvo isomorfismo. O
Asi, a tal cuerpo lo denotaremos Fp». Como corolario, Fp» /F,, es normal. De hecho:

Observacion 17. Si E/F es una extension de cuerpos finitos (E y F son finitos), entonces E/F es normal.
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Esto es porque se tienen las cadenas F, C F' C E, luego |E| = pl y por tanto E es extensién normal
de IF), y entonces también lo es de F' porque 2P — z también estd en F [x].

Nos planteamos ahora si Fp« C F,» para d < n, en el sentido de si un cuerpo de p" elementos puede
contener a uno de p?. Claramente, si d { n no puede cumplirse, puesto que [Fpn : Fp)] = [Fpn : Fpa][Fpa - Fpl,
es decir, que n = [Fpn : F,a]d. El reciproco, de hecho, es cierto:

Teorema 17. Si |E : Fy| =n, es decir, si E ~ Fpn, entonces para todo dn, se tiene un subcuerpo en E
isomorfo a Fpa.

Demostracion. Escribimos n = ds con s € N. Asimismo, los elementos de E se caracterizan por ser las
. . 7 n . z d 7
distintas raices de P — x. Basta entonces probar que si « es raiz de xP — z, entonces también lo es de

n , d n ,
xP" — x, pero esto es asi porque 2P — z|zP — x (puede comprobarse), luego todo elemento de F,a esta
en F. 0

Teorema 18. Si E es un cuerpo finito con p" elementos, entonces (E*,-) es un grupo ciclico.

Demostracién. Por el teorema de clasificaciéon de grupos abelianos finitos, £* ~ Cy, x Cg, % - -+ x Cy,,
donde podemos organizarlo para que cada d;|d;+1. Se afirma que en este caso t = 1. Si t > 2, como d;|dz,
tomamos un | > 1 con {|dy y l|dz. Tomamos o € Cy, de orden I, y § € Cy, de orden [. Tomamos en E*

el elemento & = (,0,0,...,0) y 8 = (0,5,0,...,0). Claramente A := (&) # <B> =: B, ademés de que

|A| = |B| =1, y todo elemento = de A o de B verifica que 2! — 1 = 0, de tal manera que ese polinomio
tendria mas de [ raices, cosa que en un cuerpo no sucede. O
Por lo tanto, la extensién E/F, es simple, es decir E = F,[f], donde # es un generador del E*.

Proposicién 12. Dado n € N, 3p(z) € Fp[X] de grado n, irreducible.

Demostracién. Por lo visto anteriormente, se tiene que Fyn ~ F,(6), luego Fpn ~ FL[X]/ (pos, (),
luego entonces dicho polinomio py r, () tiene grado n y es irreducible.

Teorema 19 (Del elemento primitivo). Si E/K es una extension finita y separable, entonces es simple,

es decir, E = K(a).
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4. El Teorema Fundamental

El objetivo es ver que si F/K es una extensiéon Galois, el reticulo de subgrupos de Gal(E/K) estd en
correspondencia biyectiva con el reticulo de cuerpos intermedios de la extensién. Para ello, primero:

Teorema 20. Sea ¢ : K — K un isomorfismo, y ¢ : K[z] — K[z] la extension natural a los anillos de
polinomios. Sea E/K el cuerpo de descomposicion de p(x) sobre K y sea E el cuerpo de descomposicion
de o(p(z)) sobre K. Entonces:

1. ¢ se extiende a un isomorfismo entre E y E.
2. Ezisten a lo sumo |E : K| tales extensiones distintas.
3. Sip(z) es separable sobre K, existen precisamente |E : K| tales extensiones.

4. St se puede extender de precisamente |E : K| maneras distintas, entonces p(x) es separable sobre
K.

Demostracion. La parte 1 ya se ha demostrado en el teorema 10. Por induccién en el grado de |E : K.
Si|E: K| =1, entonces F = K y no hay nada que probar. Supongamos ahora que el punto 2 es valido
para |E : K| < n, y supongamos que |E : K| = n. Ponemos p(x) = ¢1(z) ... gs(x) los factores irreducibles
en Klz], y como el grado de la extensién no es 1, podemos suponer que degg; > 1. Tomamos « una raiz
de ¢1(z) en E.

Observamos que 3(p(x)) = @(q1(x)) . .. $(gs(x)) siendo estos irreducibles en K. Denotamos ¢ (q;) = §;.
Dado § € E raiz de ¢ (), por el lema de extensién, puede extenderse ¢ a ¢, entre K (o) y K(8), de tal
modo que ¢1(a) = 5.

Por hipétesis de induccién, puede extenderse ¢y a v, : E — E de como mucho |E : K(a)| < n
maneras. Basta ver cudntas elecciones de ¢; hay, pero hay tantas como raices de ¢;(x), es decir, como
mucho degq; = |K(a) : K|. Por tanto a lo sumo hay |K(a) : K||F : K(«a)| = |E : K| extensiones.
Esas son todas dado que una raiz de ¢; debe ir en una raiz de §; obligatoriamente, o si no no serfa un
isomorfismo.

La parte 3 se prueba de la misma manera, por inducciéon con el mismo argumento pero observando
que al ser p separable, entonces todas las raices de g1 son distintas, de tal manera que hay precisamente
|K () : K| elecciones para ¢;.

Asimismo, para la parte 4, si hay raices multiples, hay estrictamente menos de |K () : K| elecciones
de raices de g1, y por lo tanto no se alcanzan todas las extensiones. O

Por lo tanto:

Observacion 18. Si E/K es Galois, como en particular es separable, entonces |Gal(E/K)| = |E : K]|.
Proposicién 13. Se tiene que Gal(Fp» /F),) ~ C,, generado por el automorfismo de Frébenius.

Demostracién. Sabemos que Fr € Gal(F,n/F,) y que |Gal(Fyn/F,)| = n por el teorema previo. Lo
tinico que hay que ver es que el orden de ese automorfismo es justamente n. Sea © € Fy,.. un generador del
grupo multiplicativo ciclico. Se tiene entonces que el menor exponente r para el que ©" =1lesr =p" —1,
luego el menor exponente para el que ©” = O es r = p". Es decir, que Fr* con k < n no es la identidad,
puesto que Frk(©) = or' # 0O, de tal modo que se tiene lo que se queria. O

Proposicién 14. Sea L/K una extension y o € L algebraico sobre K. Entonces K («) es separable sobre
K <= « es separable sobre K.

Demostracién. = es trivial. Para <= , tomamos § € K(«a). Tenemos que ver que pg r(x) es
separable sobre K. Como p, () es separable, sea E el cuerpo de descomposicién de ese polinomio. Se
tiene entonces que |Gal(E/K)| = |E : K| por separabilidad. Como E/K es normal, pg i (z) descompone

19



4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL INDICE

en E y en particular E es el cuerpo de descomposicién de p(z) = pg i (%)pa,x (), luego volvemos a

fijarnos en el teorema anterior para ver que como |Gal(E/K)| = |E : K|, p(x) ha de ser separable, y en

particular pg k (z) también. O
Como consecuencia inductiva:

Teorema 21. Sea E/K una extension y sean o, . .., as € F separables. Entonces la extension K(aq, . . ., as)
es separable.

4.1. Subcuerpos intermedios y subgrupos del grupo de Galois

Supongamos que tenemos una extensiéon E/K y un cuerpo intermedio KX C B C E. Si consideramos
un automorfismo de E que fija B, ha de fijar asimismo K, de tal manera que Gal(E/B) < Gal(E/K).

Teorema 22. Sea E/K una extension Galois, y B un cuerpo intermedio.
1. Gal(E/B) < Gal/(E/K)
2. 8i B/K esnormal, entonces Gal(E/B) < Gal(E/K), y se tiene Gal(B/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/B).

Demostracién. El punto 1 ya se ha comentado al comienzo de la seccién. Para el punto 2, supongamos
que B/K es normal. Sabemos que en ese caso si ¢ € Gal(E/K), se tiene que ¢|p € Gal(B/K), de
tal manera que 7 : Gal(E/K) — Gal(B/K) con 7(¢) = ¢|p estd bien definida y es de hecho un
homomorfismo de grupos, puesto que es lo mismo restringir antes de componer que después. Asimismo,
es sobreyectiva dado que si tenemos un f € Gal(B/K), es decir, f : B — B, como E/K es normal (y por
tanto E/B), podemos aplicar el teorema general de extensién a cuerpos de descomposiciéon para obtener
un ¢ € Gal(E/K) que extiende a f.

Se tiene del primer teorema de isomorfia entonces que Gal(B/K) ~ Gal(E/K)/ker(r). Falta para
concluir ver que ker(m) = Gal(E/B), pero esto es asf porque ¢ € ker(n) <= ¢|g =Id < ¢(b) =
bVbe B <= ¢ € Gal(E/B). O

Observacion 19 (Ejemplo). Consideremos la cadena IF,, C Fpa C Fyn cond | n. Sabemos que Gal(Fyn /F),) ~
Cyn y que Gal(F,a/F,), y ademas Gal(Fyn /F,a) < Gal(Fpn /F,) al ser una extensiéon normal. Como la

extension [Fpn : Fa| es separable y de grado %, ha de ser que |Gal(Fyn /Fpa)| = %, y por tanto es (Fr?)

si F'r es el Frobenius de Fyn.

Definiciéon 33. Sea E/K una extensién algebraica. Dado un subgrupo H < Gal(E/K), se define el
subcuerpo fijo B = {a € E:Vy € H,p(a) = a}.

Es inmediato comprobar que E¥ es un cuerpo y que K ¢ E¥ C E.

Definicién 34. Sea E/K una extensién algebraica. Si K € L C K, siendo L un cuerpo intermedio,
definimos Gal(E/K)* = {p € Gal(E/K) : Ya € L,p(a) = a}.

Se comprueba que Gal(E/K)* < Gal(E/K).
Observacién 20. Si H < Gal(E/K), se tiene que H C Gal(E/K)E" . Esto es asf porque Gal(E/K)E"
son los elementos de Gal(E/K) que fijan E| y los elementos de H lo hacen, al menos.
Observacion 21. Si K C L C E, se tiene que L C EGal(B/K)"  Fgto es asi porque EGa(B/K)" gon los
elementos de E que quedan fijos por Gal(E/K)*, y por definicién, L al menos se queda fijo.

Veamos ahora que, sin ninguna condicién adicional sobre E/K, estas asociaciones pueden no ser
inversas, es decir, las igualdades pueden no darse en las dos observaciones previas. Tomamos E = Q(+/2)
y G = Gal(E/Q) = {id}. Esto nos indica que E¢ = E, no obstante si nos fijamos en Q, vemos que

Q c EGa(B/Q® — E, luego no vale la igualdad. El problema es que hay 2 subcuerpos, £ y Q, que se
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fijan por esos automorfismos. Este problema ha surgido porque faltaban raices de X3 — 2, luego el grupo
de galois no estaba todo lo completo posible.
Puede verse algo similar en E = F3(t)[w]/ (w® — t), que es normal por ser cuerpo de descomposicion,
pero no es separable, luego se tiene el problema de que G = Gal(E/F3(t)) = {id} y sucede lo de antes.
Vemos que tanto la falta de separabilidad como la de normalidad son problematicas, porque no se
obtienen todos los automorfismos necesarios para establecer una biyeccién.

Lema 2 (Dedekind). Sean K y L dos cuerpos. El conjunto Hom (K, L)U{0}, es decir, los homomorfismos
de K en L al que le ariadimos la funcion nula, es un L-espacio vectorial.

Se tiene que si tomamos una cantidad arbitraria vi,...,7v, : K — L de homomorfismos distintos no
nulos, son linealmente independientes.

Demostracién. Por inducciéon. Si n = 1 es inmediato. Si suponemos que vale para todo k < n, sean
{7;} homomorfismos distintos no nulos, y escalares A; con Y A;v; = 0. Como 1 # vy, hay un k € K
donde difieren. Obsérvese que también ) v, (k)A;v; = 0. Si evaluamos la primera combinacién lineal en
xk, para x arbitrario, se obtiene que 0 = Y A\;y;(zk) = > Ajv;(2)7y;(k), y si evaluamos la segunda en x,
se obtiene que Y v, (k)A;v;(z) = 0.

Restando ambos resultados, y notando que el dltimo se cancela, 0 = Z;:ll Ay (@) - [yn (k) — v (K)).
Como x era arbitrario, sigue que 0 = Z;:ll XY - [y (k) — 7v;(k)]. Sigue por hipétesis de induccién que
Aj - [Yn(k) —7;(k)] =0 en todo j € {1,...,n—1}. Como 71 (k) # v, (k), sigue que A\; = 0, de tal manera
que lo que tenemos en realidad es que Z?:Q Ajv; = 0, y por hipétesis de induccién todos los Aj = 0y
hemos acabado. O

Lema 3 (Artin). Sea E un cuerpo y G = {71,...,7} C Aut(E), distintos. Se tiene que |E : E¢| > |G|.
Asimismo, si G es un subgrupo de Aut(E), se sigue que |E : E¢| = |G]|.

Demostracién. Comenzamos por la primera parte. Supéngase que |E : E¢| := r < |G| = n. Sea
{ay,...,a,} una base de E/EY. Construimos este sistema:

yi(or)xy + -+ yn(or)z, =0
T(ag)zy + - +yp(az)z, =0

Yi(ar)ry + -+ yular) e, =0

Como r < n el sistema admite una solucién no trivial, digamos (a1, ...,a,), en E”. Tomamos 5 € E
arbitrario con 8 = Y| ba;, los b; € E%, y consideramos el siguiente sistema, que admite la misma
solucién (ay,...,an):

bivi(an)zr + - + biyn(ar)z, =0
bovi(ag)xy + -+ + bayn(a2)x, =0

br')/l (ar)xl +--- 4+ bT'Yn(ar)xn =0

Como los b; € EC, se sigue que vi(bj) = bj, luego podemos reescribirlo como:

y(har)zr + -+ (biow)z, =0
Y1 (bao2)z1 + -+ - 4 Y (b2c2),, =0

y1(bra)xy + -+ Y (brag )z, =0
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Sumando las ecuaciones, sigue que 1 (3 bjo;)x1+- - - +7n (3 bjay ), = 0, es decir, que > v, (B)z; =
0. Ahora podemos evaluar esta expresion en los a;, que verifican el sistema, para obtener que Z’f v (B)a; =
0, lo que entra en contradicciéon con que los v; sean independientes segtin el Lema de Dedekind.

Para la segunda parte, basta con demostrar que |E : E¥| < |G|. Supongamos que |E : E¢| > |G| = n.
Entonces, podemos tomar {ws,...,w,+1} C E linealmente independientes, y considerar el sistema:

yi(w)zr + - + Y1 (Wpt1) g1 =0

Yn(w1)z1 + - - + Yo (Wng1)Tpt1 =0

Como n + 1 > n, el sistema admite una solucién no trivial, que suponemos (reordenado si hace falta)
de la forma (a1, ..., ax,0,...,0), en la que los a; son no nulos y k es el menor con esa propiedad (es decir,
no hay otra solucién con mas de n — k coordenadas nulas). Asimismo, podemos suponer k& > 1, dado
que si k = 1 se tiene que v;(w;)a; = 0 de donde, como 7, es automorfismo y wy # 0, ha de darse que
a1 = 0 también. De igual manera, puede ponerse a, = 1 multiplicando en caso contrario la solucién por
a, ! para obtener otra. Finalmente, no todos los a; € E€, dado que en caso contrario, la fila del sistema
que tiene v; = Id (existe por ser G grupo), verifica que wia; + - - - + wya, = 0, contradiciendo que los w;
sean linealmente independientes sobre E. Sin pérdida de generalidad, ponemos que a; ¢ E°.

Como a; ¢ E¥, tomamos el 7, que no lo fija, y reescribimos el sistema evaluado en la solucién:

m(wi)ay + - +w, =0
: (1)
Tn(wi)ay + -+ +wp =0

Y le aplicamos :
e (w1))yk(ar) + -+ +y(n(wr)) =0

Ve (Y (w1)) v (@r) + - + (Yo (w,)) = 0

Como G es subgrupo, v, o G = G, de tal manera que el sistema es solo una reordenacion de este:

i (w1)ve(ar) + - +m(w,) =0

’Yn(wl)')/k(al) +e Wn(wr) =0

Restamos este sistema al sistema (1) y obtenemos:

y(wi)(ar —yk(ar)) + -+ yn(we—1)(ar—1 — y(ar—1)) =0

Yn(wr)(ar —vk(ar)) + - +y1(wr—1)(@r—1 — x(ar-1)) =0

De tal modo que el (a1 —yx(a1),...,ar, — k(ar—1),0,...,0) es una solucién del sistema original, es
no trivial porque 7yx(a1) # a1, y sin embargo tiene mas coordenadas nulas que la original, lo que es una
contradiccién y hemos acabado. O

Teorema 23. Sea E/K una extension finita con grupo de Galois G = Gal(E/K). Equivalen:

1. K =EC%
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2. E/K es Galois

3. E es cuerpo de descomposicion de un polinomio separable sobre K.

Demostracién. Para 1 = 2. Supongamos que K = E“. Veamos que si p(z) € K[z] es irreducible
con degp > 2, con una raiz en F, entonces p(x) descompone en raices distintas en F. Sea a € E\ K
la raiz de p(z) que conocemos, fuera de K. Consideramos A = {vy(«a) : v € G}. Se tiene que |A| > 1,
puesto que si siempre obtuviésemos v(a) = «, entonces « € E¢ = K, lo cual no ocurre. Pongamos que
A = {ai,...,as}. Se afirma que el polinomio ¢(z) = (z — a1)...(x — ;) estd en K[z]. Observemos
que existen automorfismos v; tales que ¢(z) = (z — 11 (x))...(z — vs(x)). Si tomamos ahora ¢ € G
y lo aplicamos a ¢(x), tenemos ¢(q(z)) = (z — p(11(2))) ... (x — p(vs(z))) = gq(x). Eso sucede porque
po; € G, luego p o yj(a) = oy para cierto k, y no se repiten por ser ¢ automorfismo. Es decir, que
todos los coeficientes de q(z) se fijan por ¢ € G arbitrario, luego estdn en E¢ = K. Como p(z) y q(x)
tienen una raiz comin, «, ha de ser que mcdg 5] (p, q) # 1, y como p(x) es irreducible, entonces p(x)|q(z),
y como ¢(x) descompone en E| en raices distintas, entonces p(x) también, como se queria.

La parte 2 = 3 es inmediata por lo que ya hemos visto acerca de extensiones normales finitas.

Para 3 = 1, queremos ver que si E//K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable
sobre K, entonces K = E<. Sabemos que K C EY. Por el teorema de extensién de isomorfismos en el caso
separable, sigue que |E : E¢| < |E : K| = |Gal(E/K)|, pero como G es un grupo, usamos el teorema de
Artin y se obtiene que |E : E¢| = |Gal(E/K)|, luego todo son igualdades y entonces |E : K| = |E : B¢,
de donde E¢ = K. O

Teorema 24. Sea E/K una extension y G = Gal(E/K). Sea R el reticulo de subgrupos de G y F el
reticulo de cuerpos intermedios de E/K. La asociacién f : R — F dada por f(H) = E¥ es inyectiva.

Demostracién. Sean H,N subgrupos de G distintos. Supongamos que E¥ = EV. Sea v € N \ H.
Como E¥ y EVN son iguales, entonces E! se fija por v, y podemos entonces poner que E¥ ¢ EHV17} v
por el teorema de Artin, |H| = |E : E¥| > |E : E¥Y17} > |H| 41, lo que es una contradiccién. Se repite
ahora lo mismo si hay algin v € H \ N para concluir que son iguales. O

Teorema 25. Sea E/K una extension Galois, B un cuerpo intermedio K C B C E y ¢ € Gal(E/K).
Se tiene que Gal(E/o(B)) = ¢ - Gal(E/B) - o~ L.

Demostracion. Sea H = Gal(E/B). Como E/K es Galois, E/B también y entonces |H| = |E :
B|, pero se tiene también que |E : B| = |E : ¢(B)| al ser B y ¢(B) isomorfos (por ¢). Es decir,
loHp | = |H| = |E : B| = |E : (B)|. Vamos a ver que todos los elementos de pHp~! fijan ¢(B), es
decir, que ¢(B) C E?He™" para concluir que pHp™! C Gal(E/p(B)). Sea entonces § = ¢(a) € ¢(B) y
h € Gal(E/B). Se tiene que pohoyp~1(8) = poh(a) = p(a) = B3,y se tiene la inclusién. Entonces sabemos
que |H| = |pHe | = |E : E?H?7 | < |E : o(B)| = |H|, luego ha de ser que E¥H¢™" = (B). O

4.2. El Teorema Fundamental

Con todo esto, podemos finalmente enunciar el teorema principal:

Teorema 26 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea E/K una extension Galois de grado
n y sea G = Gal(E/K). Entonces:

1. |Gal(E/K)| = n.

2. Las funciones f y g dadas por f(H) = E¥ para todo H < Gal(E/K), y g(L) = Gal(E/L) para
todo L C E cuerpo, son inversas entre si, y dan lugar a una correspondencia biyectiva entre los
subgrupos de Gal(E/K) y los subcuerpos intermedios de E/K.
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3. Esa correspondencia revierte las inclusiones, es decir, si H < G < Gal(E/K), entonces E¢ c EH,
ysi K CLCMCE, entonces Gal(E/M) C Gal(E/L).

4. Si L es un cuerpo intermedio, entonces |E : L| = |Gal(E/L)| y |L : K| = %

5. Si L es un cuerpo intermedio, se sigue que L es normal (sobre K) <= Gal(E/L) < Gal(E/K).
6. Si B/K es normal, Gal(B/K) ~ Gal(E/K)/Gal(E/B).

Demostracién. El punto 1 ya se ha demostrado anteriormente. Para 2, sea H < Gal(E/K). Se tie-
ne que g(f(H)) = Gal(E/EM). Es evidente que H C Gal(E/E™), puesto que Gal(E/E™) son los
automorfismos de E que fijan el subcuerpo fijo por H, es decir, por lo menos H. Para ver que vale
la igualdad, observamos primero que E/EH es Galois al tenerse la cadena K C EX C E, y enton-
ces |E : Ef| = |Gal(E/E™)| > |H|, pero por el Teorema de Artin, |E : E¥| = |H|, luego todo son
igualdades y se sigue que |Gal(E/E™)| = |H| y por tanto los grupos coinciden. Dado ahora un sub-
cuerpo intermedio L, se tiene que f(g(L)) = ESE/L) De nuevo, L C EY“(F/L) dado que todos
los elementos de L, por lo menos, se fijan a través de Gal(E/L). Como E/L es Galois, se tiene que
|Gal(E/L)| = |E : L| > |E : EGUE/L)| = |Gal(E/L)|, donde la tltima igualdad sigue del teorema de
Artin, y entonces todo son igualdades y por lo tanto |E : L| = |E : EG*/E/L)| y entonces L = EFE/L),

El punto 3 es inmediato por construccién. El punto 4 sigue de que E/L es Galois, aplicando el
punto 1. Para la segunda expresién, se usa la transitividad de los grados. Para el punto 5, ya se vio la
implicacién = . Para la opuesta, sean H = Gal(E/L) y G = Gal(E/K), y supongamos que H < G.
Dado ¢ € Gal(E/K), se afirma que ¢(L) = L, lo que demuestra que L/K es normal. Para ver esto,
si ¢(L) # L, usando el Teorema 25, se sigue que Gal(E/p(L)) = pGal(E/L)p~! = Gal(E/L) por
normalidad de Gal(E/L), contradiciendo el punto 2 (la inyectividad de g). El punto 6 ya se demostrd
con anterioridad. O
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5. Resolucion por radicales

En esta seccién vamos a ver una de las principales aplicaciones de la teoria de Galois, que es establecer
cuando se pueden obtener ecuaciones generales con radicales en los coeficientes de un polinomio para
obtener sus raices.

Definiciéon 35. Se dice que una extension finita L/K es radical si existe una cadena de cuerpos K =
LyCc Ly C---C L, de tal modo que:

1. LC L,
2. Para todo i € {1,2,...,n}, se tiene L; = L;_1(«;), donde ;" € L;_1, para cierto m; € N.

La idea es que si el cuerpo de descomposicién de p(z) € K|z] sobre K es radical, las raices pueden
expresarse como sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y raices de los elementos de K. El objetivo
ahora es ver cudndo se da este caso, mirando al grupo de Galois.

Observacion 22. Vamos a comenzar por el ejemplo méas sencillo: K de caracteristica 0, y a € K, y
consideramos el polinomio p(z) = 2™ — a.

1. Sien K estdn las raices n-ésimas de 1, es decir, n elementos §; con £ —1 =0,y dadoun b € F
una rafz de ™ — a, entonces se cumple que E = K (b) dado que las n raices son las de la forma b¢;.
En este caso, se afirma que el grupo de galois Gal(E/K) es abeliano. Dados ¢1,¢2 € Gal(E/K), se
tiene ¢1(b) = b&;, y pa2(b) = b&;, donde &; = & y & = &' para cierta raiz de la unidad &, y entonces
es inmediato que 1 (p2(b)) = bEHT = pa(p1(b)), dado que los ¢ se fijan al estar en K.

2. En caso contrario, si K no tiene raices n-ésimas primitivas de la unidad, no tiene por qué ser
abeliano. Basta con fijarse en Q(\Vﬁ, e’s ), cuyo grupo de Galois era Ss. En este caso tenemos las
cadenas:

KCK() CK(Db)

Donde K (&)/K es Galois al ser el cuerpo de descomposicién de 2™ —1 y tener K caracteristica 0. Se
tiene que Gal(K (€)/K) si es abeliano, al estar en el caso anterior. Por otro lado, Gal(K (§,b)/ K (£))
también, puesto que volvemos a estar en el caso anterior.

Como K (§)/K es normal, entonces se tiene la cadena {Id} < Gal(K (£,b0)/K(£)) <4 Gal(K(&,0)/K),
donde adem4s se tiene que el cociente de cada grupo por el previo es abeliano: Gal(K (€,b)/K(€))/{Id} ~
Gal(K(£,b)/K(£)), que era abeliano, y Gal(K(£,0)/K)/Gal(K(£,0)/K(£)) ~ Gal(K(§)/K), que
también lo era.

Definicién 36. Sea G un grupo finito. Se dice que G es soluble si existe en G una cadena de subgrupos
normales:

{idj =Hy < H, dHy <---dHy =G
tales que H;/H;_1 es abeliano para todos los i € {1,...,s}.

Por ejemplo, todos los abelianos son solubles para la cadena trivial. Asimismo, los diédricos D,, son
solubles, gracias a la cadena {id} < (r) < D,,, siendo r una rotacién primitiva, dado que (r) es ciclico y
por tanto abeliano, y D,,/(r) ~ C3. Un ejemplo de grupo no soluble es As, dado que no es abeliano ni
tiene subgrupos normales no triviales.

Teorema 27. Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y E el cuerpo de descomposicién de 2™ — a € K|[x].
Entonces Gal(E/K) es soluble.
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Sigue de la observacion previa.
Definicién 37. Un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales no triviales.
Por ejemplo, C, para p primo es simple, y A5 también. A4, C4 o D3 no lo son.
Definicién 38. Sea G un grupo finito. Una cadena de subgrupos:
{Id} =Gy <G, 9---4G, =G
Es una cadena de composicién si las inclusiones son estrictas y cada cociente G;41/G; es simple.

Es decir, es la cadena més larga posible de subgrupos normales. Por ejemplo, {0} < Cs x C3 no es de
composicion pese a ser subgrupos normales, pero {0} < ((1,0)) < Cy x Cy si. Otra es {Id} < A5 < S5.
Con esto, puede enunciarse una nueva definicién de grupo soluble, equivalente a la primera:

Definicién 39. Sea G un grupo finito. Se dice que G es soluble si tiene una cadena de composicién:

{Id} =Gy <G1 <---4G, =G
en la que cada cociente G,11/G; ~ C)p, para algin primo p;.

Teorema 28. Sea G un grupo finito.

1. Si G es soluble, todo H < G es soluble.

2. Si H 4G, entonces G es soluble <= H y G/H son solubles.

Por ejemplo, sabemos ya que As no es soluble, y A5 < S, Vn > 5, de tal modo que ningin S,, con
n > 5 es soluble.

Teorema 29 (Gran Teorema de Galois, parte I). Sea K un cuerpo con charK = 0. Sea p(z) € K|z] sea
L su cuerpo de descomposicion sobre K. Si p(x) es resoluble por radicales (es decir, si L/K es radical),
se tiene que Gal(L/K) es soluble.

Demostracion. Escribimos L = K(ry,...,7s), siendo r; las raices de p, y sabemos que K C K(a;) C
K(ai,a2) C --- C K(as,...,ay,) donde a;** € K(a1,...,a,—1), y se tiene que L C K(a1,...,a,). Vamos
a probar el teorema por induccién en el nimero de generadores de la extension sobre el cuerpo.

Sin =1, tenemos que L C K(a1) con al* € K. para cierto m. Sea M el cuerpo de descomposicién
de ™ — af*. Tenemos que K C L C K(a;) C M. Vimos anteriormente que Gal(M/K) es soluble,
pero Gal(L/K) ~ Gal(M/K)/Gal(M/L), luego es soluble al ser cociente de un soluble (propiedad 2 del
teorema previo).

Supongamos ahora que el resultado vale para menos de n generadores, y veamos que se cumple para

n. Tenemos K C L(r1,...,75) C K(a1,...,a,). Sea M el cuerpo de descomposicién de ™ — a™* sobre
L, y sea E el cuerpo de descomposicion de z" — a™*! sobre K. Tenemos las cadenas K C E C M y
E C L C M. Se tiene asimismo que M C E(as,...,a,), luego por hipétesis de induccién aplicada a

E C M, Gal(M/E) es soluble, y por el caso base aplicado a E' y K se tiene que Gal(E/K) es soluble,
de tal manera que como Gal(M/K)/Gal(M/E) ~ Gal(E/K) y tanto Gal(M/E) como Gal(E/K) son
solubles, entonces Gal(M/K) es soluble.
Queda finalmente ver que Gal(L/K) es soluble, pero ese es isomorfo a Gal(M/K)/Gal(M/L) donde
ambos son solubles, luego hemos acabado. O
Como corolario, si el cuerpo de descomposicién E de p(x) € K|[x] verifica que Gal(E/K) no es soluble,
no se pueden obtener todas las raices de p(z) mediante radicales.
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Observacién 23 (Polinomio cuyas raices no pueden expresarse por radicales). Consideramos por ejemplo
el 32° — 152 + 5 € Q[z]. Se puede analizar que es irreducible en Q por Eisenstein, y que por Bolzano
n (—2,1),(0,1) y (1,2) tiene al menos tres raices reales, que resultan ser tnicas por Rolle. Es decir,
tiene 3 raices reales y 2 raices complejas no reales, conjugadas. Como degp(z) = 5, si E es su cuerpo
de descomposicion, se tiene Gal(E/Q) < Ss. Tenemos que Q C Q(z)/ (p(z)) C E, siendo la primera
extensién de grado 5, y por lo tanto 5 | |Gal(E/Q)|, luego, como 5 es primo, ha de haber un elemento
v € Gal(E/Q) de orden 5 (un 5-ciclo). Asimismo, hay un 7 que manda la raiz compleja que tiene en su
conjugada, dado que si « es esa raiz, (z — a)(x — &) es irreducible en R y por tanto en Q. Puede probarse
que v y 7 generan todo S, de tal manera que Gal(E/Q) = S5 y por lo tanto no es soluble, luego por el
gran teorema F/Q no es radical.

Teorema 30 (Gran Teorema de Galois, parte II). Si E/K es Galois y charK = 0, entonces E/K es
radical si y solo si Gal(E/K) es soluble.

Observacion 24 (Sobre la Realizabilidad). Otra pregunta relevante en la teoria de Galois es qué grupos
pueden obtenerse como grupos de Galois de un polinomio. En 1956, Shafarevich prueba que todo grupo
soluble es realizable (es decir, es grupo de Galois de un polinomio).

Otro resultado relevante es de Osada, que demuestra que Gal(z"™ — x — 1/Q) ~ S,, para n > 2, luego
todos los grupos simétricos son realizables.

Observacion 25. Hermite demostrd que para n = 5, la solucién general de la ecuacién (que no existe con
radicales) se puede expresar en términos de las llamadas funciones modulares.
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