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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Teoria de la Integral y la Medida del
grado en matematicas, tomados en Enero de 2021 por Miguel Gonzilez. La asignatura fue impartida
por Dmitry Yakubovich. A los apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada,
y breves parrafos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y
completado los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Teoria de la Integral y la Medida

En esta asignatura se desarrollan las bases de la teoria de la medida y se define la integral de Lebesgue,
motivada como una extension de la integral de Riemann que presenta mejores propiedades, ademas de
poder definirse en espacios de medida abstractos, no necesariamente euclideos.

Se presentan los teoremas de convergencia monétona y convergencia dominada, dos de los principales
resultados de la integral de Lebesgue. Asi mismo, se tratan las medidas de Lebesgue-Stieltjes y la derivada
de Radon-Nikodym.

Requisitos previos

1. Conocimientos de cdlculo/andlisis matemaético.
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1. Introduccion

1.1. La integral de Riemann

Comenzaremos con un recordatorio sobre la definicién cldsica de integral (la de Riemann). Recordemos
que se define mediante particiones.

Definicién 1. Sea f : [a,b] — R. Damos una particiéon P = {a = 29 < 21 < ... < x, = b} y asociamos
las sumas inferior y superior de Riemann:

Con s; = sup f,yademdsi; = inf f.
[@j—1,a;] Tj—1,a4]

Entonces f es integrable Riemann en [a,b] si i%f Us(P) = sup Ly(P), y ese valor se denomina
P

integral.

Observacion 1. Si f es integrable Riemann en [a, b], entonces ha de ser acotada. Asimismo, si es continua
(salvo en una cantidad finita de puntos), es integrable.

La justificacion de que tenga que ser acotada es porque en caso contrario se pueden obtener sumas
inferiores tan grandes como se quiera (suponiendo que no es acotada por arriba) o sumas superiores tan
negativamente grandes como se quiera (si no lo es por abajo), y por tanto no existirfa el infimo/supremo
correspondiente. Asimismo, la justificacion en el caso de las continuas es que, para una particién adecuada
de norma los suficientemente pequetia U (P) — Ly(P) = 3 ,;(s; —ij)(zj —zj-1) < 32, 555 (25— 2j-1) =€,
por lo que Uf(P) < L¢(P)+e. Si denominamos U y L al infimo/supremo correspondiente, sigue entonces
que U < L+ ¢, y como € es arbitrario, se tiene que U < L y por tanto U = L (siempre se da que U > L).
En caso de que haya una cantidad finita de puntos sin continuidad, basta con aislarlos, cada uno en un
intervalo de la particion lo suficientemente pequeno para contrarrestar su efecto.

1.2. Motivaciéon de la medida y la integral de Lebesgue

La integral de Riemann se queda insuficiente en algunos escenarios. Por ejemplo, Joseph Fourier en
1822, resolviendo la ecuacién de calor, encontré un escenario en el que necesitaba lo siguiente:

b b
/ lim f,(x)dx = lim fn(x)de.
a n—oo n—oo a
Las condiciones bajo las que eso es posible no son tan satisfactorias para la integral de Riemann como
lo son para la integral que desarrollé Henri Lebesgue a principios del siglo XX, la conocida como integral
de Lebesgue. A continuacién vemos la idea principal.

Sea f una funcién acotada en [a,b], es decir M < f(x) < N Vx € [a,b]. Entonces es posible apro-
ximar f a través de unas ciertas funciones simples, de las que definiremos su integral, y a través de
ellas se obtendra la de f. En parte es lo que se hace con la integral de Riemann mediante funciones
constantes a trozos, pero en este caso serdn algo més complicadas. Damos una particién de [M, N,
P={yo=N<uy1 <...<yn =M} Obsérvese que la particién se realiza en los valores de la imagen
de f. Ponemos A; = {z € [a,b] : yj—1 < f(x) < y;}. Ahora, si ponemos en [a, b] la funcién pp(z) = y;_1
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para x € A;, entonces sup |f(z) — ¢p(x)| < ||P| por como se ha construido (dado que si z € A;, se tiene
f(@) = op(@) <yj—yj—1 < |P]).

Por tanto, si tomamos particiones Py, cuya norma tienda a 0 ( im ||Px||) = 0, se tiene uniformemente
k—o0

que op, (f) — f en [a,b], y por tanto la idea es que si logramos integrar las ¢, estas integrales deberan
converger a un valor que podremos definir como la integral de f. Ahora ya solo basta con establecer una
integral para estas funciones simples:

b n
/ op. = > yj1-m(4;).
a j=1

Siendo m(A;) alguna medida de esos conjuntos (andlogo a como en la integral de Riemann se tomaba
la longitud del intervalo. Obsérvese que la complejidad de la integral de Lebesgue radica en los conjuntos
sobre los que se integra la funcién simple). El problema de la teorfa de la medida serd establecer cémo
medir esos conjuntos, y determinar qué conjuntos son tan patolégicos como para no poder ser medidos.
De esta manera se conseguird tener esta integral de Lebesgue, mas versatil que la de Riemann siempre
que los conjuntos A; se puedan medir.

Definicién 2. En caso de que todos los A; obtenidos como anteriormente para una funcién f se puedan
medir mediante cierta medida u, se dice que f es medible. La palabra integrable se reserva a que
J « [fldp < oo, con la nocién vista anteriormente. Para la integral de Lebesgue se toma como g la
conocida como medida de lebesgue en R, y extiende correctamente la de Riemann.

Las ventajas que tendra la integral de Lebesgue son, principalmente:

1. El limite puntual de funciones medibles siempre va a ser medible. Esto no ocurre siempre con la
de Riemann. Por ejemplo, las funciones fi(z) = lim cos(klzm)?" son integrables Riemann (valen
n—,oo

0 salvo en una cantidad finita de racionales cuyo denominador divide a k!), pero kh'm fx = Xo no
— 00

es integrable Riemann. S{ que serd integrable Lebesgue, porque de hecho es simple (solo toma 2
valores), luego su integral es 4(Q) = 0. Veremos més adelante como se define la medida de Lebesgue,
pero para conjuntos numerables serd cero siempre.

2. Existen simples y poderosos teoremas de intercambio de limite e integral para la nocién de Le-
besgue. Por ejemplo, el teorema de convergencia monétona, que afirma que [ v m frdp =
n— oo
lim fx fu(x)dp si las f, son integrables y monétonas (f; < fo < f3 < ... en cada punto z),
n—oo
o el teorema de convergencia dominada, que indica que si f, — f y |fu(z)] < g(x), con g

integrable Lebesgue, entonces se puede intercambiar el limite y la integral.

. . . x . ’
3. Es conocido que si f es continua en [a,b], entonces L [ f(t)dt = f(z), mediante la teorfa de
Riemann. Con la teoria de Lebesgue, las funciones medibles no continuas también van a verificar
eso, salvo en un conjunto de medida cero.
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2. o-algebras y medidas

El objetivo es, como hemos discutido en la secciéon anterior, construir una teoria de medida de con-
juntos. El problema es que no todos los conjuntos van a ser medibles. Para ello, definimos el concepto
de o-algebra, que es una familia de conjuntos con buenas propiedades (cierre a unién y complemento),
sobre la cual podremos definir medidas sin grandes problemas.

Definiciéon 3. Sea X un conjunto. Se define P(X) = {B : B C X} el conjunto de partes de X.
Entonces, se dice que una coleccién A de subconjuntos de X (A C P(X)) es una o-algebra si verifica:

1. X e A
2. Be A = X\Be A
3. Si {4,}7° C A es una familia numerable, entonces (J{° 4; € A.
Observacion 2 (Algunas propiedades de o-dlgebras). Se tienen las propiedades:
1. Una o-algebra es siempre cerrada por intersecciones numerables, puesto que (| A; = (|J AS)°.
2. Asimismo una o-dlgebra es cerrada por diferencias, puesto que A\B = AN B€.

3. La condicién de que X € A equivale a decir que A # (), puesto que si A € A, entonces AU A® =
XeA

4. Si solo se pide que A sea cerrada por uniones finitas, entonces se dice que es un algebra.

5. El conjunto P(X) siempre es una o-dlgebra de X.

Proposicién 1. Sea X un conjunto y {A;}ier una coleccion de o-dlgebras en X . Entonces [\;c; Ai es
una o-dlgebra de X.

Definicién 4. Sea B C P(X). Se define la o-dlgebra generada por B, A(B), es la interseccién de todas
las o-dlgebras que contienen a B. Es decir, es la menor de las o-algebras que contienen a B.

Definicién 5. En R se define la o-algebra de Borel como la generada por los conjuntos abiertos de
R. En general, la misma definicién se aplica a cualquier espacio topoldgico.

Por ejemplo, el intervalo (1,2) es un conjunto de Borel en R (puesto que directamente es abierto), asi
como [1, 2], porque es el complemento de dos abiertos. También, por ejemplo el (1, 2], porque es (1, 3)N[1, 2]
por ejemplo. También es de Borel el conjunto @, al ser unién numerable de cerrados (puntos), y en general
todo conjunto numerable.

Definicién 6. Dada A una o-algebra sobre X, decimos que el par (X,.A) es un espacio medible.
A partir de esta base, definimos el concepto de medida:

Definicién 7. Dada una o-dlgebra A en X, se dice que la funcién i : A — [0, 00] es una medida sobre
A si verifica:

1. u@ =0

2. Si {4} C A es una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos (A; NA; = 0 si i # j),
entonces p(J7~ A;) = D77 u(Aj).

Definicién 8. Dado un espacio medible (X,.A) y una medida p en ese espacio, se dice que la terna
(X, A, ) es un espacio de medida.
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Veremos que en general es posible definir miltiples medidas distintas en un espacio dado de medida.

Definicién 9. Sea (X, .A) un espacio medible. Se dice que la funcién f : X — R es medible si para todo
a € R se tiene que f~1((a,00)) € A.

Proposicién 2. FEquivalen las siguientes afirmaciones:
1. f es medible.

En todo a € R se tiene que f~1([a,)) € A.

En todo b € R se tiene que f~1((—00,b)) € A.

En todo b € R se tiene que f~((—o0,b]) € A.

SRS SO S

En todos a,b € R se tiene que f~((a,b)) € A.

Demostracién. Cualquiera de esos intervalos puede expresarse como unién/interseccién numerable de

intervalos de la forma (a,o0) y sus complementos. Como f~! preserva esas operaciones y A es cerrado

por ellas, sigue la proposicién. (Por ejemplo, [a,00) = [J;2,(a — %, 00)). O

Observacion 3 (Algunos ejemplos de medidas). Algunos ejemplos de medidas son:

1. En (R, P(R)), fijamos z¢ € R. Podemos definir la delta de dirac:

5 (B)— lsizge B
v - |Osizo ¢ B

card(B) si B finito

00 si no

2. En (R,P(R)), ponemos p(B) = {

3. En Z,P(Z) se tiene u(B) =", .5 #\/m

Definicién 10. Sea (X, A, i) espacio de medida. Se dice que p es una medida finita si p(X) < co.

Definicién 11. Sea (X, A, 1) espacio de medida. Se dice que u es o-finita si existe un recubrimiento de
X numerable, { X, }nen, tal que X =, ey Xn, y #(Xn) < 0o para todos los n € N.

Proposicién 3. Dados f,g: X — R medibles, se tiene que méx(f,g), min(f, g) son asimismo medibles.

Demostracién. Consideremos C, = {x € R : min(f(z),g(z)) > a}. Queremos comprobar que C, es
medible. Observemos que C, = {z € R : f(z) > a} N {x € R : g(x) > a}, que es intersecciéon de dos
conjuntos medibles, luego es medible. Andlogo para el maximo. O

Proposicién 4. El infimo y el supremo de una familia numerable de funciones medibles es medible.

Demostracién. Tomamos la familia {f,}nen, con f, : X — R, medibles. Consideramos la funcién
sup fn,. Veamos que {sup,, fn > a} = U,enylfn > @}, que es uniéon numerable de conjuntos medibles.
Anélogo para el infimo. O

Proposicién 5. Dada { fy }nen familia numerable de funciones medibles, entonceslimsup f,, = inf,, sup,,,, fn
y liminf f,, = sup,, inf,,>,, fr, son medibles.

Demostracién. Ya sabemos de la proposicién previa que supremo e infimo no alteran la medibilidad,
luego se tiene lo que se queria. O
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Proposiciéon 6. Dadas f,g: X — R medibles, su suma f + g también es medible.

Demostracién. Consideramos C, = {f + g > a}. Veamos que esto puede escribirse como C, =
Ugeolf > a} N {g > a—q}. En efecto, si x € Cq, es porque f(z) +g(x) > a, luego f(z) > a — g(x). Sea
q € (a —g(z), f(x)) N Q. Se verifica por definicién que f(z) > gy que ¢ > a — g(x), luego g(z) > a — q.
Asimismo, si © € U,cql{f > ¢} N{g > a — ¢}, hay un g tal que f(z) > g0 y g(z) > a — qo, luego
f(x) +g(x) > qo + a — go = a. Entonces, como C, es union numerable de conjuntos medibles (al ser f, g
medibles y Q numerable), sigue que C, es medible y por tanto f 4 g también. O

Proposicién 7. Dado f: X — R medible, y G C R abierto, entonces f~1(G) es medible.

Demostracién. Es un resultado conocido (Lindeldf) que todo abierto de R es unién numerable de
intervalos abiertos. Por tanto, f~1(G) = Unen f~1(I,,) para ciertos intervalos abiertos I,,, y por tanto es
medible dado que f~!(I,) son medibles por serlo f. O

Proposiciéon 8. Dada f: X - R, g: R = R, con f medible y g continua, se tiene que go f es medible.

Consideramos A = (a, 00) un intervalo abierto. Como g es continua, entonces g~!(A) es abierto en R.
Invocamos entonces la proposicién previa para afirmar que f~*(g~1(A)) es medible, y hemos acabado. [

2.1. Un espacio de medida para la medida de Lebesgue

Nos preguntamos si podemos definir la medida de Lebesgue (generalizacién de la longitud de un
intervalo) en cualquier subconjunto de R, o necesitamos una o-dlgebra estrictamente menor que P(R).
Esta medida, si ha de generalizar una longitud, deberia verificar ciertas condiciones naturales: invarianza
por traslaciones y que la medida de los intervalos sea finita.

Teorema 1. Sea X = [0,a). No existe ninguna medida i : P(X) — [0,00), finita, no nula, e invariante
por traslaciones.

Demostracién. Basta con considerar el caso a = 2w, dado que si existe la medida en algin a, uno
puede reescalarla convenientemente a ese intervalo. Consideramos ahora f(t) = e la biyeccién entre
[0,27) y la circunferencia unidad. Las rotaciones e’ — ¢+ se corresponden con traslaciones t — t + 0
mdd 27 en el espacio de partida. Supongamos ahora que A C [0,27). Se afirma que p(pp(A4)) = p(A4),
siendo g la rotacién de dngulo 6. En efecto, u(wo(AN[0,27 —6))) = n(ANI0, 27 —0)), al ser meramente
una traslacién, y del mismo modo u(pg(AN 27 —6,27))) = p(AN[27 — 0, 27)). Como la unién estos dos
conjuntos es todo A y son disjuntos, sigue que u(wp(A)) = p(AN[27—0,27))+pu(AN[0,2r —0)) = p(A).

Por tanto, ahora basta demostrar que si T es la circunferencia unidad, no existe una medida v :
P(T) — R finita, no nula e invariante a rotaciones. Definimos la siguiente relacién de equivalencia en T:
z~w <= 3Jq € Q tal que w = ze"?™, es decir, si y solo si uno se obtiene rotando al otro una cantidad
racional de circunferencia, que denotamos ¢. Por ejemplo, 1 ~ ¢ ~ e . Sea N C T un conjunto con
exactamente un punto de cada clase de equivalencia (es decir, un conjunto de representantes).

Dado ahora un 7 € QN [0,1] = R, ponemos N, = ¢*™" N C T. Entonces esté claro que N, N Ny = 0,
sir # syrs € R Sihubiese un punto comin z, entonces, como N, = e2™(~"N, se tiene que
z = 2™y, con w € N, y son equivalentes z y w, ademés de distintos (porque T # s), cosa que no
puede ser porque entonces tenemos dos elementos equivalentes distintos e 27"z, e 2™ w en N.

Por otro lado, UreRNT =T, dado que si z € T, es equivalente a algiin elemento w de N, y por tanto
hay un racional r € R tal que z = €™ w, luego z € N,.. Pero entonces, si v(N) = 0, todos los v(N,.) = 0
(por invarianza rotacional), y son numerables de ellos y disjuntos, luego v(T) = > v(N,.) = 0 y por tanto
la medida serfa nula. Si, por otro lado, v(N) > 0, entonces todos los v(N;) = v(N) > 0 y por tanto la
medida de T seria infinita. O

Esto nos indica que nuestro espacio de medida no va a poder contener todos los subconjuntos de R.
Vamos a comenzar a observar cémo se podria definir la medida de Lebesgue en un intervalo cerrado [a, b].
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Dado G' C [a,b] un abierto relativo en [a,b], tenemos que G = [a,b] N G, con G abierto de R. Todos
los abiertos de R pueden ponerse como unién numerable de intervalos abiertos disjuntos, digamos {I;}.
Concluimos entonces que G = J[a,b] N I;, y por tanto es una unién numerable de abiertos relativos
disjuntos. Todos ellos van a ser de hecho intervalos abiertos de R, salvo a lo sumo 1 o 2 que contengan al
punto a o b. Definimos:

m(G) =S |1; N [a,b]].

Es decir, la medida del abierto relativo es la suma de las longitudes de los intervalos abiertos relativos
que componen G. De esta manera hemos definido una funcién en conjuntos abiertos de [a, b]. Asi, podemos
definirla también en cerrados F' C [a,b], como m(F) = (b — a) — m([a,b]\F'), dado que el complemento
es abierto.

Definicién 12. Dado A C [a,b], diremos que es Lebesgue-medible si Ve > 0 hay un cerrado F' y un
abierto C' relativos en [a, b], tales que F C A C Gy m(G) —m(F) <e.

Puede comprobarse que estos conjuntos forman una o-algebra, sobre la que podemos definir una
medida:

Definicién 13. Dado A C [a, b] un conjunto Lebesgue-medible, se define su medida de Lebesgue como
m(A) = SupFCA,F cerrado m(F) = l,anCG.,G abierto m(G)

Ademds de esta definicion, se tiene otra equivalente (se comprueba de inmediato) en términos de
sucesiones:

Definicién 14. El conjunto A C [a,b] es medible de Lebesgue < 3F,,,G,, con F,, C A C G, los G,
abiertos y los F), cerrados, tales que lim m(F,) = lim m(G,) := m(A)

Y se puede extender la definicién para conjuntos no acotados:

Definicién 15. Un subconjunto A C R no acotado es medible Lebesgue si AN [N, N] lo es, YN > 0.
En este caso, m(A) = Nh’m m(AN[—N,N]).
— 00

2.2. Propiedades de medidas
Proposicién 9. Sea (X, A, 1) un espacio de medida, y sean A, B € A con A C B. En ese caso:

1. p(A) < pu(B)

2. w(B\A) = u(B) — p(A), siempre que la expresion de la derecha tenga sentido (no sean ambos
infinito, es decir, basta que u(A) sea finito).

Demostracién. B = AU (B\A), al ser unién disjunta, indica que u(B) = pu(A) + u(B\A), luego como
ambas son positivas, u(B) > p(A), y ademés, restando u(A) de ambos lados, se obtiene la segunda
propiedad. O

Proposicién 10. Sea (X, A, p1) espacio de medida. Si {An}n C A es una sucesidn creciente de conjuntos
(A; C A Vi), entonces p(|JA;) = lim p(A;).
j—o0

Demostracién. Veamos primero que el limite (finito o infinito) existe. Esto es porque la sucesién
{1(A;)} es creciente, en virtud de la proposicién previa. Entonces, escribimos la unién que estamos
considerando de manera disjunta: (J{~ A, = 41 & &JZOZQ(A,L\A"_l). Entonces, tomando medidas, gracias
a la o-aditividad: (U5 An) = 325, (a(As) ~ (A1) (A1) = lim (S0 (u(A0) ~p(Ar-1))+ (A1) =
i p(Ay). O
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Proposicién 11. Sea (X, A, pn) espacio de medida. Si {A,}n C A es una sucesidn decreciente de con-
juntos (A; D Aip1 Vi), y ademds pu(Ay) < oo, entonces p(()A;) = lim p(A;).
Jj—o0

Demostracién. Definimos Vj € N, B; = A;\A;4+1. Entonces |y B; = A1\ [)A4,. Por tanto, como ya
sabemos, u(Ar) — (N An) = (AN An) = (U Bn) = lim p(B,) = lim (u(A1) = p(An)), dado que
(A1) < oo. Basta con despejar para obtener la proposicién. O

Obsérvese que basta con que uno de los A; sea finito, no necesariamente A, para aplicar la proposicién
con la sucesién C;,, = A,_;4+1. No obstante, si ninguna de las medidas es finita, la proposicién es falsa.
Por ejemplo, si X =Z, A=P(Z) y p(A) := card(A). Tomamos A, = {m € Z,m > n}. Son claramente
decrecientes, y de medida infinita, pero u((4,) =0 al ser (A4,, = 0.

Observacién 4. Dada p una medida en (X, A), y ¢ > 0, la funcién ¢y también es una medida en (X, .A).
Asimismo, dadas medidas {1, pt2, ..., fin, ...}, la funcién g = pn también es una medida.

Esto puede verificarse comprobando facilmente las dos propiedades de medida.

3. Integracion

Vamos a tratar entonces de definir una integral mejor que la de Riemann, empleando las ideas de
medida exploradas en la seccién anterior y siguiendo con lo discutido en la introduccién. Para ello, iremos
por pasos, en primer lugar definiéndola para funciones simples, después para funciones no negativas, y
finalmente la definiremos para cualquier funcién. Todas las funciones en las que la definamos han de ser
medibles.

l,bre A

Observaciéon 5. En adelante, denotaremos, dado A C X, la funcién indicatriz y4(x) = {O ¢ A
, T

Definicién 16. Sea (X, A, p) un espacio con medida. Se dice que s : X — R es simple si se expresa
como una combinacién lineal de funciones caracteristicas, es decir, si:

s(x) =Y ¢jxa,(z)
j=1

Para una cantidad finita de subconjuntos A; € A, y reales ¢; € R.

Equivalentemente, s es simple si y solo si es medible y toma un ntmero finito de valores, dado que
n . . ’ . .
ppdemos ponerla como s = Zj:1 ?ijfl({cj})(I% siendo 1a.s preimagenes med,lb.les por serl(.) 5. 51 s es
simple, puede representarse de varias maneras como combinacién de caracteristicas, pero siempre hay
una Unica manera en la que los A; son disjuntos.

Definicién 17. Dada s simple, expresada como en la definicién anterior, se define su integral como

/ sdp ="y cin(A;)
b =

Siempre que todas las 1(A;) < 0o, o bien que todas las ¢; > 0.
Pedimos al menos una de estas dos ultimas condiciones para evitar llegar a una suma no definida.

Definicién 18. Sea f: X — [0, 00] medible y no negativa. Se define su integral como:

fro-en{

Donde s son funciones simples con 0 < s < f.



3. INTEGRACION INDICE

Puede suceder que esa integral sea infinita. Por ejemplo, si f tiene valor infinito en un conjunto A de
medida positiva, se comprueba que [ fdu = oo, dado que, por ejemplo, las funciones s, (z) = nya(x)
para n € N tienen integral arbitrariamente grande para n grande, y verifican 0 < s < f. De esta definicién
es inmediato que si 0 < f < g, se tiene que [ f < [g.

Observacion 6. Dada f medible, no negativa y g : X — [0, 00], no negativa con pu{f # g} = 0, entonces
g también es medible y ademés [ fdu = [y gdp.

Observacion 7. En (X, A, pn), dadas dos funciones u,v : X — R simples, se tiene que [(u + v)dp =
Judp+ [ vdp, siempre que u, v sean ambas no negativas, o bien ambas estén soportadas en un conjunto
de medida finita.

3.1. Teorema de convergencia mondtona

En primer lugar, unos resultados previos:

Definicién 19. Dado un espacio de medida (X, Ap), y f medible y positiva. Se define [, fdu =
Jx [xadp.

Observacion 8. Sea (X, A, u) espacio de medida, y B € A medible. La funcién 7 : A — [0, c0] dada por
n(A) = u(A N B) es también una medida, y se suele denotar p|p.

La comprobacién de ambas propiedades de medida es inmediata.

Observacion 9. En (X, A, p),sis =Y, cjXxa, es una funcién simple no negativa (y por tanto los ¢; > 0
con los A; disjuntos), puede definirse una medida v : A — [0, 00] dada por v(A) = [, sdu = [ sxadp.
Se suele denotar en este caso que dv = sd.

Razén. Puede comprobarse que v = 2?21 cjp|a,, que es medida por ser combinacién lineal de medidas
con los ¢; > 0.

Teorema 2 (De convergencia monétona). Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Sea { f;}32, una sucesion

mondtona creciente de funciones medibles positivas de A en [0,00]. Es decir,0 < f1 < fo <+ < f, < ...

Denotamos f(x) = lm f,(z) € [0,00], que existe por monotonia. Entonces, la funcién f es medible, y
n—oo

se tiene:

/ lim fnd,u:/ fdp = lim / fndp.

Demostracion. f es medible por ser el supremo de funciones medibles. Observamos que las integrales
forman una sucesién creciente por la monotonia de las integrales: 0 < [ f; < [ fo < ...,y por tanto
3 lim [ f,. Como f, < f para todo n, se tiene asimismo que [ f,, < [ f, y por lo tanto lim [ f, < [ f.

n—oo n—oo

Para ver la otra desigualdad, seleccionamos una funcién simple s no negativa arbitraria que cumple
0 < s < f, y un ntimero auxiliar o € (0, 1).

Sea Ay, ={x € X : fp(z) > as(z)}. Es ficil ver que A,, es medible, dado que f,, — as es una funcién
medible, y estd bien definida porque as nunca adquiere valores infinitos. Por la monotonia de las f,,, se
tiene que A, C A,41 en todo n € N. Asimismo, | J 4,, = X, dado que tal y como se ha seleccionado s, se
tiene que, si s(z) > 0, entonces f(x) > s(z) > as(x), y por tanto, fn(x) € (as(z), f(z)) para n grande,
luego x € A,,. Si s(x) = 0 es trivial que x € A,,, de hecho para todo n.

Pero entonces, aplicamos el resultado de monotonia de conjuntos a la medida v(z) inducida con
dv = sdp, obteniendo v(|JA,) = v(X) = [y sdu = Jim v(A,) = Jim Ja, s(@)dp < éjlirgoffjdu.

Esta tltima desigualdad sigue de que, en A,, se tiene que as < fy, luego [, sdp < L [ fo.du para

todo m > n, y por tanto podemos tomar limite. Como s era arbitraria por debajo de f, sigue tomando

supremo que [ fdp < é lim [ fjdp. Asimismo, como « es arbitrario, tomamos limite cuando o — 17, y
j—o0

obtenemos que [ fdu < lim [ f;dpu. O
j—oo

10
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Lema 1. Sea f : X — [0,00] una funcidn medible no negativa. Entonces 3{s,}n una sucesion de
funciones simples positivas crecientes tales que lim s, = f puntualmente.
n—oo

Demostracion. Consideramos los conjuntos de nivel de f en franjas de altura fija para definir:

oo () = EL, enlos z con B2 < f(z) < £
n, si f(r) >n

Siendo k un entero entre 1 y n2”. Es decir, las franjas verticales tienen sus extremos desde el 0 hasta
el n, y en los puntos en los que la funcién se encuentra en la franja, le damos a s, el valor menor de
la franja. Estas s,, son simples y no negativas. Ahora, dividimos el eje Y de la forma {I}} Ziwi+17 siendo
cada I' =[5, £, y el dltimo Iy, = [n, 00).

Ahora veremos que la sucesién {s,} es creciente. Si z verifica que 0 < f(z) < n, es decir, se halla
en las franjas de s,, entonces hay un k < n2" con = € I}. En este caso, s,(z) = k;nl. En el siguiente
paso, tenemos que I} = I;L,j_lQ O] Ig,:‘_ll, dado que esta unién disjunta es el intervalo [22’,“1—112, 23%), que es
justamente I}?. Si f(x) estd en el primer trozo, entonces s,41(x) = s, (). Si esté en el segundo, entonces
Sny1(z) = 2t > 2822 — ¢ ().

Por otro lado, si x verifica que f(z) > n, entonces s, (x) = n, y tenemos dos posibilidades. Si también
f(x) > n+ 1, entonces la monotonia es clara. Si no, es porque n < f(z) < n+ 1, y entonces puede caer

. . n+1 . nt1 : . (nt1)2"+!—2
o bien en el intervalo I(n+1)2n+171, o bien en el I(n+1)2n+1~ En cualquier caso, s,41(x) > e

7(7”12)3"71 =n+1l-2 >n

Ahora veamos que s, — = puntualmente. Si f(z) < oo es finito, entonces pongamos que f(x) < m.
Tenemos que Vn > m, se tiene que 0 < f(z) — s, (x) < %, dado que ambas funciones estan en la misma
franja de tamano 2%, y por lo tanto, tomando limites, s, (z) — f(z). Por otro lado, si f(z) = oo, entonces

$n(x) = n siempre, y por tanto lim s,(z) = f(z) = cc. O
n—oo

Observacién 10. Sea (X, A, ;1) y f medible y positiva. Sigue que v(A) = [, fdu define una medida sobre
A.

Basta con utilizar el lema previo. Construimos la sucesién creciente {s,} de funciones simples con
sn — f. Entonces, véase que v(A) = [, fdp = lim [, spdp = lim v, (A), donde cada v, es la medida
n—00 n—oo

inducida por la s, correspondiente. El limite de una sucesién creciente de medidas es una medida. O

Proposicién 12 (Convergencia mondtona para series). Sea (X, A, 1) un espacio con medida. Supongamos
que tenemos {gn }n una sucesion de funciones positivas medibles. Entonces:

/Xign(x)du=§:1/xgn(x)du

Demostracion. Basta con aplicar el teorema de convergencia monoétona a la sucesién de sumas parciales

de las g,,. Definimos S, = Y 7_. gx. Son medibles por ser suma de funciones medibles, y son positivas
k=1 y Y

porque todos los sumandos son positivos. Asimismo, {S,} es creciente. Entonces, lim S, es medible

n—oo
y [ lim S, = lm [S,. Lo tnico que resta ver es que [S, = >.;_; [ grdu, es decir, que puede
n—oo n—oo
intercambiarse suma (finita) con integral, cosa que veremos inmediatamente a continuacion. O

Proposicién 13. Si f y g son no negativas y medibles, entonces:

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

11
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Demostracién. Silas f y g son funciones simples, se tiene el resultado directamente de la definicién de
funcién simple como suma. Si no, por el lema visto previamente, tenemos funciones simples {s,} v {t.},
todas no negativas, con s, = f y t, — g puntualmente. Asimismo, {s, +%,} es una sucesién de funciones
no negativas, simples, y s, +t, — f+g¢. Podemos aplicar el teorema de convergencia monétona, sabiendo

que [ s+ [tn = [sp+tn, parallegara [ f+ [g= [(f+g). O

Observacion 11 (Recordatorios de limsup y liminf). Sea {an}nen. Sea b, = inf{a, : m > n} y ¢, =

sup{a,, : m > n}. Definimos limsupa,, = lim ¢, = inf, ¢,, y también liminfa, = lm b, = sup,, b,.
n—oo n—oo

Ademés, limsup A, = sup{a : IH{n;};,a,, — a}, liminf A, = f{a : IH{n;};,a,, — a}. Asimismo,

limsup a,, = liminfa, <= 3 lim a,, en cuyo caso todos valen lo mismo.

n—oo

Lema 2 (Fatou). Si {fn}nen s una sucesion de funciones medibles y no negativas, entonces:

/ liminf f,dp < lim inf/ fndp.
X X

Demostracion. Sea g, (x) = inf{f,,(z) : m > n}. Estas funciones son no negativas, medibles y cre-
cientes. Aplicando el teorema de convergencia mondtona, sigue que [ lim g,dpy = lm [ « Yndpi, por
n—oo n—oo

tanto, [liminfg,dy = lim [ g,du. Ahora, como cada g, < f,, si m > n, se tiene que [g, < [ fn,
n—oo
para todo m > n, luego [ g, < inf,,>, [ frdp < liminf,, [ f,,du. Finalmente, por tanto, lim g,du <
f n—oo

lim lminf,, [ fidp =liminf,, [ f,du, como se queria. O
n—oo

3.2. Integral de una funcién medible arbitraria

Observacion 12. Dada una funcién medible f : X — [—o0, 0], donde (X, A, p) es un espacio de medida,
podemos descomponerla asf: f = fT — f~, donde f+ =max(0, f), y f~ = max(0, — f), ambas medibles,
y ambas no negativas.

Demostracion. Esta claro que son medibles por serlo f y no negativas porque son mayores que 0
(es uno de los argumentos del méximo). Si en z € X se tiene que f(x) > 0, entonces fT(z) = f(z) y
f~(z) = 0, con lo que vale la igualdad, y si f(z) < 0, entonces fT(z) = 0y f~(x) = —f(x), luego
también vale. O

Definicién 20. Se dice que f es integrable, y se denota f € L'(u), si f es medible y ademés

Jx £rdu, [ f=dp < .
/deu=/xf+du—/xf‘du-

En este caso, se define:
Obsérvese que, como funciones positivas, [ |f|ldp = [ fTdu+ [ f~dp, dado que |f| = fT + f~. Por
tanto, f es integrable <= fT, f~ son integrables <= |f| es integrable.

Definicién 21 (Integral extendida). También podemos poner:

/fdu=/f+du—/f_du~

Si alguna de esas dos integrales es finita.

Es decir, si alguno de los conjuntos donde f vale co 0 —oo tiene medida nula, dado que si ninguno la
tiene, ambas integrales valen oco.

Teorema 3. Sean f,g: X — R :=[~o0, 00]. Entonces:

12
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L [(f+g)dp= [ fdp+ [ gdp

2. [afdu=af fdu, para o € R.

Demostracién. Sea h = f + g. Escribimos h = f* — f~ + gt — g~ = h™ — h™. Por lo tanto,
ff+gt+h  =ht+ f~+g, lo que es una igualdad de funciones positivas. Utilizando la linealidad en
funciones positivas, sigue que [ f*+ [¢*+ [h™ = [hT+ [ f~+ [ ¢g~. Sigue ahora que [ fT — [ f~+
J9" =g = [ht— [k, luego por definicién [(f + g)dp = [ fdu + [ gdp.

Para la segunda parte, si & = 0 es inmediato. Si no, sabemos que (af)t = aft,y (af)” = af " si
a > 0, luego hemos acabado con la definicién. Si no, se tiene que (af)t = (—a)f~, y (af)” = (—a)f+.
Basta una vez mas con aplicar la definicion. O

3.3. Integracion de funciones complejas

Definiciéon 22. Dada f : X — C, se dice que es medible si R(f) e J(f) son medibles. Se dice que es
integrable si esas dos funciones lo son. En este ultimo caso, se pone:

[ tin= [w(pran+i [ 30

Observacion 13. f: X — C es integrable <= [ |f|du < occ.

3.4. Teorema de convergencia dominada

Teorema 4. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Supongamos que {f,} es una sucesion de funciones
medibles fn : X — R, y f: X = R tal que f, — f puntualmente. Supongamos asimismo que |fn| < g
para cierta funcion integrable g : X — R, es decir, fX g(z)dp < 0o. En ese caso, se tiene:

lim [ fudu = / fdp
n—oo

Y asimismo, que:

i [ 12— Sldu =0
n—oo
El mismo teorema es vdlido si en vez de R las funciones van sobre C.

Demostracion. El caso complejo sigue del caso real aplicando la definicién previa. Por tanto, demos-
tramos el caso de R tinicamente. Sabemos que se tiene —g(z) < f,(x) < g(x) en todo z € X, n € N. Es
decir, g+ fn >0,y g — fn > 0. Aplicando el lema de Fatou, sigue que:

[+ [ 1 <imns [(as g = [os e [ 1,

Dado que liminf(f, + ¢g) = f + g dado que se tiene convergencia puntual. Asimismo puede obtenerse

que:
[o- [ 1 <timint [tg- )= [ g~ timsup [ 1,

Estas desigualdades se reducen a [ f < liminf, [ f, y también [ f > limsup, [ f,. Por tanto, sigue
que liminf,, [ f, > [ f > limsup,, [ f», luego vale la igualdad entre todas ellas y tenemos que [ f, — [ f.
Para la segunda afirmacién, obsérvese que |f, () — f(x)| — 0 puntualmente, y asimismo, pasando al
limite, |f(z)| < g(x). Por lo tanto, |f,(z) — f(x)| < 2g(z), que es integrable por serlo g, luego aplicamos
el resultado que ya hemos demostrado del teorema para concluir que f |frn— f] — 0. O

13
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Proposicién 14 (Convergencia dominada para series). Si {fr} es una sucesion de funciones medibles
con > peq [ fu(z)|dp < oo, entonces f(x) = poy fr(z) < 00 en casi todo punto, y asimismo:

I3 n@an=Y" [ sitwin
k=1 k=1

Demostracién. Por el teorema de convergencia mondtona, al ser las |fi| no negativas, tenemos que
S [ 1feldp = 3| feldp < oo. Se sigue por tanto que la funcién Y |fx| ha de ser finita en casi todo
punto, luego converge absolutamente en casi todo punto y por tanto > fr < oo en casi todo punto.

Asimismo, se tiene que [s,(z)] = | > p_; fe(@)] < 2io; [fe(@)] < Dpey |fe(2)], y esta serie entonces es
una mayorante para s,(z), puesto que hemos visto que su integral es finita, y aplicamos el teorema de
convergencia dominada a s, para obtener el resultado. O

(En este teorema se supone que Y fi(z) se define como 0 en los casos en los que diverge el sumatorio,
a lo sumo en un conjunto de medida cero)

Proposicién 15. Sea f € L' (u). Entonces el conjunto A = {f # 0} es o-finito.

Demostracién. Se tiene que A = |J,cn{|f| = L}, y estos conjuntos A, = {|f| > 1} han de tener
medida finita porque si no, se tendrfa [y |fldp > [, L= % = 0. O
Proposicién 16. Si f € L'(u), se tiene que [y |fldp = [;° p({z € X : |f(x)| > t})dt.

Esto puede demostrarse verificaindolo facilmente para funciones simples, y a continuacién utilizar el
teorema de convergencia monétona para extenderlo a cualquier funcion.

Definicién 23. Puede definirse el espacio métrico de las funciones integrables (L(u), d), con d(f,g) =
Jx |f — gldp. De hecho, es un espacio vectorial normado con || f|| = [ | fldu < oo.

Proposicién 17. El espacio (L' (u),||-||) es de Banach. Es decir, toda sucesion de Cauchy converge.

14
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4. Espacios de medida

Vamos a profundizar en los espacios de medida en los que hemos definido el concepto de integral.

4.1. Medidas completas

Definicion 24. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Se dice que p es completa si, dado un A € A con
u(A) = 0, entonces todo B C A es medible (y por tanto u(B) = 0).

Teorema 5. Sea (X, A, u) un espacio de medida. Se define A = {E C X : 3A,B € A, A C E C
B, u(B\ A) = 0}, y se define, para E un A, con A C E C B que verifican u(B\ A) = 0, una medida
extendida T(E) = p(A) = u(B).

Se afirma:

1. A es un o-dlgebra mayor que A.

2. 7i: A— [0,00] es una medida completa que extiende a fu.

Demostracién. Claramente A C A, dado que si A € A, entonces A C A C Ay u(A\ A) = 0. En
particular, X € A. Asimismo, si £ € A, con A C E C B en la definicién, entonces B¢ C E¢ C A°
y ademds A°\ B¢ = B\ A, luego E¢ € A. Finalmente, si {E,},en C A, tomamos {A,} v {B.}
aquellos tales que A,, C E, C B, de la definicién. Entonces, | JA, € UE, C |UBn, y asimismo
#(UBa) \ (UAn)) < u(U(Ba \ 4)) < 3 (Bo \ Ay) = 0, luego A es o-dlgebra. "

Ahora veremos que 1 es medida. Primero, veamos que estd bien definida. Si E C A, y tenemos
inclusiones ACECB,CCECD,con A,B,C,De A,y u(B\ A) =pu(D\C) =0, veamos que todos
tienen la misma medida. Se verifica u(A) = p(ANC) + pu(A\C) < u(ANC)+ u(D\C)=u(AnC),
donde hemos usado la inclusién A C D. Como ANC C A, vale la igualdad. Del mismo modo se sigue que
w(C) = u(ANC), luego estd bien definida. Es inmediato que fi(f)) = 0. Sean ahora {E; };en C A, disjuntos,
encajados entre A; y B; cada uno segin la definicién. Entonces, i(|J E;) = n(J A:) = > u(A;) = > 1a(E;)
al ser los A; disjuntos por estar contenidos en los F;, luego hemos acabado.

Claramente, ademds, si A € A, entonces i(A) = u(A), luego queda ver que la medida es completa.
Pero, si i(E) = 0, entonces es porque hay A, B € A, ambos de medida p nula, con A C E C B. En ese
caso, si E' C E, se tiene ) C E' C B, con pu(B\ 0) = u(B) = 0, luego es medible. O

Proposicién 18. Sean f,g : X — R, f medible y X dotado de una medida completa. Entonces g es
medible.

Demostracién. Sea a € R. Consideramos el conjunto E = {g > a}. Se tiene que A := {f >a}N{f =
g} CE C{f>alU{f # g} = B. Véase que B\ A C {f # g}, luego, por completitud, es medible
y de medida nula. Pero entonces F\ A C B\ A también es medible, y finalmente £ = (E\ A) U A es
medible. 0

Proposicién 19. Si f,, : X — R son medibles, con X un espacio con medida completa, y f, — [ en
casi todo punto, entonces f es medible.

Demostracién. ¢ = limsup f, es medible, y por definicién g = f es casi todo punto. Aplicando el

resultado previo, por tanto, sigue que f es medible. O

4.2. Medidas exteriores

Definicién 25. Sea u* : P(X) — [0, 0], una funcién definida sobre todos los subconjuntos del espacio
X. Se dice que pu* es una medida exterior si:

15
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1. p*(0) =0.

2. AC B = p*(A) < p*(B).

3. 1 (Unen 4n) < 2 pen i (4i).

Una forma bastante general de obtener estas medidas es la siguiente:

Proposicién 20. Sea D C P(X) cualquier familia de conjuntos que contiene a §) y X. Sip: D — [0, 0],
con p(0) = 0, podemos definir una medida exterior mediante:

p*(A) = inf{z p(A;): A e D,AC A}

i=1

Demostracién. Las propiedades 1 y 2 de medida exterior son inmediatas y siguen de las propiedades de
infimo. Para la 3, sean {4, }nen C P(X). Si Y o2 | p*(A,) = oo hemos acabado. En el caso contrario, sea
€ >0,y elegimos {E]'} tales que fijado el n los E}* son numerables, A,, C J, E", y >, p(E}) < p*(An)+
57, 10 que es posible por ser p*(4,) el infimo de esas sumas. Pero entonces, |J,, A, C U, (UU; E}'), que
son numerables por ser union numerable de conjuntos numerables, y sigue por lo tanto que p*(J,, An) <

Do PED) <D0 (0 (An) + 57) = e+ >, p*(Ay). Sigue por tanto la desigualdad deseada. O

4.3. Premedidas

Vamos a ver la nocion de premedidas, que son medidas més sencillas definidas inicamente sobre alge-
bras. De ahi pasaremos a generar una medida exterior con el método previo, y finalmente restringiremos
la medida exterior a una o-algebra donde tenga todas las propiedades deseables.

Definiciéon 26. Sea Bj un dlgebra sobre X. Se dice que pg : By — [0, 0] es una premedida si:

L po(0) =0

2. Si {B;}ien C By son una subfamilia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos cuya unién sigue
estando en By, entonces po(lJ B;) = >, po(Bi).

Obsérvese que una premedida definida en un o-algebra también es una medida. La medida exterior
asociada a una premedida es la que se obtiene siguiendo el procedimiento de la proposicién 20 con la
premedida.

Definicién 27 (Propiedad de Carathéodory). Dada una medida exterior u* sobre X, se dice que A C X
es p*-medible si se tiene que VE C X, se tiene que p*(E) = p*(ENA) + p*(E N A°).

Obsérvese que esto equivale a pedir que p*(E) > p*(ENA) + p*(E N A°), dado que la otra se tiene
por definicién de medida exterior.
Con esto podemos pasar de medidas exterior a medidas:

Teorema 6 (Carathéodory I). Sea p* una medida exterior y A* = {A C X : A es u* medible}. Entonces
A* es una o-dlgebra y = p*| 4~ es una medida, y es completa.

Demostracién. Veamos primero que A* es una o-dlgebra. Claramente X € A* puesto que p*(F) =
p(ENX)+p*(ENQ) = p*(E)+p*(0) = p*(E) +0. Ademés, por la simetria en la definicién de medible,
si A € Ax, entonces A° € A*.

Veamos ahora en primer lugar que si A, B € A*, entonces AU B € A*. Para ello tomamos E C X
y entonces, como EN(AUB) = (ENANB)U(ENAN B U(ENA°N B). Por tanto, p*(EN (AU
B)+u(EN(AUB)) < p"(ENANB)+p*(ENANBY) +pu (ENA°NB) + p*(EN AN B°) =
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w(ENA)+ p*(ENA°), donde hemos usado que B es medible para los conjuntos EN Ay EN A€. Pero
entonces p*(EN(AUB))+pu*(EN(AUB)?) < p*(ENA)+ p*(ENA°) = u*(F), dado que A es medible,
y se tiene lo que se queria, luego A* es un algebra.

Ademds, veamos que p* es aditiva sobre A*. Si A, B € A*, disjuntos, se tiene que pu*(AU B) =
W ((AUB)NA)+ p*((AUu B) N A°) = u*(A) + p*(B). Hemos usado que A es medible.

Ahora veamos que es de hecho o-dlgebra y o-aditiva. Basta con ver que si {A;},cn son numerables
y disjuntos (esto tltimo basta por ser ya un algebra), se tiene que Uj A;j e A",y que p* (Uj Aj) =
>0, W (Aj). Para ver esto, sea B, = Uj_; Aj, B = U,y Bn = Ujo; 4;. Dado E C X, se tiene que
p*(ENBy) = p*(ENB,NA,)+p*(ENB,NAS) = w*(ENA,)+ux(ENBp_q) ==Y i w*(ENA;).

Por tanto, tomamos limites en la expresién previa, y Z;’il L (ENAj) = nh—>H;c w(ENB,) <u*(EN

B) < Zj’;l p*(ENA;), donde la dltima desigualdad sigue de la definicién de medida exterior. Asi, todas
ellas han de ser igualdades y por tanto Z(;il p(ENAj) = lim p*(ENB,) = p*(ENDB). Sigue entonces:
n—oo

w (ENB)+u*(ENB°) = lim p"(ENB,)+up*(ENB®) < lim p*(ENB,)+u"(ENBE) = lim p*(E) = u*(E)
n—oo n—oo n—oo

Donde hemos usado que como B,, C B entonces B¢ C B¢.. Sigue por tanto que la uniéon deseada verifica
B € A*, y ademés, si tomamos E = X en la igualdad previa, se llega a que Z;’;l w (XNA;) =p*(XNB),
es decir, que p*(B) = 3772, pi*(4;).

Queda finalmente ver que p = p*| 4+ es completa. Dado A € A* con pu(A) = 0, tomamos B C A. Por
monotonia de p*, sigue que p*(B) < p*(A) = 0. Asi, u*(B) = 0, de tal manera que si F C X, entonces
W (ENB)+p (ENB°% =p*(ENB° < u*(F)y por tanto B es medible. O

De este teorema se pueden generar medidas completas a partir de medidas exteriores, pero el problema
es que tanto las medidas como las o-algebras resultantes pueden ser de bajo interés, incluso las triviales.
El siguiente resultado ayuda a generar medidas que extiendan premedidas ya existentes:

Teorema 7 (Carathéodory IT). Sea By un dlgebra sobre X, ug una premedida y p* la medida exterior
derivada de jg. Con la misma notacion que el primer teorema de Carathéodory, se sigue que By C A*, y
ademds |, = po-

Demostracion. Ya sabemos del primer teorema que A* es una o-dlgebra y p es una medida. Lo que
hay que ver ahora es que By C A* y que p extiende a pg. Sea A € By. Tomamos E C X y € > 0. Sabemos
que 3{B;} C By con E C B,y > po(Bj) < p* (E) + ¢, por la definicién de medida exterior inducida
por po. Ademds, ENAC|JB;NAy ENA°C|JB;nA“

Se tiene entonces que p*(ENA)+p*(ENA%) < > uo(BjNA)+> " po(B;NAS) =3 po(By) < p(E)+e,
donde hemos usado la aditividad de pg en el dlgebra, y como € > 0 era arbitrario, sigue la desigualdad
buscada y por tanto A € A*.

Asimismo, p(A) = p*(A) < po(A) por definicién de p*(A), dado que el propio A recubre a A. Basta
ver ahora la otra desigualdad. Sea {B;} C By con A C |JB;. Ponemos B; = B; \ |J/Z; B; una familia
disjunta cuya unién es la misma. Como A = Uj AN Bj, que es una unién disjunta de elementos del
algebra inicial, tenemos que

po(A) = ZMO(AHB) < ZMO(BJ) < ZIU’O(BJ)

Y tomando infimo, entonces, po(A) < p*(A) = p(A) y hemos acabado. O

Observemos que, después de todo esto, dado un espacio (X, A, ;1) un espacio de medida, hay dos formas
de conseguir que p sea completa. La primera es con el primer resultado que se presenté (Teorema 5),
obteniendo (X, A, i), y la segunda es aplicando el segundo teorema de Carathéodory para la premedida
'y el algebra A, dando asi (X, A*, u*|4+).

17



4. ESPACIOS DE MEDIDA INDICE

Se tiene que A C A*, y ambas medidas coinciden en A. Ademés, si i es o-finita, coinciden A* = Ay
por tanto ambas medidas son iguales.

Asimismo, si By es un algebra y A es la o-algebra generada por By, se tiene que pg se extiende a A,
por el segundo teorema de Carathéodory, y ademas se tiene que si pg es o-finita, la extension es tnica.

Observacion 14. Si p* es una medida exterior que proviene de una premedida g, p*(X) < oo, se tiene
que los conjuntos medibles son simplemente A* = {A C X : p*(A) + p*(A°) = p*(X)}.

Observacion 15 (Medida de Lebesgue). Por ejemplo, X = R y By el dlgebra generada por los intervalos
semiabiertos (a, b]. Definimos pg((a,b]) = b— a y la extendemos como es natural a By, es decir, sumando
las longitudes de los intervalos que componen a cada elemento del algebra. Se puede verificar que es
una premedida, y por el teorema de Carathéodory II, obtenemos primero p* que se denomina medida
exterior de Lebesgue, y la pu que se obtiene es la medida de Lebesgue, siendo A* los conjuntos
medibles Lebesgue.

Proposicién 21 (Medidas de Lebesgue-Stieltjes). Se toma F : R — R creciente y continua por la
derecha. Ponemos pp((a,b]) = F(b) — F(a). Se tiene que py una pre-medida sobre By (extendiéndola
como es natural). Si F(x) = x, se obtiene de nuevo la medida de lebesgue.

Demostracién. Veamos primero que si (¢, d] = Wp—; (ak, bi], se tiene la o-aditividad. Es facil ver que
VN €N, el Zf[ pr((ag, b)) < pr((e,d]), ast que también se tiene Y \° pr((ak, bi]) < pr((c,d]). Vamos
a ver la otra desiguadad.

Sea ¢ > 0. Escogemos un é € (¢,d] (que pensamos cercano a c) de tal forma que pp((é,d]) >
pr((c,d]) — e. Asimismo escogemos Vk un by, > by, tal que F(by) < F(b;) + 2 Fe.

Entonces, S pr(ag, bi] < 3 pr(ak, be] + €. Los intervalos (a, by] recubren [¢,d], que es compacto,
luego hay un subrecubrimiento finito tal que Ujlv(akj , lA)kj} > Uf[(akj , I;kj) D [é,d] D (&,d]. Gracias a estas
inclusiones, es facil ver por induccién en N que ) pup((ax;, l;k]]) > ur((é,d)).

Luego se tiene que Ziv(ak]. s o, ] > Ziv pr((a;, Z;kj]) —e> up((é,d])) —e > ur((c,d]) —2e. Como esto
es para todo €, entonces Zf/(akj,bkj] > pr((c,d]) y hemos acabado (porque la suma infinita es mayor
ain).

Si el conjunto de By no es un unico intervalo sino una unién finita de estos intervalos, entonces es
inmediato que puede extenderse el resultado. Asimismo se tiene el complemento, luego es una premedida.

O

b
3 —a® = [ 3x2dx, y se suele

Por ejemplo, si tomamos F(z) = 2% tenemos la premedida pur((a,b]) = b
denotar dF (z) = 3z2dx.
En general, si F' € C!, entonces pp((a,b]) = F(b) — F(a) = f; F'(z)dx, y se escribe dF(x) = F'(x)dx.

Definicién 28. Se construye una medida du absolutamente continua respecto de la medida de Le-
besgue m si hay una f € L'(m), no negativa, tal que definimos VA C R boreliano, u(A) = fA fdx. Se
denota du = fdz.

Tal funcién du es en efecto una medida, y es de Lebesgue-Stieltjes para la distribucién F(z) =

Jo fwdt x>0
— [P f@ydt x <0

Observacion 16 (Escalera de Cantor). Vamos a ver una funcién de distribucién F' que es continua, pero
no es absolutamente continua ni da lugar a una medida discreta. Empezamos con F(x) = 0siz <0y
F(z) =1six > 1. Ponemos C el conjunto ternario de cantor. Si z € C, puede ponerse de manera tnica

en base 3, mediante x = ), g—’,g, donde b, € {0,2}. Se define F(x) = Y, 2}:%, y para el resto de
puntos del [0, 1] se define F' de manera constante, por interpolacién. Por ejemplo, en el intervalo (%, %)

valdra lo mismo que en el extremo izquierdo, es decir %
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Es decir, en cada intervalo que quitamos para construir el conjunto de cantor, vale el valor medio
entre los valores de los intervalos adyacentes quitados en el paso previo.

Esta funcién F' toma todos los valores de la forma 57, para 0 < r < 2% en los intervalos que no estin
en C. Se sigue entonces que F(R) es densa en [0, 1], y por lo tanto es continua, dado que al ser creciente,
si hubiese un salto, ese intervalo no estaria en la imagen.

Ademas es constante en cada subintervalo del complemento del conjunto de Cantor, por lo tanto, la
pur que induce es 0 en todos los subintervalos de R\C, y sigue entonces por o-aditividad en la premedida
que pp(R\C) = 0 y por tanto up(C) = 1, pero m(C) = 0, de tal manera que no es absolutamente
continua, dado que toda fc f(x)dm = 0 mientras que esta deberia ser 1. A este tipo de medidas se le
denomina medidas singulares continuas.

4.4. Medidas de Borel
Definicién 29. Se dice que i es una medida de Borel si estd definida sobre la o-algebra de Borel.

No necesariamente tiene que ser completa. Las medidas de Lebesgue-Stieltjes, por ejemplo, estdn
definidas al menos en el o-algebra de Borel, porque sabemos que contiene a la clase recubridora By de
intervalos semicerrados por la derecha.

Observacion 17. El cardinal de los conjuntos de Borel es el de R, es decir ¢.

Esta claro que hay por lo menos ¢, dado que por ejemplo los intervalos abiertos ya hay ¢, y ademés
sabemos que B(R) C P(R), luego podria darse que el cardinal excediese el de R. Puede probarse sin
embargo por induccién transfinita, con cierta dificultad, que no lo hace, dado que siempre tenemos
uniones e intersecciones numerables de familias con cardinal c.

Observacion 18. Si m es la medida de Lebesgue, £ son los conjuntos medibles de Lebesgue, y B son los
borelianos, se tiene que B C L C P(R).

Ya vimos que habia conjuntos no medibles de Lebesgue, gracias al axioma de eleccién y la invarianza
traslacional. La cuestién ahora es ver que hay conjuntos medibles Lebesgue no borelianos. Esto es asi
porque |£| > ¢. Para comprobar eso, consideramos el conjunto de Cantor C. Al tener medida cero, se sigue
que P(C) C L, dado que la medida de Lebesgue es completa sobre el conjunto de medibles Lebesgue.
Pero |C| = ¢, luego hemos acabado.

Teorema 8. Sea p una medida de Borel. Entonces, p es de Lebesgue-Stieltjes <= p es localmente
finita, es decir, VN € N, se tiene u([—N, N]) < oo.

Demostracién. Para = , ya sabemos que u([—-N,N]) = F(N) — F(—=N7) < co. Para <=, sea u
una medida de Borel localmente finita. Definimos:

w((0,z])) x>0
F(z)=<X0 x=0
—pu((2,0]) =<0
Se comprueba con las propiedades de medida que F' es creciente en R y es continua por la derecha.

Asimismo, es facil ver que pr((a,b]) = u((a, b)), de tal manera que coinciden en toda la o-lgebra generada
por los intervalos (a, b], que es la de Borel.

Definicién 30. Una medida es discreta si hay una cantidad numerable de t;, € R, pr > 0 con p(A) =
ZtkeA pk- Los pi se denominan las masas en los puntos tj.

Es facil comprobar que en este caso todo A C R es medible, y utilizando la caracterizacién previa
fijdindose tnicamente en los conjuntos de Borel, se tiene que es de Lebesgue-Stieltjes si y solo si es
localmente finita.
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Definicién 31. Dado (R, .4, ) un espacio de medida, se dice que p es regular si:
1. B C A, siendo B la o-dlgebra de Borel.
2. p(A) = mf{u(U) : U abierto , A C U}, lo que se conoce como regularidad exterior.
3. p(A) = sup{u(K) : K compacto , K C A}, lo que se conoce como regularidad interior.

Proposicién 22. La medida de Lebesgue m en R es reqular.

Demostracion. Ya sabemos que B C L. Para la regularidad exterior, sabemos que:

m(A) = inf {Z(bj —a;): Ac|J(ay, bj]}

Sea A € Ly e > 0. Ponemos el cubrimiento A C (J;(a;,b;] con > (b; — a;) < m(A) + €. Sea
U= Uj (aj,b; + 57), que es un abierto que recubre a A y verifica que:

> €
m(U) < Z;(bj —a; + 27) < m(A) + 2
j:

De donde sigue que inf 4y m(U) < m(A). La otra desigualdad es inmediata porque A C U.

Para la regularidad, interior, supongamos inicialmente que A es acotado, es decir, A C [-N, N].
Consideramos A’ = [N, N]\ A. Repetimos lo anterior para obtener un U D A’ abierto con m(U) <
M(A’) + e. Entonces, K = [-N,N]\ U es un compacto con K C A y verifica que m(K) < m(A) =
m([—N, N]) — m(A") < m([-N,N]) —m(U) + € = m(K) + ¢, luego basta con tomar supremo a ambos
lados.

Si A no es acotado, se aplica el resultado a Ay = [-N, N|N Ay se usa que m(A) = A}l’m m(A,). O

—00

Asimismo, todas las medidas de Lebesgue-Stieltjes son regulares, con un argumento similar.

La medida de contar en R, es decir, u(A) = card(A) si A es finito, y u(A) = oo si es infini-
to, no es regular. Por ejemplo, u({0}) = 0 pero todo abierto que contiene al 0 es infinito, luego
1/nf{O}CU,U abierto ,U'(U) = o0.

Teorema 9. La medida de Lebesgue m sobre el conjunto L es invariante por traslaciones y dilataciones.

Demostracién. Tomamos E € £, r € R\ {0}, zo € R, y queremos ver que m(rE + z) = r(m(E)).
Vamos a ver que de hecho m*, la medida exterior, es invariante por traslaciones y dilataciones, luego en
particular m lo es. Esto, a su vez, sigue de la invarianza de m sobre la clase recubridora de conjuntos
(a,b], dado que m((ra,rb]) =rb—ra =r-m((a,b]), y andlogo para la traslacion. O

Teorema 10. Si f : [a,b] — R acotada es integrable de Riemann, entonces es integrable de Lebesgue y:

b
/ flz)dx = fdm
a [a,b]

Demostracién. Vn € N, hay una particién P, de [a,b] con Us(P,) — Lf(P,) < 1. Podemos suponerlas
ademds encadenadas: P; C Py C ..., dado que si no se tuviese Pp C Pry1, reemplazamos Pjy1 por
Pr+1 U Pk, que al ser mas fina, reduce la diferencia entre suma superior e inferior. Por cada particion, se
definen:

sn(x) = Z i?ff X1,

I;€P,,

Su(@) = 3 supfxs,

I,eP, 1
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Obsérvese que son simples y que f[a p) Sndm = L (Pn), f[a p) Sndm = Us(Pr). Sea g(z) = lim s,(x)
’ ’ n—o00
y G(z) = lim S, (z). Ambas existen porque fijado el z, la sucesién s, (z) crece y estd acotada por f(z),
n—oo

y la S, (x) decrece y estd acotada también por f(z). La monotonia viene gracias a haber tomado las
particiones crecientes. Se tiene entonces que g < f < G, y ademas:

S|

/ (G — g)dm < / (Sp — sn)dm =Uy(Pn) — L (Py) <
la,b] la,b]

De donde sigue que f[a . (G—g)dm = 0. Como G — g > 0, esto supone que G = g en casi todo punto,
y como g < f < G, entonces G = g = f en casi todo punto.
Entonces, f[a p fdm = f[a p 9dm = lim f[a p Sndm = lm Ly(Py) = f: fdz, donde hemos usado el
) ) n—oo ’ n— 00

teorema de convergencia monétona dado que las s, — ¢g de manera creciente, y hemos acabado. O
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5. Producto de medidas

El objetivo es, dados dos espacios de medida, definir la medida en el producto.

Definiciéon 32. Sean (X, A, u) e (Y,B,v) dos espacios de medida. Dado A € Ay B € B, se define el
rectangulo medible A x B.

El objetivo es construir una o-algebra producto A ® B que contenga a estos rectangulos medibles, y
una manera de medirlos, es decir, u X v una medida producto, tal que ademas en todo rectangulo medible
se tenga pu X V(A x B) = u(A)v(B).

Por ejemplo, en R? definiremos m x m, el producto de las medidas de Lebesgue, que se conoce como
medida de Lebesgue de R? y busca generalizar el concepto de drea. Asimismo podra hacerse en R™.

Proposiciéon 23. La interseccion de una cantidad numerable rectdngulos medibles sigue siendo un rec-
tangulo medible.

Demostraciéon. Si {Ay,}nen C A, {Bn}nen C B, entonces (A, X Bp, =) An X (B y cada uno de
esos factores estd en su respectiva o-dlgebra. O

Proposiciéon 24. La union de un nimero finito de rectangulos medibles puede expresarse como union
disjunta y finita de rectdngulos medibles.

Demostracién. Dados dos rectdngulos A x By A’ x B’, veamos que su diferencia consiste en 3 rectén-
gulos medibles disjuntos: (A x B)\ (A’ x B') = (A\A") x (B\ B YW(ANA")x (B\B")W(A\A")x (BNB’).
Ahora aplicamos induccién en el nimero de rectangulos. Si solo hay uno, la proposicién es evidente.

Suponiendo que el teorema se cumple para n — 1 rectingulos, si tenemos Ry,..., R, n rectangulos
medibles, tenemos que U? R; = 711_1 R,UR, = Lﬂ’ln G;j U R,, y aplicamos la idea previa para obtener
que Y"G;UR, = Lﬂ;nzl G\ R, W R, y basta ahora con poner cada G; \ R,, como la unién disjunta de
los 3 rectangulos vistos al inicio. O

Definicién 33. Sean (X, A, ) e (Y,B,v) dos espacios de medida. Se define la o-algebra producto
A ® B como la generada por los rectdngulos medibles. Es decir, es ({A x B: A C A, B C B}).

Proposicién 25. La familia 1y = {U;VZI(A]» X Bj),A; € A, Bj € B} es un dlgebra.
Demostracion. Sigue de las proposiciones 23 y 24. O
Definicién 34. En la familia 11, definida anteriormente, se define p(L-ij;.vzl(Aj X Bj)) = Z?Zl w(A;)v(Bj).
Véase que esta definicién es posible gracias a la proposicién 24.
Proposiciéon 26. La p definida previamente estd bien definida y es una premedida en 1.

Demostracién. Basta con demostrar que si tenemos un rectdngulo A x B = |4 jeN A; x Bj, entonces
p(A x B) = >, u(A;)v(B;). De ahf seguird inmediatamente la o-aditividad, y que estd bien definida.
Tenemos que xaxp(z,y) = >_; xA; X Bj(x,y), es decir, que xa(z)xs(x) = >_; xa,(z)x5,(y). Ahora
integramos respecto de x, fijado el y, y se obtiene que: pu(A4)xp(y) = Zj p(A;)x B, (y). Hemos podido
escribir que la suma de integrales es la integral de la suma (posiblemente numerable) gracias a que todas
las funciones son no negativas, luego utilizamos el teorema de convergencia mondtona. Repetimos lo
mismo integrando respecto de la y, y sigue que p(A)v(B) = 3_; u(A;)v(B;). O

Definicién 35. Por el teorema de Carathéodory I1, podemos extender p a una medida completa p*
sobre la o-algebra IIj;. Como Il contenia a los rectdngulos medibles, entonces A ® B C IIj. Se define la
medida producto y X v := p*| s0B5-
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Se define sobre A ® B puesto que es mas comodo de manejar, aunque esto viene con la desventaja de
no garantizar que la medida producto sea completa en ese espacio.

Definicién 36. Dados n espacios de medida (X, A;,du;) con 1 < j < n, poniendo Il el dlgebra dada
por uniones finitas de rectangulos R = A; x --- x A,, con cada A; € A;, y p definida de la misma manera
que anteriormente, se aplica el teorema de Carathéodory II para obtener una medida completa p*, IIj
que da lugar a la medida producto du; X -+ X dpy, = p*la, 004, -

Si las p; son o-finitas, pueden obtenerse los productos generalizados por induccién, es decir, por
ejemplo: duy X dug X dus = (dur X dpe) X dus = dpy X (dps X dus).

5.1. Teoremas de Tonelli y Fubini

Definiciéon 37. Sea E C X x Y. Definimos las secciones de F como sigue: siz € X, E, = {y €Y :
(x,y) e E},ysiyeY,el Y ={x € X : (z,y) € E}.

Definicién 38. Dada f : X x Y — R, definimos las funciones f, : ¥ = R, fY : X — R, dadas por
faly) = fU(2) = f(z,y).

Proposicién 27. Sean (X, A, 1), (Y, B,v) espacios con medida. Si E € AQB, y tomamosx € X,y €Y,
se tiene que E, € B, EY € A.

Demostracion. Consideramos R = {F C X x y : Va,y, E, € B,EY € A}. Se tiene que R contiene
a los rectdngulos A x B, dado que todas las secciones de estos rectangulos son A, B o vacias. Ademads,
R es o-algebra. Esto se sigue de observar que, para uniones numerables, ((JFE;). = J(E;)s, y también
(E;)¢ = (E);. Por lo tanto A ® B C R, y queda demostrada la proposicién. O

Proposicién 28. Sean (X, A, pn), (Y, B,v) espacios con medida. Si f : X XY — R es A® B-medible, se
tiene que f, es B-medible y fY es A-medible, cualesquiera sean z € X, y € Y.

Demostracién. Obsérvese que (f,) "1 ([a,b]) = [~ ([a,]). = {y € Y : f(z,y) € [a,b]}. Por tanto, como
f es medible, f~1([a,b]) € A® B, de tal manera que su seccién f~1([a,b]), € B, luego (f.)"*([a,b]) € B
y hemos acabado. Andlogo para fY. O

Observacion 19. Dadas medidas p, v finitas, si hay un F C X que no es p-medible, y G C Y es un
conjunto v-medible con v(G) = 0, se tiene que F x G C X X Gy como (u x v)(X x G) = p(X)v(G) =0,
si el producto fuese completo, F' x G serfa medible, pero entonces su seccién (F' x G)Y, para algin g € G,
es F' que no es medible, en contradicciéon con lo anterior. De aqui se deduce que la medida producto puede
no ser completa.

Definiciéon 39. La familia C C P(X x Y') se dice que es una clase monétona si es cerrada por uniones
crecientes e intersecciones decrecientes, numerables. Es decir, que si {E;} C C verifica By C Ey C ...,
entonces | JE; €C,ysi EF;1 D Ey D ..., entonces [ E; € C.

Lema 3. Silly C P(X xXY) es un dlgebra, y Iy C C una clase mondtona, entonces la o-dlgebra generada
verifica o(Ily) C C.

Demostracion. Es facil verificar que la interseccién de clases mondtonas sigue siendo clase monotona.
Asi, podemos definir la menor clase monétona que contiene a Ilp, digamos Cy, como la interseccién de
todas las que la contienen. Asi, se tiene que Iy C Cy C C. Para concluir, basta con demostrar que Cy es
un o-algebra, y de hecho, basta con ver que es un algebra, puesto que toda algebra cerrada por uniones
crecientes numerables es un o-algebra.

Dado A € Cy, ponemos Co(A) = {B € Cyp : AU B, (AU B)¢ € C}. El objetivo es ver entonces que
no solo Cyp(A) C Cp sino que vale la igualdad. Observamos que B € Cy(A) <= A € Cyo(B), y puede
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comprobarse que Cy(A) es también una clase mondtona. Asimismo si A € Iy, IIy C Co(A). Entonces, por
las dos observaciones anteriores, Cy(A4) = Cy VA € Tlj.

Es decir, VB € Cy y A € I, tenemos que B € Cy(A) luego A € Cy(B), es decir, IIy C Co(B) y por
tanto Cy C Co(B) al ser Cp la menor clase monétona que contiene a Ily. Entonces sigue que Co = Co(B)
VB € Cy. Se concluye entonces que si A, B € Cy, se tiene que A, B € Co(B) y por tanto AUB y (AU B)*
pertenecen a Cqy y si se pone B = A, A también, y por tanto Cy es dlgebra. O

Teorema 11 (Tonelli-Fubini). Sean (X, A, ) e (Y,B,v) dos espacios de medida o-finitos.

1. (Tonelli) Si f : X xY — R es A® B-medible y no negativa, las funciones g : x — fY fzdv y
h:y— fX f¥du son medibles y se verifica:

/Xxyfd(,uXI/):/ngu:/Yhdu.
/Xxyfduxz/ //fxdud,u //f”d,udl/

2. (Fubini) Si f : X xY — R es integrable (f € L'(uxv)), es decir, [y |f|(dpx dv) < oo, se tiene
que las funciones g : x — fY fzdv y h 1y — fX f¥du son integrables respecto de sus medidas en
casi todo punto, y se cumple de nuevo:

/Xxyfduxv //fxdudu //fydudu

Demostracion. En primer lugar, sea E C A® B. Vamos a probar el teorema de Tonelli para f = xg, en
cuyo caso [y fodv = v(E,) y también [ fYdu = p(EY), luego la expresion se convierte en (p x v)(E) =
Jxwy fd(p xv) = [ v(Ey)dp = [, p(EY)dv. Para demostrarlo:

FEs decir:

= Si p, v son finitas, ponemos C = {FE € A® B : F verifica el resultado}. Es decir, F € C < x —
v(E,), y — p(EY) son medibles, y se tiene (u x v)(E) = [y v(E,)du = [, p(EY)dv. En primer
lugar, C contiene a los rectdngulos medibles, puesto que si E = A x B, entonces (u x v)(E) =
M(A)U(B) y como B, =B <= x € A, y si no es vacio, se tiene que la integral a considerar es:
J4v(B)dp = p(A)v(B), luego se verifica efectivamente.

A51mlsm07 por aditividad, C contiene al dlgebra Il de uniones disjuntas finitas de rectdngulos
medibles. Se afirma asimismo que C es una clase mondtona, de donde se seguira, por el lema previo,
que A® B = C. Para verlo, sean {E;} C C crecientes y F = [J E;. Sabemos que [, u(EY)dv =
(1 x v)(Ey). Si escribimos @,L(Y) = u(EY), que ¢, (Y) — p(EY) utilizando que la medlda de la
unién de conjuntos crecientes es el limite de las medidas. Utilizando el teorema de la convergencia
monétona, se pasa al limite para ver que [, u(EY)dp = nh;rréo(/i x v)(E,) = (u x v)(E), donde se
ha vuelto a usar el resultado sobre limite de medidas de conjuntos crecientes. Se hace analogo para
las z-secciones, y, por tanto, £ € C.

El mismo argumento sigue para una familia decreciente, usando el teorema de convergencia mono-
nona para funciones decrecientes, que sigue de que las integrales sean finitas porque las medidas
son finitas. Por tanto, hemos acabado con este caso.
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= Si p,v no son finitas, pero son o-finitas (recordemos que se pide esto en el teorema), es decir
X =UX,, Y =UY, v u(Xn),v(Y,) < co. Podemos asumir los X,, y los Y,, crecientes, con el
procedimiento habitual (si no lo son, los reemplazamos por las uniones parciales). Tomamos E €
A® B. Definimos F,, = EN (X, xY,,), y aplicamos la parte previa del teorema para establecer que
Jx V(En)edp = [y p(EY)dv = (u x v)(E,). Se aplica ahora el teorema de convergencia monétona
para obtener el resultado para E, viendo que E =J E,,.

Esto demuestra el teorema de Tonelli para funciones caracteristicas. Ahora demostraremos el caso
general. Como el resultado se tiene para combinaciones lineales de caracteristicas (por linealidad en suma
y producto por escalar en la integral), se tiene también para funciones simples no negativas. Ahora, si
f >0 es A® B-medible, tomamos una sucesién s,, de funciones simples medibles crecientes con s,, — f
puntualmente.

Escribimos [y snd(u x v) = [y [y sndvdp, que sabemos que se tiene, y se tiene por el teorema
de convergencia mondtona que, como fy Spdv — fy fdv de manera creciente (también por convergencia
mondétona), se sigue que Jim Jxwy snd(p x v) = Jim Jx Jy sndvdp = [ [y fdvdp. Ahora se utiliza

el teorema de convergencia mondtona para la medida producto, para ver que lim [ oy Snd(p X v) =
n—oQ

Jxwy fd(p x v), y se concluye la prueba.
Para el teorema de Fubini, basta con poner f = f+— f~, aplicar Tonelli a f* y f~, y usar la linealidad
de la integral al ser las funciones en cuestion integrables. O
Un anélogo para espacios completos:

Teorema 12. Sean (X, A, u), (Y, B,v) dos espacios de medida completos y o-finitos. Sea (X XY, A& B, \)
la compleccion de (X x Y, A® B,y x v). Si f es A\-medibles y f > 0, o bien f € LY()\), se tiene que f,
es B-medible en v-casi todo punto, fY es A-medible en p-casi todo punto, las funciones r — fY fzdv,
Yy — fX f¥du son medibles y se tiene:

| si= [ [ pavau= [ [ rrdpa

La idea de la demostracion es que al ser A la complecciéon de p x v, dada un f que es A-medible va
a haber una f que coincide con f en A-casi todo punto y que es p x v-medible, y se puede aplicar el
teorema previo a la f.

5.2. La medida de Lebesgue en R"

Definicién 40. Consideramos n copias del espacio (R, £, m) de medida de Lebesgue. Sea (R*", L& -+ ®
L,m, =m X --- xm) el espacio producto. La medida m,, ya se vio que no es completa. Por ejemplo si
A mide 0 y B es no medible, el A x B C A x R deberia ser medible, pero A x B no lo es por ser una de
sus secciones B, que no es medible.

Definimos la medida de Lebesgue en R", m,, como la extensiéon de Carathéodory de m,, que
coincide con su compleccion al ser o-finita. La o-algebra resultante se denota L,, y se denomina conjuntos
lebesgue-medibles de R™.

Si empezamos con rectdngulos usuales (productos exclusivamente de intervalos), en lugar de todos
los rectdngulos medibles, y llevamos a cabo todo el mismo procedimiento (con la premedida dada por el
producto de las longitudes de cada intervalo), por unicidad se termina en la misma medida.

Proposiciéon 29. Todo abierto de R™ es una unién numerable de cubos de lados paralelos a los ejes
(intervalos usuales, es decir, productos cartesianos de intervalos) casi disjuntos (es decir, de interiores
disjuntos).
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Demostracién. Consideramos cubos de la forma I7 x - - - X I, que verifican |I;| = 27F y los vértices de la
forma (m127%, me272 ..., m,27%), con los my,...,m, € Z. Estos los denominaremos cubos diadicos
de orden k y la familia de ellos se denotard por DF. Observemos que si @, @’ son cubos diddicos, o bien
son disjuntos, o bien solo se intersecan como mucho en su frontera (no en su interior). Asimismo, recubren
todo R™ (de hecho, solo los de D* lo hacen, fijado el K, colocdndolos de forma adyacente). Para terminar,
solo tenemos que ver que todo abierto U es unién de cubos diddicos, porque hay una cantidad numerable
de ellos. Obsérvese que si x € U, hay un cubo diaddico Q con x € @ C U. Esto es asi porque tomando
B(xz,8) C U, elegimos 27% < %, y podemos tomar Q € D* con z € Q (dado que cubren R"), y siy € Q,

|z —y| < 27F\/n < 6 luego Q C U como queriamos.

Asi, Q. C U y ademés U C |J Q. porque hay un @, por cada z. La familia es en realidad numerable,
como hemos observado antes, y basta con ir uno por uno eliminando aquellos que se contengan en alguno
de los anteriores, para asegurar que son todos casi disjuntos. O

Proposicién 30. Se tiene que VA € L,, puede ponerse m,(A) = inf{3 772, [R;| :+ A C U Ry}, siendo
los R; rectdngulos auténticos (cubos). Asimismo, m, es regular, es decir, m,(A) = inf{m,(C) : A C
C,C abierto} y my(A) =sup{m,(K): K C A, K compacto}.

Lo primero sigue de usar como premedida el tamano de los cubos, como se apunté previamente. Lo
segundo se demuestra analogo a R, con el lema previo.

Teorema 13. Si A C L,, y z9 € R", entonces xg + A € L, y mn(A + o) = m,(A). Asimismo, si
f:R™ — R es medible Lebesgue, no negativa o integrable, se tiene que fRn f(zo+x)dm, = fRn f(z)dm,,.

Demostracion. La primera parte sigue de la proposicién previa, puesto que al desplazar los rectangulos
no cambia su tamafio y pasan a cubrir al conjunto desplazado, y entonces su infimo tampoco cambia. La
segunda parte se deduce para funciones simples utilizando la primera, y de ahi se extiende facilmente a
todas. O

Proposiciéon 31. Si f : R™ — R es medible de Lebesgue, hay una g : R™ — R medible Borel que coincide
con [ en casi todo punto.

Demostracién. Si A € L,,, hay borelianos B, C tales que B C A C C con m,(C\ B) =0.Si f >0,
es porque hay s, : R® — R simples que convergen a f, y lo inico que hay que hacer es reemplazar la
Sn POr 3, que es borel medible, sustituyendo los soportes A; de s, por el C; tal que B; C A; C Cj,
borel medible. Solo difieren en los C; \ A; que miden 0. Denotamos E a todo este conjunto donde difiere.
Definimos ahora la g(x) = nh_}n;o Sp = nh—>H<>lo S5, =fen E° yg(x)=0en E, ges de Borel, y coincide con f
en casi todo punto (E¢). Para el caso de funciones integrables, no necesariamente positivas, hacemos el

reemplazo en sus componentes no negativas f,f~, y usamos que la resta de dos funciones borel-medibles
es borel-medible. O

Teorema 14. Si T : R — R es lineal y detT # 0, entonces si A € L, entonces T(A) € L, y
mp(T(A)) = | det T|my,(A4).

Asimismo, si f : R® — R es medible de Lebesque, no negativa o integrable, se tiene que f ol es
medible de Lebesque y:

/ fdmn, = |detT| [ F(0(@))dm
n R?L

Demostracion. Vamos a demostrar la segunda parte, puesto que la primera sigue de aplicar la segunda
a x4. Primero lo demostraremos para una f medible Borel. Como T es lineal, e invertible, manda la
o-algebra de Borel en si misma luego f o T es medible Borel. Obsérvese que si la formula es valida para
T y S, también lo es para T o S, dado que aplicandola paso a paso sigue finalmente que fRn fdm, =
|det T'|| det S| [5,. f(T(S(x)))dmy, y como |det TS| = |detT||det S|, vale la formula. Por tanto basta
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con probar el teorema solo para aplicaciones lineales elementales, dado que toda aplicacién lineal se
descompone en producto de ellas. Lo ilustramos para n = 2. Consideramos la aplicaciéon elemental
(z,y) = (z,az +y), que es una elemental. Por Fubini o Tonelli, segtin corresponda:

//W f(z,az + y)dm = //f(x,ax+y)dydx = //f(x,y)dyd:r = //]R2 f(z,y)dm

Donde se hace el cambio de variables para una integral. El resto de aplicaciones elementales pueden
comprobarse manualmente de forma sencilla. Asi, se obtiene el resultado para funciones de Borel, y el
primer punto para conjuntos de Borel, puesto que se aplica el resultado para xa(T(z)) = XT—l(A)(x).
Ahora, dado un medible de Lebesgue cualquiera A, tomamos los conjuntos borel B € A C C con
m(C'\ B) =0, luego T(B) C T(A) C T(C) y m(T(C)\T(B)) = m(T(C \ B)) = 0 por la primera parte
del teorema, y por tanto T'(A) es medible Lebesgue.

Para terminar de ver la segunda parte, dada una f > 0, medible Lebesgue, sustituimos la f por f
manteniendo solo los valores en B, de tal modo que f es medible borel y solo cambia en un conjunto de
medida 0. Analogamente si f es integrable. O

Como corolario, si ¢ # 0, entonces [ f(cz)dm, = ﬁ [ f(x)dm,,.

6. Medidas inducidas

Definicién 41. Sean (X, A), (Y,B) dos espacios medibles. Se dice que ¢ : X — Y es medible si
¢ Y(B) € A, VB € B.

Definicién 42. Sea (X, A, ) un espacio de medida y (Y, B) un espacio medible. Se define la medida
inducida por una funcién medible ¢ como u,(B) = u(¢~1(B)) para B € B.

Es inmediato comprobar que se tienen las propiedades.

Teorema 15. FEn el conterto anterior, se tiene que para un f medible en Y, no negativa o integrable
respecto de [i,, se tiene:

Lfdu¢=/)<f(w($))du

Demostracion. Si f = xp para un B € B, sigue directamente de la definicién porque xpop = x,-1(B)-
Por tanto, sigue también para funciones simples. Para funciones no negativas se aplica con convergencia
mondétona tomando una sucesién creciente de simples que converja a la funcién, y para integrables se
aplica por separado a fTy f~. O

Teorema 16. Sea 2 C R™ abierto y ¢ : 2 — R™ un difeomorfismo regular, es decir, ¢ € C*(S), biyectiva,
y ademds J(x) = det Df(x) # 0 en todo x € Q. Entonces, sabemos del teorema de la funcién inversa
que:

1. o(Q) es un abierto en R™.
2. o7t o(Q) = Q werifica ot € CHp(Q)).
Se tiene entonces que, dada f : p(2) = R, medible de Lebesgue y no negativa o integrable, se tiene:
[ twiny) = [ fe@)|g @ldmo)
() Q2

Es decir, que st du(z) = |J(x)|dm(x), se tiene que du,(y) = dm(y), o lo que es lo mismo, que
w(A) = [, |T (z)|dm(z) si AC Q.
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Demostracién. Vamos a comenzar viendo que si ) es un cubo (usual) cerrado en €2, entonces m,, (¢(Q)) <
fQ |T|dmy,(x). En lo que sigue, las normas son ||-||, es decir, ||z|| = max|z;|, y si A € R"*", |A]| =
max 14zl

Sea C' = méxzeq{||De(z)| , | Dy(z)~*||}, que existe por continuidad y ser @ compacto. Definimos
fi(t) = @j(z + tu) para los x y u tales que =,z + u € Q. Del teorema de valor medio sabemos que
fi(1) = £;(0) + fJ’»(fj) con 0 < ¢&; <1, de tal modo que, usando la regla de la cadena:

o0?

"9
iz +u) = p;(x) + Z aTCkgoj(x + u&;)u
k=1

que, tras aplicarlo en todas las j, lo podemos abreviar como p(z + u) = ¢(z) + D(z,u)u. Por ser
¢ € CHQ) y ser Q compacto, se tiene que la funcién Dp(x) es absolutamente continua, y por tanto
si € > 0, se tiene un 6 > 0 tal que si ||ul| < 4, entonces HD(m,u) - Dcp(:c)H < &, puesto que D(z,u)
tiene como cada una de sus entradas a a%kapj(x + &u), que es un desplazamiento menor que § porque
[€ull < flull <é. ~

Denotamos D = D(x,u) y D = Dy(x). Entonces sigue ahora que ¢(z + u) = p(z) + Du = () +
Du+ (D — D)u = p(x) + D[u+ D~Y(D — D)u]. Si ponemos @, = {x € R" : ||z|| < §} al cubo de lado 2§
centrado en el origen, vemos que si 61 < § y u € Q5,, se verifica:

[ut D7D = Dya|| < Jull + [ D]+ ||(D = Dya|| < Jull (14 €5) = @+ ) ul

De tal modo que en ese caso:

p(z+u) € p(z) + [(1 + €)Dp(2)] Qs,

Si ahora dividimos el cubo @ en k™ cubos casi disjuntos @’ de lado 20; < 26, y denotamos por z7 el
centro de @7, es decir, de tal modo que @7 — 27 = Qs,, lo que se tiene es, aplicando el resultado previo
para centro x; y todos los u € Qs,, que:

P(Q) C @(a’) + (1 + ) Dp(a?) (@’ — 27)

Es decir, la imagen de ese cubo estd contenida en un paralelepipedo con centro la imagen del centro
del cubo. Por tanto:

mn (p(Q%)) < | T (27)|(1 + €)"mn(Q7)
Sumando todos los cubos:

X8

Ma(p(Q)) < (L+ 6" Y | T (27)|[mn (@)

j=1

Pasando al limite k — oo:

ma((Q)) < (1 +€)" /Q T (@)|dmn

Y como € es arbitrario se sigue la desigualdad buscada. Ahora podemos probar el teorema principal.
Para ello empezaremos viendo que f«P(Q) fdm < [,(fog)(x)|T (z)|dm. Pongamos primero que f(y) =

xa para A C () medible. Sea B = ¢~ !(A). Entonces lo que hay que probar es que m(p(B)) =
fB |J|ldm. Si B es un cubo, por todo lo visto hasta ahora se verifica. Si B es acotado, es decir, tal que
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B C U para cierto abierto, sabemos que existe una sucesiéon de abiertos U D Uy D Uy D --- D B tales
que m(B) = lim m(U,) por regularidad exterior. Entonces puede aplicarse el teorema de convergencia
n—oo

monoétona, usando ademas que los abiertos pueden ponerse como unién numerable de cubos casi dsijuntos
(ya visto anteriormente):

m(p(B)) = lim m(U,) < lim |JT|dm = lim / | T Ixv, (z)dm :/ |T|dx
k—o0 k—oc0 Us, k—oo Jir B

Para la ultima igualdad se usa el teorema de convergencia mondtona en sucesiones decrecientes, y que
Xu, — XB- Ahora, si B no es acotado, podemos poner B = |J,, (B N Q,) para una sucesién de cubos
{Q.} casi disjuntos que recubren R", y entonces la desigualdad buscada se obtiene para B, aplicando
convergencia monotona y el resultado para cada B N @, que es acotado.

Ahora que se ha probado la desigualdad para funciones simples, se aplica el teorema de convergencia
mondtona para obtenerlo en cualquier f no negativa, con la sucesién creciente de funciones simples que
converge a f. Para la desigualdad inversa, basta con aplicar la que ya tenemos a o1 : p(Q) — Q, y a la

funci6n g(z) = (1 0 0)(2)|T (2)]:
op)(x)|T(x)| = dm < ot Tp—1 = dm
Jueo@awi=[ gams [ goeigwi= [ 1w

Y entonces si f > 0 vale la igualdad al tener las dos desigualdades. Finalmente, si f € L' (o(Q),dm),
escribimos f = f* — f~ como es habitual, aplicamos el resultado a cada f¥,f~ > 0 no negativa, y
restamos los resultados. O
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7. Teorema de Radon-Nikodym

Definicién 43. Sean v, u dos medidas definidas sobre la misma o-dlgebra A. Se dice que v es absoluta-
mente continua con respecto a p, y se denota v << p, si VE € A, se tiene u(E) =0 = v(E) =0.

Por ejemplo, si g € L' (1), g > 0, la medida v = gdu dada por v(A) = [, gdu es absolutamente
continua respecto de p.

Proposicién 32. Siv es finita, y v << u, se tiene que Ve > 0, 36 > 0 tal que E € A,u(E) < § =
v(E) <e.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir que e > 0 tal que Vn € N, hay FE, € A con

w(Ey,) < QL pero v(E) > e. Se denota F,, = U, Ex, y F = () F,, de tal manera que F = limsup E}.

Por tanto Fy D Fy D ..., de tal forma que u(F) < p(F,) < Y02 u(Ex) = > ope, 35 = zoet, luego

u(F) = 0. Por otro lado, al ser v finita y los F,, decrecientes, se tiene: v(F) = lim v(F,) > ¢, al tener
n—oQ

todos los E,, medida v mayor que e. Por tanto, v(F') # 0, lo que es una contradiccion. O
Definicién 44. Una funcién v : A — [—00, 00| sobre un o-dlgebra A es una medida con signo si:
1. v(@) =0

2. VAe A, v(A) < 0o o bien VA € A, v(A) > —oo. Es decir, no puede haber dos conjuntos, uno con
medida infinita positiva y otro con medida infinita negativa.

3. vl en An) = D en V(An).

Por ejemplo, dadas dos medidas sobre A, al menos una de ellas finita, su resta es una medida con
signo.

Definicién 45. Sea v una medida con signo en A y sea B € A un conjunto medible. Se dice que B es
positivo si v(BN E) > 0 para todo F € A. Andlogamente se define B nulo y B negativo.

Teorema 17 (Descomposicion de Hahn-Jordan). Sea v una medida con signo sobre el o-dlgebra A C
P(X). Entonces, AP, N € A disjuntos, con X = PW N, y tales que P es positivo y N es negativo.

Asimismo, si se define vt(A) =v(ANP) yv (A) =v(ANN), con A € A, entonces vt y —v~ son
medidas, y v =vt —v~.

Definicién 46. En el contexto del teorema anterior, v+ y v~ se definen como las variaciones positivas
y negativas de v, y [v| = v + v~ es la variacién total.

Definicién 47. Dadas dos medidas v, 1 en el o-dlgebra A sobre X, se dice que son mutuamente
singulares, y se denota v | u, si 3JA,B€ Acon ANB=0, AUB= X,y u(B)=v(4)=0.

Por ejemplo, en la descomposicién de Jordan, se tiene que v+ L v~

Definicién 48. Sea p una medida positiva, y v una medida con signo. Se dice que v es absolutamente
continua respecto de p si VB € A, se tiene u(B) =0 — v(B) = 0.

Esfacil ver que v << p <= v <<pyv <<p < |v|<<p,quev L pv<<py = v=0,y
quev Ly <= vt Lu vo Lpu

Lema 4. Si v y p son medidas finitas en A, entonces o bien v L u, o bien Je > 0, E € A, tal que
w(E) >0 yv(B) >eu(B) si BCE. Es decir, E es positivo para v — €p.
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Demostracién. Para cada n € N, se tiene v,, = v — %u, que es una medida con signo. Se aplica la
descomposicién de Hahn-Jordan a esta medida, para obtener los P,,N,. Ponemos P = |JP, y N =
X\ P =[\N,. De esta manera, X = PW N. Como N C N,, se tiene que v(A) — 1;(A) <0, VA C N
y ¥n € N. En particular, v(N) < 1u(N) y por lo tanto v(N) = 0, al ser y finita y pasando al limite. Si
w(P) = 0 hemos acabado porque p y v entonces son mutuamente singulares. Si, por otro lado, u(P) > 0,
se tiene que p(P,,) > 0 para cierto ng (de lo contrario, por subaditividad se tendria pu(P) = 0). Por lo
tanto, basta con poner £ = P, y € = n—lo O

Teorema 18 (Radon-Nikodym). Sea p una medida o-finita, y v una medida finita con signo, ambas
definidas sobre el o-dlgebra A C P(X). Entonces v = A+ p, donde X\ y p son medidas finitas con signo,
AL, p<<p. Ademds Ify € L' (1) con dp = fodu. Es decir: v = X+ fodu, con X L u. La funcién fo
se denomina derivada de Radon-Nikodym de v respecto de i, y se escribe fo = g—:.

Demostracién. Puede suponerse que v es también positiva, porque si no consideramos v+ y v~ de
la descomposicién de Jordan por separado y después restamos ambas expresiones de Radon-Nikodym.
Asimismo, puede suponerse que p es finita, dado que si no, se representa X = 4 X, con u(X,,) < oo, se
aplica el resultado a las medidas restringidas a cada trozo X,,, y luego se juntan los resultados. Definimos
la familia 7 = {f : X — [0,00] medible : [, fdu < v(E) VE € A}. Es decir, f € F <= dv — fdu
es positiva. Primero veamos que si f,g € F, entonces h := mix(f,g) € F. Ya sabemos que es medible,
y ademas si denotamos D = f > g, que es medible, entonces [, hdp = [}, hdp + fE\D hdp < v(E N
D) 4+ v(E\ D) = v(E). Sea entonces a = sup{ [y fdu : f € F}. Como todas esas integrales estin
acotadas superiormente por v(X), se tiene a < oo. Escogemos {f,} C F con [y fndp — a, y ponemos
gn = max{fi,..., fn}. Por lo visto anteriormente, g, € F, y ademds son crecientes, y [, gndp — a.
Definimos fo(z) = nl;ngo gn (). Por convergencia monétona se tiene que [ fodu = a, y asimismo es facil
verificar que fy € F usando también la convergencia mondtona.

Definimos d\ = dv — fodu. Como fo € F, se tiene entonces que A es una medida (no negativa), y por
definicién dv = dX\ + fodu. Ya solo queda por ver que dA L du. Si no fuese asi, por el lema previo, habria
EcAye>0conA(E) >0y E es positivo para d\ —edu. Es decir, que dA—expdu = dv— (fo+exe)dp
es una medida positiva en X, pero entonces fy + exg € F, lo cual es una contradiccién puesto que
J(fo+exe)dp =a+ eu(E) > a, que era el supremo. O
Observacion 20 (Descomposiciéon Radon-Nikodym de medidas finitas de Borel). Sea p una medida finita
de Borel en R. Sean {t,} C R todos los puntos de R con u({t,}) > 0. Solo es una cantidad numerable,
o si no la medida no serfa finita. Sea T' = (Jt,,. Entonces p = x7u + xg\74- Ponemos xru = 4, que es
una medida discreta, y xr\7i = pe la parte continua.

Por Radon-Nikodym aplicado a p. y dm, se tiene u. = ps + pqac, siendo pg la parte singular con
respecto a m, con ps L dm, y pe. << m, la parte absolutamente continua con .. = fdm para cierta
f > 0 integrable.

Asi, podemos poner p = g + fbs + fac-

Definiciéon 49. Sea (¢,d) C R un intervalo finito o infinito y F' : (¢,d) — R. Se dice que es absoluta-
mente continua si Ve > 034 > 0 tal que si se particiona el intervalo en subintervalos (ay,bx) C (¢, d)
con y, (bp —ax) < 0, entonces Y |F(by) — F(ax)| < €.

Teorema 19. Sea (¢,d) C R finito o infinito, F : (¢,d) = R y zo € (¢,d). Son equivalentes:
1. F es absolutamente continua.
2. F(z) = F(xg) + f;o f(t)dt donde f € L*((c,d), m).
3. F es diferenciable en casi todo punto de (c,d), F' € L*((¢,d),m) y F(x) = F(xo) + f;o F'dt.

En ese caso, F' = %, la derivada de Radon-Nikodym.
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