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Acerca de este documento

Estos apuntes son una versién revisada de los de la asignatura Célculo I del grado en matematicas,
tomados en Enero 2018 por Miguel Gonzélez. La asignatura fue impartida por Kazaros Kazarian. A los
apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves parrafos explicativos en
las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

= Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:

= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Calculo I

En esta asignatura se presenta la pieza clave del andlisis real: el concepto de limite. Con él, se adquiere
la capacidad de pensar en el continuo de nimeros que conforman los reales. Esta capacidad de razonar con
conjuntos de niimeros en los que hay infinidad de elementos entre dos distintos cualesquiera, por cercanos
que sean, resulta crucial a lo largo de la formacién matematica. Tras ello, se introducen las derivadas y las
integrales, potentes herramientas que, pese a existir por motivos iniciales diferentes, acaban estrechamente
conectadas con el resultado principal del temario: el teorema fundamental del cdlculo.

Requisitos previos

1. Nociones elementales de notacién matemética.
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1. Los numeros reales

El conjunto de los nimeros reales se denota por R. Se trata de los ntimeros que informalmente
entendemos como nidmeros con decimales, y su construccién rigurosa conlleva ideas avanzadas que superan
el nivel de esta asignatura. Por el momento, basta con saber que en R se definen dos operaciones que se
denominan adicién (A(z,y), con z,y € R, denotado en adelante = + y) y multiplicacién (M (z,y), con
x,y € R, denotado en adelante x - y o zy). Es decir:

= A:RxR—R
= M:RxR—R

1.1. Propiedades de las aplicaciones de adicion y multiplicacion
Estas aplicaciones cumplen las siguientes propiedades:
1. Va,b € R,a + b = b+ a (Conmutativa de la adicién)
2. Va,b,c € R, (a+b) + c=a+ (b+ c) (Asociativa de la adicién)

310 e R t.q. Va € R, a + 0 = a (Elemento neutro de la adicién)

L

Va € R, I(—a) € R t.q. a + (—a) = 0 (Inverso aditivo)?

o

Va,b € R, ab = ba (Conmutativa de la multiplicacién)
Va,b,c € R, (ad) - ¢ = a(be) (Asociativa de la multiplicacién)
A1 eR t.q. Va € R, a- 1 = a (Elemento neutro de la multiplicacién)

Va#0€R,Ja "t €R t.q. a-a~t =1 (Inverso multiplicativo)?

© »® N2

Va,b,c € R,a(b+ ¢) = ab + ac (Distributiva de la multiplicacién respecto de la adicién)

Que dotan a R de lo que se conoce como estructura de cuerpo. Unicamente de estas propiedades se
deducen facilmente (ejercicio) los siguientes resultados conocidos:
Proposiciéon 1. Siz,a € R y x4+ a = a, entoncesx =0. Siz,b € R, b# 0 y b =b, entonces x = 1.

Proposicién 2. Sia,beR ya+b=0, entoncesb= —a. Sia,b€R, yab=1, entonces b=a"".

Proposicién 3. Va,b € R, si a +x = b, entonces Iz = b —a. Va,b € R, sia # 0 y axr = b, entonces
A =ba~ 1.

Proposicién 4. Va € R, a-0=0, —(—a) = a, (—1)a = —a. Ademds, (—1)(—1) = 1.

1.2. Propiedades de orden de los reales

En R se tiene una relacién de orden (ver més en los apuntes de Conjuntos y Nidmeros) a la que
estamos acostumbrados, y se denota por <. Rigurosamente, podemos entender que a < b siempre que
b — a pertenezca a un conjunto especial, P; conocido como reales positivos. Este, por definicién, verifica
las siguientes propiedades:

1De ahora en adelante, a + (—b) se denotard a — b directamente.
20tra manera de denotar a~! es 1/a
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1. 3P C R, P # 0, t.q Ya € R, se cumple exactamente una de estas condiciones: o a € P, 0 —a € P, 0
a = 0. (Tricotomia)

2. a,be P = a+be P (P es cerrado respecto a la adicion)

3. a,be P = ab e P (P es cerrado respecto a la multiplicacion)

La notacién empleada para denotar el orden entre dos elementos, entonces, es la siguiente:
ma>bsia—-beP

ma<bsib—aeP

ma>bsia>boa=>b(Esdecir,sia—be PU{0})

s a<bsia<boa=>b (Esdeci,sib—aec PU{0})

A partir de estas propiedades, y con esta notacién, pueden deducirse (ejercicio) los siguientes resul-
tados:

Proposicién 5. Sia>byb>c,a>c.

Proposiciéon 6. Sia,b e R, o biena>b, oa<b, oa=>0.

Proposicion 7. a >bANa<b = a=5b

Proposicién 8. Sia € R ya#0, a-a>0. Por tanto, 1 >0

Proposiciéon 9. Sia,b,c,d,e e R, a>b yc>d, entonces:a+e>b+e, a+c>b+d.

Proposicién 10. Sia >byc >0, ac>bc. Sia>byc<0,ac<bc. Sia>0,a'>0.Sia<0,
a”t <0.

Proposicién 11. Sia <b,a+a <a+b<b+b. Portanto, si0<b, 0 <b<b+b.
Teorema 1. Sea a > 0. Si Ve > 0, € > a, entonces a = 0.
Teorema 2. Sean a,b € R. SiVe >0, a — e < b, entonces a < b.

Estos dos ultimos resultados son muy tutiles al demostrar proposiciones més elaboradas en analisis.

1.3. Propiedad de completitud, supremo e infimo

La propiedad fundamental que distingue a R de otros cuerpos como Q es la conocida como com-
pletitud, que sigue también de su definicién. Aunque por el momento no expliquemos dicha definicién,
conviene entender esta propiedad, que afecta a los siguientes conceptos:

Definicién 1. Sea E C R, E # ). Si A € R cumple que Ve € E, e < A, entonces A es cota superior de
E. Si existe dicha cota, F estd acotado superiormente.

Definicién 2. Sea E C R, E # (). Si B € R cumple que Ve € E, ¢ > B, entonces B es cota inferior de
E. Si existe dicha cota, E estd acotado inferiormente.

Si un conjunto E C R esta acotado superior e inferiormente, se dice que esta acotado.

Definicién 3. Sea E C R, E # (). Se dice que S € R es supremo de E si S es cota superior de E, y
ademas, Ve > 0, Ja. € F t.q. a. > S—e. Es decir, S es supremo de E si es la minima de sus cotas superiores
(puesto que sin importar la cantidad que restemos a dicho supremo, deja de ser cota superior). El supremo
es tnico, es decir, de haber dos supremos de un conjunto, Sy y Sa, entonces, S; = Sy (ejercicio). Si S € E,
se denomina también maximo.
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Definicién 4. Sea E C R, E # (). Se dice que I € R es infimo de E si I es cota inferior de E, y ademds,
Ve > 0, Ja. € E t.q. a. < I + . Es decir, I es infimo de E si es la mdxima de sus cotas inferiores( puesto
que sin importar la cantidad que anadamos a dicho {nfimo, deja de ser cota inferior). El infimo es tnico,
es decir, de haber dos infimos de un conjunto, I e I5, entonces, I = I (ejercicio). Si I € E, se denomina
también minimo.

La propiedad de completitud, también llamada propiedad del supremo, que cumple el conjunto
R, es la siguiente:

Si ECR, F+#(y E esta acotado superiormente, entonces existe el supremo de FE.

Proposicién 12. Si ECR,E # 0, y E estd acotado inferiormente, entonces existe inf(E).

Para demostrarlo, basta con considerar el conjunto F = —F = {—z : © € E}, y es facil probar que F
estd acotado superiormente, luego tiene supremo. De ahi es facil llegar a que infEl = —supF'.

1.4. Propiedades de los naturales

Aunque el objeto de estudio sea R, necesitamos conocer resultados fundamentales de N, sobre todo
para el estudio de sucesiones, que son asociaciones entre N y R.

Teorema 3. El conjunto N no estd acotado superiormente.

Demostracion. Supongamos que N C R esta acotado superiormente. Entonces, 3supN = «. Por la
definicién de supremo, a« > n Vn € N, y Ve > 0 dn € N tal que n > a — €. Considerando ¢ = 1, entonces
dn; € Ntalqueny > a—1—n; +1 > a, pero n; +1 € N al ser el sucesor de un natural, luego se
contradice la definicién de supremo. O

Teorema 4 (Teorema de Arquimedes). Vo € R, In, € N tal que n, > x.

Demostracion. Supongamos que Jz € R tal que Vn € N, x > n. Entonces x serfa cota superior de N,
contradiciendo el teorema anterior. O

Proposicién 13. Ve > 0, In. € N tal que % < eVn > n..

Demostracién. Basta con probar que Ve > 0, I3n. € N tal que ni < €, ya que todos los valores naturales
c
superiores a n,. hardn la fraccién menor atin. Consideremos el caso particular del teorema de Arquimedes
1

x = ¢. Entonces dn. € N tal que n, > %, de donde se deduce lo que se queria. O

Proposicion 14. Sea x > 0. Entonces, 3m € N tal que m —1 < x <m

Demostracién. Considerando el conjunto A = {n € N : n > z}, sabemos que es no vacio por el
teorema de Arquimedes. El minimo de este conjunto, que existe por ser N un conjunto bien ordenado,
y que denotaremos m, es el valor buscado, ya que m — 1 no estard en el conjunto (o m no seria el
minimo). O

Teorema 5 (Principio de induccién). Sea I CN. Si se cumplel € [ y (keI = k+1¢€ 1), entonces
I=N.

Demostracién. Supongamos que I # N y sea a = min N\I, que existe por ser no vacio y tratarse de
naturales. Por hipdtesis, a > 1, luego a—1 € N y al ser ¢ minimo, se tiene ademés a —1 € I, pero entonces
segtn las condiciones del teorema ha de darse que (a — 1) + 1 = a € I, contradiciendo que a ¢ I. O
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Teorema 6 (Desigualdad de Bernoulli). Six > —1, entonces (x +1)" > 1+ nx Vn € N.

Demostracién. Usamos el principio de inducciéon de la manera habitual, es decir, siendo I el conjunto
de naturales n para los que se verifica esa desigualdad. Claramente 1 lo hace: (z+1)! = z+1=12-1+1. Si
suponemos que k lo hace, entonces (z+1)**! = (z+1)(z+1)* > (z+1)(1+ k) = 1+ (k+1) -z +k-22 >

1+ (k+1) -, completando la induccién. Obsérvese que es crucial que > —1, de otro modo no puede
garantizarse que (z + 1)(z + 1)* > (z + 1)(1 + nz) (dado que depende del signo de (x + 1)¥). O

1.5. La recta real

Es una representacién visual de los ntimeros reales, en la que a cada punto de la recta corresponde
un real. Se fijan el 0 y el 1 en la recta (convencionalmente, el segundo a la derecha del primero). Ahora,
cualquier entero se puede representar llevando la distancia del 0 al 1 sucesivas veces. También se pueden
representar racionales e irracionales, teniendo en cuenta que un ntmero a la derecha de otro es mayor
que él.

1.5.1. Notacion de intervalos

Con frecuencia se utiliza la nocién de intervalo. Los intervalos no son mas que estos conjuntos, dados
a,beR, a<b:

v (a,b) ={reR:a<z<b}
v (a,b] ={zeR:a<z<b}
v [a,b) ={zeR:a<z<b}
v (a0 ={zeR:a<xz<b}
(—00,b) = {zeR:z <b}
" (ag,0) ={xeR:a<x}
(—00,b] = {z €eR:xz <b}

" [a,00) ={zxeR:a<zx}

1.6. Densidad de Q en R

Una idea fundamental y de gran utilidad es que Q es denso en R, es decir, para dos z,y € R, z # vy,
entonces Jr € Q tal que r estd entre x e y. (x S r < y). Dicho de otra manera, entre dos reales cua-
lesquiera hay un racional, de tal modo que los racionales abundan entre los reales (si atendemos a este
criterio).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer z < y. Observemos que tampoco se
pierde generalidad al suponer 0 < x < y, dado que si z < 0 < y, como 0 € Q, no hay nada que probar;
y si ¢ < y < 0, basta con probar que la proposicién se cumple para 0 < —y < —z, puesto el r que se
obtenga entre —y y —x, cambiado de signo, estard entre x e y.

Comenzamos por el caso 0 = x < y. Por el lema 13, sabemos que In € N tal que 1/n < y y queda
demostrado.

Ahora demostraremos el caso 0 < = < y. Por el teorema de arquimedes, In € N tal que y%m < n.
Multiplicando por el positivo y — x: ny — nx > 1. Obsérvese que la distancia entre ny y nx es mayor que
1. Ahora, por el lema 14, I3m € N tal que m — 1 < ny < m. Vamos a analizar por separado los dos casos:
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= Sim—1=ny < m, entonces, por la observacién que hemos realizado anteriormente, nz < m—2 <
ny, luego = < msz < y vy queda demostrado.

= Sim—1 < ny < m, entonces, por la observacién que hemos realizado anteriormente, nx < m—1 <
ny, luego = < mTfl < y vy queda demostrado.

O

1.7. Valor absoluto
x, sixz>0

Sea x € R. Se define el valor absoluto de = como |z| = { )
—x, siz <0

1.7.1. Propiedades del valor absoluto
Las siguientes propiedades del valor absoluto pueden verificarse facilmente de la definicion:
1. || =0siy solosiz=0.
2. jz|>0Vz eR

—la] <@ <l

=~ W

Sia>0, —a <z <a,entonces |z| <a

5. la+b| < |a| + |b|. Esta es la desigualdad triangular.

Demostracién. Ya sabemos que —|a| < a < |a| y —[b] < b < |b|, entonces, —(|a|] + |b]) < a+b <
la| + |b]. Aplicando la propiedad anterior, |a + b| < |a| + |b].

6. [laf —[b]] < |a —b].

Demostracién. Como |z| = |z —y + y| < |z — y| + |y|, y entonces |z| — |y| < |z — y|. Pero como
|z —y| = |y — x|, podemos intercambiar sin problema x e y en esa expresion. Asi, ||z] —|y|| < |z —y|.
7. Se define la distancia entre a y b es |a — bl = |b — al.
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2. Sucesiones y limites.

Una sucesién es una aplicacion de N sobre R, es decir: a : N — R. Se suele denotar de diferentes
maneras: {a,}>2,, a, {a, : n € N} ... Ejemplos de sucesiones son a,, = k (fijado k € R), que seria una
sucesién constante, o bien a,, = 1/n. Algunas sucesiones tienen limite.

2.1. Limite de una sucesién

A continuacién presentamos el concepto de limite. La idea es establecer un valor al cual la sucesién se
acerca conforme avanzamos en ella. Este concepto requiere una definicién rigurosa que evite ambigiiedades:

Definicién 5. Se dice que la sucesién {a,}32 tiene limite igual a [ € R si Ve > 0, Ing € N tal

que |l — an| < € Vn > ng. Se denota lim a,, = [.
n—oo

Informalmente, se puede entender como: no importa lo pequefia que sea la distancia de [ a la que
nos queramos acercar (¢), siempre va a haber un punto en la sucesién (ng) a partir del que todos los
elementos de la misma estan a menos de esa distancia.

2.1.1. Ejemplos de limites

s Limite de la sucesién constante a,, = C (C € R): lim a, = C.

n— oo
Demostracién. Ve > 0,3ng = 1 tal que |a, — C| < € ¥n > ng. En efecto, |C —C| =0 <e. O
= Limite de la sucesién b, = 1/n. lim b, =0.
n—oo
Demostracién. Tenemos que probar que Ve > 0,3ng tal que |2 — 0] = |1| = 1 < €,Vn > ny. Esto se
cumple de acuerdo con la proposicién 1.4.13. O

Un resultado importante pero intuitivo es que si una sucesion tiene limite, sus valores han de estar
acotados (no pueden aumentar en tamano indefinidamente), dado que cuando n crece, los valores se
aproximan a dicho limite:

Proposicién 15. Sea {a,}22, t.q. 3 lim a, = A. Entonces IM > 0 t.q. |a,| < M Vn € N. Es decir, si
n— oo
la sucesion tiene limite, estd acotada superiormente por M e inferiormente por —M.
Demostracion. Tomemos un € > 0 fijo, por ejemplo €y, y observemos que, de acuerdo a la definicién de
limite, IN t.q. |an,—A| < €9 ¥n > N. Entonces, todos estos a,, se encuentran en el intervalo (A—ep, A+€p).
En términos absolutos, esta parte de la sucesién se halla acotada por max(|A — egl, |A + €o|) = My, es

decir, para cualquiera de estos términos, |a,| < My. Los N términos restantes se tratan de una sucesién
finita, luego estd acotada® de esta manera por Mj. Asf pues, IM = max(My, M7).

2.2. Propiedades de limites

Se tienen las siguientes propiedades bésicas e intuitivas de limites, cuya demostraciéon no se incluye
pero es asequible a partir de la definicién:

» lim c-a, =c- lim a,,
n— oo n— o0

3Vamos a probar este hecho. Consideramos los n primeros términos de {an}22 ;. Entonces, existe otra sucesién {b,}22 |

tal que Vj € N,1 < j < n, |aj| < b;. Simplemente basta tomar b; = |a;|4 1. El maximo término de b, es la cota en cuestion.
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« lim a, +b,= lim a, + lim b,
n—oo n—o0 n—o0

« lim a, b, = lim a, - lim b,

n—oo n—oo n—oo
« lim a,/b, = hm an/ hm by, si hm b, #0
n—oo

Otra idea importante es qué ocurre cuando una sucesiéon consiste en el producto de dos términos,
uno de los cuales se hace arbitrariamente pequetio (tiende a 0). Un intento erréneo es afirmar que dicha
sucesion ha de hacerse también arbitrariamente pequena, puesto que el otro término podria contrarrestar
facilmente el decrecimiento del primero, pero basta con que esté acotado (no crezca indefinidamente) para
que el conjunto tienda a cero:

Proposicién 16. Sean {a,}, {bn,} CR t.q. lim a, =0y |b,| < M Vn € N (es decir, {b,} estd acotada,).
n—oo
Entonces 4 lim a,, - b, = 0.
n—oo

Demostracién. Sabemos que Ve > 0, 3N = n(e) t.q. |an| < €Vn > N. Vamos a considerar N1 = n(=).
Entonces, Ve > 0,IN; = ni(e) = n(57) t-q. |an| < 57 ¥ > N1 = |an| - M < € = |ay||by| <
|an|oM<e:>|an~bn|<eVn>N1 O
Observacion 1. lim a, = A < lim (a, —A4) =0

n—oo n— oo

(Esto es trivial por la definicién de limite. Véase que aplicindola a ambos casos se alcanza la misma
expresion)

Proposicién 17. Sea {a,}52; C R tal que a, > 0 Vn € N, y ademds 3 lim a,, = A. Entonces A > 0.
n— 00

(Y en general, para cualquier valor en lugar de 0)

Demostracién. Supdéngase que A < 0. Ademads, por la definicién de limite, Ve > 03N t.q. |a, — A| <€

Vn > N. En particular, si € = |A|/2 (por ejemplo): AN t.q. |a, — A] < % Vn > N. Ahora bien, se
ha supuesto A negativo y como sabemos que cualquier a,, es positivo: a, — A < % = a,+ 4| <
I—’gl — ap < ‘A‘ alcanzando una contradiccién. O

Un resultado muy util para comprobar el limite de sucesiones es el siguiente:

Teorema 7 (Teorema de compresion). Supongamos tres sucesiones {an}, {bn},{cn}, tales que a, < b, <
¢n Yn > N para algin N, y ademds 3 lim a,, =3 lim ¢, = A. Entonces 3 hm b, =A

n—oo n— oo

Demostracién. Vamos a demostrar que se cumple Vn € N, ya que es lo mismo puesto que equivale a
eliminar los primeros ng términos de las tres sucesiones, dejando el limite inalterado.

Considerando las siguientes sucesiones v, = ¢, — a, ¥ Bn = by, — ayp, estd claro que 0 < 3, < v,.
Ademas, es evidente que 3 hrn vn» = 0. Basta probar que 3 hm B = 0, ya que entonces 0 = hm b, —

A = A= lim b,. Por la deﬁmclon de limite, Ve > 0,dN = n( ) t.q. ¥ < € Vn > N. Ahora blen, esto
n—oo
equivale a que AN =n(e) t.q. B < <€ = B, <eVn > N. O

2.2.1. Aplicaciones del teorema de compresién

En esta subsecciéon comprobaremos algunos limites ttiles aplicando el resultado de compresion.
En primer lugar, vamos a comprobar que h’m " =0si0<qg<1.

a+1 q" = (a+1) . Debido

< ﬁ' Esta claro que nli)néo —— =0y que 711Ln500 =0, de

Sabemos que 1/q > 1, luego o = (1/¢q) — 1 > O Como 1/g =a+1,q=
a la desigualdad de Bernoulli, 0 < ¢" <

na+1
modo que lim ¢"™ = 0. Obsérvese que aqui la idea ha sido acotar superiormente la sucesién por otra que
n—oo

10
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tiende a 0 que ya conociamos. La tnica dificultad es encontrar la técnica que nos permite establecer esa
cota (en este caso, una desigualdad conocida).

Ahora vamos a comprobar que lim cn =1VYe> 0.
n—oo

Esta claro que si ¢ =1, lim 1 = lfm 1=1.
n—oo n—oo

Sic > 1, entonces* ¢'/™ > 1. Entonces ¢'/™ = 14 3, donde 3, > 0. ¢ = (¢!/™)* = (B, +1)" > nB,+1,
de donde % > Bn > 0, luego, por el teorema de compresion, 711320 Br = 0, asi que dado que 5, = ¢, — 1,
entonces lim cw = 1.
n—oo
1%
c

Sic< 1, % > 1 asi que por lo visto anteriormente Iim

n—oo

= 1. Es facil deducir aplicando las

propiedades de los limites que lim cn = 1.
n—oo

Proposicién 18. lim a, = A = lim |a,| = |A].
n—oo n— oo
Demostracion. Por la definicién de limite, Ve > 03Ny t.q. |a, — A| < € ¥n > Ny. Pero entonces, por
la propiedad de los valores absolutos, 3Ny t.q. ||an| — |A|| < |an — 4| < € ¥n > Ny, es decir, tal que
[lan| — |A]] < € Vn > Ny. Esta es la definicién del limite que se buscaba probar. O
Asimismo, si la sucesién tiende a 0 en tamafno, entonces también ha de hacerlo teniendo en cuenta el
signo. Esto no ocurre si el tamano tiende a un valor a > 0, puesto que la sucesién adquirira valores cercanos
a a 0 —a, pero no podemos asegurar cudl de los dos. Esta equivalencia se recoge en esta proposicion:
Proposicién 19. lim a, =0 < lim |a,| =0.
n—oo n—oo
Demostracion. El sentido = sigue del resultado anterior. Vamos a probar el sentido <= . Sabemos
que Ve > 03Ny t.q. ||an|| < € ¥n > Ny. Pero ||ay|| = |ay,|, alcanzando la definicién del limite que se queria
probar. O

Proposicién 20. Sea {a,} una sucesion real, a, > 0 y 3 lim a, = A, entonces 3 lim /a, = VA. Es
n—oo n—oo

decir lim a,, = lim \/a,.
’ n—oo n n—oo n

Fracid . ‘ _ _ . . L . lan—A|
Demostracién. Basta probar que nh_}rrgo [v/@n \/Z| = 0 Puesto que esto es igual a nh_{rgo Nt pero

ese limite vale 0 porque sabemos que lim |a,, — A| =0 y el resto de la expresién estd acotado por 1.
n—oo

Proposicién 21. Sea {a,} la sucesion de término general a, = n». lim a, = 1.
n—oo

Demostracién. Sea §,, una sucesién tal que a,, = d,, + 1. Observemos que §,, > 0 Vn € N, pues, de otro
n )
modo, n% <1 = n < 1, lo cual no es cierto. Entonces, n = (1+6,)" = 3. (")6,". Puesto que todos
i=0

1=

los sumandos son positivos, n > %52 Entonces, 0 < §2 < %, luego lim 62 =0 = lim §, =0,
n—oo n—roo

de donde lim a, = lim (4, +1) =1. O
n—oo n—oo
Este ultimo limite muestra como el crecimiento de n y el decrecimiento de elevar a % se contrarrestan
para dar lugar a un acercamiento al 1. Otro caso de esto es el crecimiento de elevar a n y el decrecimiento
de (1+ 1), cuya combinacién se acerca a un valor importantisimo en el resto del célculo que se denomina
n/’?

numero e.

4Vamos a probarlo por reduccién al absurdo. Si cl/n < 1, como (cl/")" = ¢, al multiplicar n veces un nimero menor o
igual que 1 vamos a tener que ¢ < 1
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Proposicién 22. Sea {a,} la sucesion de término general a, = (1+ 1)". {a,} es mondtona creciente
y acotada superiormente, de modo que 3 lim a,. Este limite se denotard por e.

n—oo
n 1 1 11 1
s . . . _ n _ n
Demostracion. Aplicando el teorema del binomio, tenemos que a,, = 2:0 (2 ) S5,y queangy = Z‘f) ( ) )m

1= 1=

Vamos a comprobar que cualquier término del primer sumatorio es menor o igual que su correspondiente
i—1

n! 1 (n+1)! 1 n! 1 (n+1)! 1 n—j

del segundo. Esto €s, que il(n—i)!n* — il(n+1—14)! (n+1)? == (n—i)! n? < (n+1—14)! (n+1)? == HO n <

j:

i-1 ‘
11 ":}r;] , v podemos comprobar que esto es cierto viendo que cada término del primer productorio es
=0

2

menor que el correspondiente del segundo: % < % = n?—j—jn+n<n’+n—jn = j>0.

Asi, se tiene que a, < an41 en general, es decir, la sucesién es creciente.

- n n n
Ahora comprobaremos que, como a, = > (?)% <> % <1414+ 2%1 <1+1+41 <3, demodo
j i=0 i=2
que estd acotada® por 3. O
El hecho de que una sucesién creciente y acotada superiormente tenga limite se explorara en la
siguiente seccion.

7=

2.3. Sucesiones mondtonas

Definicién 6. Se dice que una sucesion {a, } es creciente si Vn € N, a,, < a,,41. (Estrictamente creciente
si la desigualdad es estricta)

Se dice que una sucesién {a,} es decreciente si Vn € N, a,, > a,41. (Estrictamente decreciente si la
desigualdad es estricta)

Se puede determinar si una sucesion es creciente, por ejemplo, comprobando que a, 11 —a, > 0, 0 que
GZ—:l > 1. Esas desigualdades deben ser estrictas si la sucesién es estrictamente creciente, y en sentido
contrario si es decreciente.

Las sucesiones monétonas no tienen muchas alternativas: o bien sus valores se agrandan (o empe-
queniecen) indefinidamente, escapando hasta +o0o, o bien se frenan y no superan cierto valor, al cual
tienden:

Proposicién 23. Sea {a,} una sucesion creciente y acotada superiormente. Entonces, 3 lim a, =
n— oo

sup(ay), donde a, es el conjunto de elementos de la sucesion.

Demostracién. Vamos a ver que por la definicién de supremo, Ve > 0,3IN € N t.q. ay > sup(a,) — €.
Como la sucesién es creciente, a,, > ay ¥n > N. Entonces Ve > 0,3N € N t.q. a,, > sup(a,)—¢, Vn > N.
Esa desigualdad se puede reescribir como € > sup(a,) —a,, y como por definicién sup(a,) > a,, podemos
escribir € > |a, — sup(a,)|, llegando a que se cumple la definicién del limite que querfamos probar. O

Proposicién 24. Sea {a,} una sucesion decreciente y acotada inferiormente. Entonces, 3 lim a, =
n—oo

inf(ay), donde ay,, es el conjunto de elementos de la sucesidn.
La demostracién es andloga a la anterior.
Lema 1 (Borel). Sea [an,by] una sucesion de intervalos cerrados encajados, es decir, que cumplen

[@nt1,bnt1] C [an,bn] VR € N. Si lim (b, — an) =0, entonces Iz € [ap,b,] Vn € N.

Se puede demostrar considerando las sucesiones de los extremos de esos intervalos, {a,} y {bn}, v
observando que son monotonas y acotadas cada una por el primer elemento de la otra, luego tienen limite.
Después se puede ver que dicho limite es el mismo a causa de la condicién del lema.

5Para este desarrollo es importante notar (se puede probar por induccién) que n! > 271 ¥n > 2.
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2.4. Subsucesiones

En esta seccién se tratan las subsucesiones, que son nuevas sucesiones formadas escogiendo ciertos
elementos de otras (no todos).

Definicién 7. Sea {nj}jqozl CNtg l1<n <n <...<n; <njp < ... una sucesion de indices
creciente.
Sea una sucesiéon: {a,}°2 ;. La sucesién {a,}32, obtenida escogiendo inicamente los indices especi-
n=1 iJj=1
ficados por n; es una subsucesién de la misma.

Proposicién 25. 3 lim a, = A <= V{a,,},3 lim a,; = A. Es decir, el limite de una sucesion existe
n—o0o j—o0

sty solo si existe dicho limite en cualquier subsucesion suya, y tiene el mismo valor en ambos casos.

La demostracién no es dificil a través de la definicion.

Un ejemplo més fuerte es probar el limite para subsucesiones que particionan el espacio de indices. Por
ejemplo, si la sucesién de indices pares e impares tienden al mismo valor, entonces la sucesién completa
también:

Proposicién 26. Sea {a,} una sucesion real. Si3 lim a9, = L, y 3 lim ag,y1 = L, entonces 3
n—oo n—oo
L.

lim a, =
n—roo

Demostracién. Tenemos que Ve > 0, Ing t.q. |az,—L| < € Vn > ng y que Ve > 0, Ing t.q. |agnt1—L| < €
Vn > np. Para cualquier e, elegido m como el mayor de 2ny y 2ny + 1, se tiene |a, — L| < e Vn >m

2.4.1. Teorema de Bolzano-Weierstrass

A continuacion se presenta un resultado de grandisima utilidad que sirve para demostrar la existencia
de sucesiones convergentes en ciertos casos. Si tenemos una sucesién que estd acotada, es decir, que sus
valores no escapan de cierto intervalo [—M, M|, parece intuitivo afirmar que debe converger a algin valor.
No obstante, esto no es cierto: la sucesion puede tomar valores dispersos a lo largo del intervalo sin ir a
parar eventualmente a ningtin punto. Lo que afirma el teorema de Bolzano-Weirstrass es que algunos de
estos valores, al no tener espacio ilimitado para extenderse en la recta real, deben constituir una sucesién
convergente.

Teorema 8. Sea {an};2; C R una sucesion acotada. Entonces, 3{n;}32, con 1 <nj3 <np <...<n; <
njp1 < ... tal que 3 lim a,, = Ag
n— oo

Demostracién. Tenemos que IM > 0 t.q. Vn € N, |a,,| < M, es decir, a,, € [-M, M] = [c1, d;]. Ahora,
dividimos el intervalo en dos partes iguales. Una de ellas, que llamaremos [c2,d3], cumple que tiene
infinitos términos® de a,, y es evidente que |[ca, ds]| = 3|[c1,d1]|. Escojamos n; tal que a,, € [c1,d1].
Esto lo podemos hacer puesto que ahi hay infinitos términos.

Ahora, podemos repetir el proceso con el intervalo nuevo. Al dividirlo en dos partes iguales y tomar
la de infinitos términos, que llamaremos [c3, d3], tenemos que |[cs, ds]| = %|[c1,d1]|, y podemos escoger
ny tal que a,, € [c3,ds], y ademds con na > ny, porque al disponer de infinitos términos con infinitos
indices distintos a elegir en [c3, d3], alguno ha de ser mayor que n;.

Repitiendo continuamente estos pasos, vamos obteniendo intervalos [c;,d;] tales que |[c;,d;]| =

Qj—l,l\[cl,dlﬂ, y Jj términos nq,ng,...,n; tales que n1 < ny < ... < n;. La subsucesién que se pue-
de construir con este procedimiento es {a,,}, que cumple que a,, € [c;,d;]. Observemos ademés que
[ej,dj] € lej—1,d;-1], ¥y que nh_}rrgo 7=t |[c1, d1]| = 0. Entonces, de acuerdo al lema de Borel, 3 Aq € [c;,d;]

Vj € N. Esto equivale a decir que 3 lim ¢; = 3 lim d; = Ag. Pero como a,; € [¢;,d;], ¢; < an,; < dj, de
n—oo n—oo

modo que por el teorema de compresién, 3 lim a,, = Ao. O
n—oo

SEvidentemente existe tal intervalo, puesto que si ambos tuviesen términos finitos, la sucesién serfa finita
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2.5. Criterio de Cauchy

Otra idea interesante de explorar es qué ocurre con las sucesiones cuyos términos se acercan arbitra-
riamente entre ellos. Lo que parece intuitivo es que si una sucesiéon converge a un limite L, sus términos
se acercan a dicho valor y por tanto lo hacen también entre ellos. Por otro lado, si los términos de una
situacién se juntan indefinidamente entre si, resulta que puede establecerse un valor limite al que tienden.
Esta tultima propiedad se conoce como completitud, y R goza de ella, pero otros espacios no necesa-
riamente. El nombre completitud proviene del hecho de que en otros espacios, y para algunas sucesiones
problemdticas, el supuesto valor limite al que parecen pegarse los términos al acercarse unos a otros, no
existe dentro de ese espacio. Dicho espacio es, por tanto, incompleto.

Teorema 9. Sea {a,}52; una sucesién en R. Entonces, 3 lim a, <= Ve > 0,IN = N(e) t.q.

n—oo
lan, — am| < € Ym,n > N. Una sucesién que cumple esta sequnda parte se denomina sucesion de

Cauchy, luego en R equivale ser de Cauchy y converger.

Demostracién. Para demostrar el sentido = , basta ver que si 3 nh—>H;o an, = A, entonces Ve > 0,4N =
N(e) t.q. |ap —A| < € Vn > N. Veamos que si tomamos N1 = N (€¢/2), tenemos que Ve > 0,3IN; = N(¢/2)
t.q. |an — A| < €/2 ¥n > Ny, es decir que |ap, — A —am + A| < |ap — Al + |am — A < €/2+€/2 < €
Vm,n > Ni, llegando a lo que se queria.

Ahora se probard el sentido <= . Puesto que tenemos que Ve > 0,3IN = N(e) t.q. |an — am| < €
VYm,n > N, podemos tomar un ¢y arbitrario, por ejemplo, ¢g = 1, tal que |a, — ann| < 1 Vm,n > N. Si
tomamos m arbitrario, por ejemplo m = N + 1, la expresién se reduce a |a, —ant+1| <1Vn > N, o, lo
que es lo mismo, ay4+1 — 1 < a, < any41 + 1, de modo que Vn > N la sucesién estd acotada. Para los NV
términos restantes también existe una cota, puesto que hay un ntimero finito de ellos. Esta cota se puede
escribir como My = méx({|a,| : » < N}). La cota de los otros infinitos términos serd My, y el méximo
de ambos serd la cota global.

Ahora que tenemos que {a,} es acotada, podemos aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass, obte-
niendo que H{nj}j@:l conl <ng <ny <...<n; <njp <. tal que Hnlbm ap; = = Ay, es decir, que
Ve > 0,3Ns = Na(e) t.q. |an; — Ao| < € ¥n > Ny Queremos probar que 3 hm a, = Ap, es decir, que
Ve > 0,3N; = Ni(e) t.q. |a, — Ao| < € Vn > Nj. Ahora bien, hagamos N1( ) = N(e/2). Sabemos que
lan, — Ao| = |an —Qn;, +an;, — Aol < an — n,, |+ |anj0 Ap|. Si tomamos jj tal que jo > Na(e/2), y tal
que nj, > N(e/2), lo que podemos, puesto que hay infinitos j y n;, siendo ambas sucesiones crecientes,
llegamos a que |a, — Ao| < |an — an,, | + |an;, — Aol < €/2+ €/2 = ¢, como querfamos probar. (La
desigualdad en el primer sumando, porque la sucesién es de Cauchy, y la del segundo, por la existencia
de limite en la subsucesién) O

2.6. Sucesion divergente

Una sucesion no converge (es divergente) si y solo si no es de Cauchy. Por tanto:

Proposicién 27. Si Jeg > 0 t.q. VN € N, Im,n > N tales que |an, — am| > €o, la sucesion {a,} es
divergente.

Esto también se puede expresar como {an, }721,{an, }32, tales que |a,, —an,| > €.

Finalmente trataremos el concepto de converger a infinito, que se define simplemente como el hecho
de hacerse arbitrariamente grande:

Definicién 8. Se dice que lim b, = 400 si VA >0, AN = N(¢) t.q. b, > A Vn > N.
n—oo

Definicién 9. Se dice que h;m b, = —00 si VA > 0, IN = N(§) t.q. b, < —A Vn > N.
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En ambos casos, la sucesion es divergente (puesto que no estd acotada).

1

Proposicién 28. Sea {b,} C R una sucesion tal que lim |b,| = +oo. Entonces, 3 lim — = 0.
n—00 n—o0 b,

Demostracién. Como YA > 0, AN = N(0) t.q. |b,| > A Vn > N, si tomamos N; = N(1/¢), entonces
|bn| > 1/€ Vn > N, luego |1/b, — 0] < €, como se queria probar.

2.7. Sucesiones recurrentes

Son aquellas {¢,}52, en las que Cpy1 = f(Cy,Cy, ..., Cy). Por ejemplo, Cy = 1, C), = v/3C,,. Para
hallar su limite, lo usual es demostrar que existe de alguna manera (por ejemplo, observando su monotonia

y si estdn acotadas) y luego tener en cuenta las propiedades de los limites y que lim a,i.,, = lm a,.
n—oo n—oo
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3. Series numeéricas

En esta seccién se estudian las series, que son el resultado de sumar los infinitos términos que com-
ponen una sucesion.

o0

Sea {a,}22; una sucesién. Podemos considerar entonces la serie numérica 3" a,, es decir, la suma
n=1

de todos los términos de la sucesién. Para asignar un valor real concreto a esta expresion, se define el

concepto de suma parcial.

k
Definicién 10. Sea Sy =aj +as + ... + ap = > a;. Sk se denomina suma parcial de a,,.
i=1
o0

Definicién 11. Se dice que la serie > a, es convergente cuando 3 hm Sk € R, es decir, cuando la
n=1

sucesion de sumas parciales es convergente. Entonces, Z an = hm Sk.
n=1

Si la sucesién {Si} diverge (no tiene limite), entonces Z a, es divergente y no tiene un valor
n=1
asignado.

o0
con 0 < ¢ < 1. (O lo que es lo mismo, Zq":l—l%),

Por ejemplo, la serie Z q" q, 7

n=0 n=1
k
Efectivamente, S, = ¢° +¢' + q2 4o 4gh = % (Expresién para una suma geométrica de razén ¢

y término inicial 1, que puede obtenerse facilmente multiplicando la suma por ¢ y despejando). Entonces,
k

. lim
podemos obtener hm Sy = hm (l—lq - 1‘%1) = 1qu - ’Hl‘fq , dado que 1 — ¢ es constante. Sabemos del
apartado 2.2.1 que hmq =0con 0 < ¢q <1, luego hm Skf— Zq
o0
Esta serie resulta de gran utilidad. Por ejemplo, ahora podemos saber que > 2% = 1E T =2
2

n=0

3.1. Propiedades de series

Como las series son limites, podemos trasladar inmediatamente estas dos propiedades de los limites a
las series:

Mg
||

- Zon

3
Il
—

’I’L

118
MS

(an +bn) = i;

1

1

3
Il

n

La demostracién sigue directamente de las propiedades de los limites. Al igual que estas, deben
interpretarse como: ”si convergen las series del segundo miembro de la igualdad (las de a,, y by,), entonces
también converge la del primer miembro y sabemos su valor”. No obstante, es posible que la serie del
primer miembro converja y se puedan obtener dos series cuya suma sea | la primera, sin que converja

ninguna de estas. Por ejemplo, Z n —n converge y vale 0, pero Z ny Z —n No convergen.
n=1 n=1 n=1
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3.2. Ciriterio de Cauchy para series

Sabemos que una serie converge si y solo si 3 lim Si. De acuerdo a la completitud de R y el criterio
n—oo

de Cauchy, entonces, una serie converge si y solo si Ve > 0, IN = N(e) t.q. |Sm — Snl <€, Vm,n > N.
Observemos que si suponemos sin pérdida de generalidad que n > m (puesto que en caso contrario
basta con renombrar n y m), entonces S, — S;, = @m+1 + Gma2 + ... + a,. Entonces, el criterio de
o0

Cauchy también se puede expresar de esta manera: . a, converge si y solo si Ve > 0, IN = N(e) t.q.
n=1
n

| > arl<eVm,n>N.
k=m-+1

Una observacién 1util es que si los elementos de la sucesién en cuestién no se acercan a 0 cuando
n — 00, la serie no puede converger dado que estariamos sumando infinitos términos cuyos valores no
son pequenos.

oo
Proposicién 29. Si > a, converge, entonces lim a, = 0.
n=1 n—oo
Demostracion. Tomemos la expresién anterior del criterio de Cauchy con n = m + 1. Entonces, si la
serie converge, Ve > 0, IN = N(e€) t.q. |am+1 — 0| < € Ym > N, llegando a la definicién del limite que se
queria probar.
Esto resulta de gran utilidad dado que si nh_)n;o ay, # 0, entonces la serie no converge. (Contrapositivo).

Por otro lado, que lim a, = 0 no garantiza la convergencia de la serie.
n—oo

3.3. Convergencia absoluta

(e} o0

Una serie Y a, converge absolutamente si lo hace la serie Y |ay|.
n=1 n=1

Proposiciéon 30. Si una serie converge absolutamente, dicha serie es convergente.

(o]
Demostracién. Tenemos que la serie Y |a,| es convergente, es decir, segin el criterio de Cauchy,
n=1

n
Ve > 03N = N(e) t.q. | >, |akl| <€ ¥Yn,m(n > m > N). Ahora bien, para esa misma N, como

k=m+1
n

n
| > ax| <| > |ak|| (desigualdad triangular), entonces todo eso también es menor que ¢, llegando

k=m-+1 k=m+1
0o

a que se cumple la expresién del criterio de Cauchy para la serie Y a,.
n=1

3.4. Criterios de convergencia para series de términos positivos

Observacion 2. Si a, > 0 ¥n € N, entonces la sucesién {Si} de sumas parciales es creciente (al sumar
siempre términos positivos, la suma crece). Asi, si sabemos que a,, > 0, basta con ver que S}, estd acotada
o0
superiormente para que la serie Y a, converja.
n=1
Este tipo de series pueden ser estudiadas a través de distintos criterios. Si una serie no tiene términos
positivos, se puede probar con su serie absoluta, que si es de términos positivos, y sabemos que si converge
lo hard la serie original.
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3.4.1. Teorema de comparacion

o0 [ee]
Teorema 10. Sean > an, Y. b, dos series tales que a, > 0, b, > 0Vn € N, y que cumplen que Ing € N

n=1 n=1

oo oo
t.q. an < by ¥n > ng. Entonces, si > b, es convergente, también lo es > a,. (O lo que es lo mismo,
n=1 n=1

o0 o0
si Y. ap diverge, también lo hard > by).
n=1 n=1
Demostracion. Sean Ay y By las sucesiones de sumas parciales de cada una de estas series. Observemos
que, para ng < k fijo, Ay — A,, < By — By,,. En efecto, al eliminar los ng primeros términos de cada
una de las sumas parciales, cada uno de los sumandos de A; es menor que su correspondiente en By por

o0
la condicién del teorema. Entonces, si Y b, converge, segin la observacién 2, es porque By, tiene cota

n=1
superior, que denotaremos B. Entonces, By, — By, < B — By,, de donde Ay, < B — B, + A,, (Vk € N),
es decir, Ay estd acotada superiormente y por tanto converge. O

En esta demostracion estd presente una idea fundamental: en todo concepto relacionado con un limite,
solo importa el comportamiento del objeto cerca de ese limite. Asi, en este caso, lo que ocurre en una
cantidad finita de elementos del principio no importa para nada, puesto que el limite se toma cuando
k — oo en las sumas parciales.

3.4.2. Teorema de comparacion en el limite

o0 oo
Teorema 11. Sean ) a, y ) b, dos series de términos no negativos tales que lim = = C € R
n=1 n=1 n—oo °n

(Intuitivamente: b, no decrece mds rapido que ay). Entonces, si C' # 0, su convergencia es equivalente,
o0 oo o0 o0
es decir, > a, converge <= Y b, converge. Si C = 0, se tiene que Y. b, converge =— Y. ay,
n=1 n=1 n=1 n=1
converge.
Demostracion. (Recordemos que si una serie converge, la resultante de multiplicar el término general
por una constante también lo hace, y converge al valor de la primera multiplicado por esa constante.)
Si C # 0, podemos tomar un ¢ > 0 en funcién de C', como % Entonces, se tiene que dN t.q.

oo
|Z—: -C| < % Vn > N. Es decir, f% < ‘;—: -C< % = %bn <ap < %bn. Ahora, si Y b, converge,

n=1
oo C oo oo
lo hace Y %bn, y por comparacién, lo hard > a,. Asimismo, si converge > a,, por comparacion, lo
n 1 n 1 n=1

hara Z b, y por tanto también lo hara Z b, (Basta multiplicar por la constante 2/C').

Sl C’ = 0, basta tomar ¢ = 1, para Hegar a que -1 < & —C <1 = a, < (1+ C)b,. Ahora, si
converge Z by, lo hard (14 C) Z by, y por comparacion Z . O
n=1 n=1 n=1

3.4.3. Teorema de condensacién

El resultado que viene a continuacién se trata de una ingeniosa idea de Cauchy, que permite agrupar
los términos de la serie por potencias de 2 (grupos de 1, 2, 4, 8,. .. ), facilitando determinar su convergencia.

o0
Teorema 12. Sea Y a, tal que a, > 0Vn € N y {a,} decreciente. Entonces, equivalen los estados de
n=1

o0 o0
convergencia de Y an y Y. 2" -agn. (Es decir, una converge si y solo si la otra lo hace).
n=1 n=0
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oo
Demostracion. Sea S, la sucesién de sumas parciales de Y a,, y R, la sucesién de sumas parciales
n=1

de Z AL aon .
n=0

o0
Supongamos que Y 2™ - agn converge. Entonces, al ser de términos positivos, R, estd acotada por
un cierto valor M, esndgcir, R, < M V¥n € N. Veamos que Sor+1_1 = a1 + as + a3 + aq... + agp+1_1 <
a1+ as+as+as+as+as+as+ ...+ 25 ase = a1 + 2a2 + 4ag + ... + 2Fase = Ry, donde simplemente
hemos reemplazado términos de la sucesion a,, por otros anteriores en la misma, y al ser decreciente nos
aseguramos que obtenemos un resultado mayor. Ahora tenemos, pues, que Sor+1_; < M, es decir, S,
estd acotada (Todo n que tomemos menor que 2+ — 1 satisface que S, < M, y como Sqr+1_1 < M se

o)
cumple para todo k, S,, < M lo hace para todo n). Entonces, Y a, converge.
n=1
o0

Ahora supongamos que Y a, converge. Una vez mads, al ser de términos positivos, S, estd acotada
n=1
por un cierto valor M, es decir, S, < M Vn € N. Veamos que Sor+1_1 = a1 + a2 + ag + aq... + agr+1_1 >
R —
as + ag + ag + ag +ag + ag + ag + ... + 25 - agesr = ag + 2a4 + dag + ... + 2F - agr = %ﬂl Ahora
hemos reemplazado cada término por uno posterior en la serie, obteniendo una suma menor. Entonces,

Ripp1— . . -/ ( .

se cumple que %‘“ < M, es decir, Ri+1 < 2M + a4, asi que también esta acotada esta sucesion de
o0

sumas parciales, luego Y 2™ - agn converge. O

n=0

Con este teorema podemos probar la convergencia de numerosas series. Por ejemplo, podemos demos-
trar la convergencia de las importantes p-series:
= 1
Proposicién 31. La serie ) -, con p € R, converge sip > 1, y diverge si p < 1.
n=1
Demostracion. Si p < 0, la sucesién en cuestién no tiende a 0 asi que diverge. Si p > 0, se trata de
una sucesion decreciente y de términos positivos. Entonces, podemos estudiar la convergencia de la serie
o0 o0 o0
2" _ 1 1n . . ) 1
57 = 2. mo=m = 2. -1 - Estd claro que si p > 1, tenemos que 5= < 1, y sabemos que en
n=1 n=1 n=1

o0
este caso la serie converge. Si p = 1, esta serie se trata de Y 1, que diverge evidentemente (Por ejemplo,
n=1
porque lim 1 #0). Si p < 1, los obtenemos series de términos mayores que la serie p = 1, asi que por el
n—oo

teorema de comparacion también divergen.

3.4.4. Criterio de la raiz

Teorema 13. Sea > a, tal que a, > 0Vn € N. Si ANy € N t.q. (a,)"/" < qo < 1 Yn > Ny, entonces

n=1

[ee]
S a, converge. Por el contrario, si (a,)*/™ > 1, la serie diverge (Ya que en ese caso lim a, #0).
n=1 n—00

(oo}

Demostracién. Sabemos que a partir de cierto valor, a, < ¢f. Como o < 1, > ¢ converge, y por el
n=1

teorema de comparacién, lo hace a,,. O

Teorema 14 (Criterio de la raiz en el limite). Sea > an tal que a, > 0 Vn € N. Si INy € N t.q.

n=1

o0
lim (an)l/" =qo < 1Vn > Ny, entonces Y. a, converge. Por el contrario, si lim (an)l/” > 1, la serie
n—00 n=1 n—o0

diverge (Ya que en ese caso lim a, #0). Si dicho limite vale 1, es posible que converja o que diverja.
n—oo
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Demostracién. Sea ¢ un valor tal que 0 < gg < g1 < 1 (por ejemplo, 1';‘10). Entonces, como q; — qo

es positivo, tenemos que Im t.q. |a$/ " —qol < @1 — qo ¥n > m. Ahora, esto quiere decir que a partir de
esa m, se tiene a, < ¢f'. Aplicando el criterio de la raiz, la serie converge. O

3.4.5. Criterio del cociente

Teorema 15. Sea Z an tal que a, > 0 VYn € N. §i ANy € N t.q. a"“ < qo < 1Vn > Ny, entonces

n=1
oo}
> an converge. Por el contrario, si GQJ > 1, la serie diverge (Ya que en ese caso se trata de una
n=1 n

sucesion creciente a partir de Ny, y como es de términos no negativos, se tiene h’m an #0).

Demostracién. Se tiene que aN0+1 < an,-qo- Ademas, an,12 < a N0+1 qo < an,- qo, y asi sucesivamente.

Entonces, an,+m < an, -qg". Como Z gy converge, lo hace ap, - Z gy, v por el teorema de comparacion,
n=1 n=1

(oo}
también lo hard Y a,. O

n=1

Teorema 16 (Criterio del cociente en el limite). Sea > a, tal que a, > 0 ¥n € N. Si ANy € N t.q.

n=1
o0
lim 2t = gy < 1 Vn > Ny, entonces Y. a, converge. Por el contrario, si lim <2t 1, la serie
n—oo 9n =1 n—oo @n
diverge.

Demostracion. Al igual que en el criterio de la raiz, sea ¢; tal que 0 < ¢ < ¢1 < 1, entonces, Im t.q.
|’LZ+1 —qo| < g1 —qo Yn > m, de donde se tiene que a2+1 < ¢q1 Yn > m. Basta con aplicar ahora el criterio
del cociente. O

Criterio de la integral: Ver seccién 6.4.1

3.5. Series alternadas

oo
Se dice que una serie Y b, es alternada si se cumple para todo n € N que b, - b,+1 < 0, es decir, si
n=1
su signo va cambiando entre positivo y negativo.

Asi, el término general de la serie se puede escribir siempre como b, = (—1)"|b,|, o bien b, =
(—1)"*1)b,|, dependiendo de si by es positivo o negativo.

Teorema 17 (Leibnitz). Sea Z by, una serie alternada tal que {|b,|}nen es decreciente, y 3 hm b, =0
n=1

(recordemos que esto es equivalente a hm |bn| = 0). Entonces Z b, es convergente.
n=1

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que by > 0, puesto que en caso contrario
basta con multiplicar la serie por —1 y, si esa converge, lo hara la original. Entonces, b, = (—1)"T1|b,,|.
Sea Si la suma parcial de b,,. Veamos que S, = by + bo + b3 + ... + bay_1 + bay,. Es facil observar
que byi—1 + by, > 0 Vi € N, puesto que el primer sumando, de mayor valor absoluto que el primero
a causa de la condicién del teorema, es positivo. Por tanto, {S2m }nen es creciente, ya que So(,41) =
Som + bam+1 + bamae > Som + 0 = Sap, ya que los dos tltimos sumandos son de la forma comentada
anteriormente.

Ahora bien, por la misma razén, by; + be, 11 < 0 Vi € N, luego Sa,, = by + (b2 + b3) + (bs + b5) +
w(bam—2 + bam—1) + bam < b1 + 04+ 0+ ... + bay, < by al ser ba, negativo. Es decir, Sa,, estd acotada
superiormente. Asi, 3 n}gnoo Som = L.
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Ahora observemos que So,,+1 = Som + b2m+1. Tomando limites a ambos lados, lim So,,41 = L+ 0
m— 00

o0
por la condicién del teorema, de modo que 3 lim Sy, 11 = L, asique lim S, =Ly > b, converge. [J
m—r 00 n— oo n=1

3.6. Representacion binaria

o0
Observacion 3. Cualquier niimero = € [0, 1] puede representarse como una serie numérica ) 52 donde
n=1
{an}nen es una sucesion tal que a, = 0 0 a, = 1 Vn € N. Asi, cualquier real se puede representar con
una serie de este estilo, sumando la parte entera correspondiente.

Veamos que si © = 0, basta que a,, =0Vn e N. Six =1, a, =1V¥n € N. Si x = 1/2, la sucesién es
ay =1, a, = 0Vn > 2. Ahora, si 0 < x < 1/2, pondremos a; = 0, y repetimos el proceso: x = 1/4 se
representa con as = 1, a, = 0 Vn > 3, y de esta forma se puede iterar para obtener la sucesion. Por el
lema de Borel, el niimero resultante es tinico, ya que se obtiene una sucesion de intervalos encajados. En
general, si 0 < x < 1/2%, se pondré aj, = 0, y si 1/2% <z <1 se pondré aj, = 1.
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4. Funciones

En esta seccién se presentan las funciones de variable real, que asignan valores reales a entradas reales.

4.1. Funcién, dominio, grafica

Una funcién real es una regla que asigna a cada valor de un conjunto Dy C R un valor real. D se
conoce como dominio de la funcién, y se escribe f : D¢ — R. zy es un punto interior del dominio si
36 > 0 tal que (zg — J,x0 + ) C Dy. Por tanto, si el dominio es un intervalo cerrado, todos los puntos
salvo los extremos cerrados son interiores. El concepto de punto interior es necesario, dado que gran
parte de los conceptos que se van a presentar requieren que la funcién esté definida alrededor del punto
en cuestién. Cuando no se especifique el dominio, se entendera que este es el conjunto de los reales para
los que tiene sentido la expresiéon de la funcién.

Ejemplos de funciones son la funcién constante: f(z) = ¢ Vo € R, la funcién polindémica de grado n:
f(z) =3¢ axz® con a,, # 0.

La gréfica de una funcién es el lugar geométrico (es decir, el conjunto) de los puntos (z, f(z)). Por
ejemplo, si f(z) = ax + b, la grifica es una recta en el plano cartesiano.

4.2. Limite de una funcién
Sea f: Dy +— R,y xo € Dy un punto interior de la funcién.

Definicién 12. Se define el limite de la funcién en ese punto, lim = L como el valor que cumple: Ve > 0

T—rTo
35(e) > 0 tal que |f(z) — L| < esi0<|zg— x| <.

Es decir, L es limite en ese punto si para cualquer intervalo (L —¢, L+¢€) que tomemos, hay un intervalo
(o — 0,20 + 0)\{zo} tal que todas las imagenes de los puntos de ese intervalo estdn en el primero. La
definicién es similar a la dada en sucesiones, y quiere decir que cerca de xg la funcion esta arbitrariamente
cerca de L (entendiendo arbitrariamente cerca como que se pueden obtener valores tan préximos como
se deseen, aproximéndose lo suficiente a ).

Cabe notar también que el comportamiento en xg es irrelevante para el limite (dado que consideramos
los puntos en los que |z — xp| > 0). Es aqui donde se manifiesta la idea de que los limites analizan el
comportamiento de la funcién alrededor de un punto.

Asi, por ejemplo, 1152 f(z), donde f(z) = ¢, es igual a ¢, dado que Ve > 0, 3o tal que |c — ¢| < € si

C 0

|x — 20| < 0 dado que 0 < € siempre, asi que da igual que §y tomemos.
De la misma manera, lim f(x), donde f(z) = z, es igual a xg, dado que Ve > 0, 399 = € tal que
Tr—rT0o

|z — x| < €si | —x0| < & = e dado que se trata de la misma expresion.

Teorema 18. Sea f : Dy — R y zo un punto interior de D¢. Las dos siguientes expresiones son
equivalentes:

1. 3 lim f(z)=A

r—x0

2. Yan}nen C Df\{z0}, se tiene que lim a, =290 = lim f(a,) =4
n—oo

n—oo
Demostracién. Vamos a probar primero que 1 = 2. Supongamos que 3 lim f(z). Entonces, Ve > 0
Tr—xo

36 = d(e) > 0 tal que si 0 < |z — zo| < J, entonces |f(z) — A < €. Sea {an}nen una sucesion tal que
Yn € N, a, # g, y que lim a,, = x¢. Esto quiere decir que Ve > 0, IN = N(e) tal que si n > N,
n—oo

entonces |a, — xg| < €. Ahora, sea ¢; > 0, §1 = d(e1) y N1 = N(d1). Entonces, si n > Ny, se tiene que
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|an, — xg| < 01, y por consiguiente |f(a,) — A| < €1, luego lim f(a,) = A.
n—oo

Ahora se probard que 2 = 1. La prueba sera por reduccién al absurdo. Supongamos que se tiene 2,
pero que no se tiene 1. Es decir, que Je > 0 tal que V6 > 0, 3z tal que 0 < |x — x| < § pero |f(z) — A| > e
Entonces, podemos construir la sucesién {x,} con los valores de  mencionados anteriormente para § = %
De este modo, Vn € N| |z, — 20| < %, de donde xy — % < xp < x9+ %, y por el teorema de compresiéon

lim z, = z¢. Entonces, x, es una sucesién del tipo descrito en 2, pero sabemos que hay algtin € tal que pa-
n—o0

ra esos valores, | f(x,) — A| > €, asi que no se tiene que lim f(z,) = A, llegando a una contradiccién. [
n—oo

Este teorema permite entender los limites de funciones como limites de sucesiones: toda sucesion que
construyamos convergiendo a xg, a través de f convergera a L.
4.2.1. Propiedades de los limites

Ahora es muy sencillo probar las propiedades de limites de funciones en un punto haciendo uso del
teorema anterior y las propiedades que ya se conocian de las sucesiones.

1. lim ¢- f(z) =c- lim f(2)

T—To T—To

2. lim [f(z) +g(x)] = lim f(z)+ lim g(x)

Tr—rTo T—rT0o T—To
3. Jim f(2) - g() = Mm f(2) lim o)
lim f(z)

; M _ x—mg < s
4. wlirgo o) = T 9@ si zlirgog(x) # 0.

Demostracion. Se va a probar tnicamente 2, siendo las demas demostraciones similares. Supongamos
que 3 lim f(z) = A, lim g(z) = B. Haciendo uso del teorema anterior, sabemos que V{a, }nen tal que
T—TQ T—Ig
Vn € N, ap, # xo; lim a, = 29 = lim f(a,) = Ay lim g(a,) = B. De este modo, para todas
n—oo n—oo n—o0
estas a,, haciendo uso de las propiedades ya conocidas para sucesiones, lim f(a,)+ g(a,) = A+ B.
n—oo
Ahora podemos usar el teorema hacia atrds para obtener lim [f(z) + g(z)] = A + B, que era lo que se
Tr—x0

buscaba. O

4.2.2. Limites de polinomios

Si consideramos el polinomio de grado n: P(z) = Z?zo a; - %, con a, # 0y a; € RVi, podemos hallar
lim P(z) aplicando las propiedades de los limites varias veces. En efecto: lim P(z) = lim Y ja;-2" =
r—rTo ) ) ) Tr—rT0o Tr—rTo
Yoo m gzt =31 ja;- Hm 2'=3"" ja;-(lim z)*, donde hemos usado las propiedades 2,1y 3 en
=V g T—x0 L T—Tg

ese orden. Ahora, basta con recordar que lim z = xo, de modo que se tiene: lm P(z) =" ja; -z =
T—To T—To B

P(zg). Es decir, el limite coincide con evaluar el polinomio.
4.2.3. Resultados acerca de limites

Gracias al teorema 18, se pueden aplicar los resultados ya conocidos de sucesiones a limites de fun-
ciones.

Proposicién 32. Sea f: Dy — R una funcion tal que f(x) > 0 Vo € Dy. Entonces, si 3 lim f(x) = A,

Tr—rxo
se tiene A > 0.
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Demostracién. Si 3 lim f(x) = A, por el teorema 18, todas las sucesiones {z,}neny C Dy tales que
T—xTo

Tn #x0y lim x, =z cumplen que lim f(x,) = A. Ahora bien, como f(x,) > 0 Vn € N tenemos por
n— o0 n— oo
la proposicién 17 de sucesiones que A > 0. O

Corolario. Si a < f(x) < b Vx € Dy para ciertos a,b, entonces se tiene que a < lim f(z) < b st
Tr—T0o

existe tal limite.

Demostracién. Basta con considerar g(z) = f(x) —a >0y h(z) =b— f(x) > 0y aplicar el resultado
anterior convenientemente.
Proposicién 33. Sean g,h: D — R, y f(x) = g(z) - h(z). Si lim g(z) =0y |h(x)] < M Yz € D, para
xr o

algin M, entonces lim f(z) = 0.
T—x0

Demostracion. Sea {x, },en una sucesién con las caracteristicas descritas en el teorema 18, entonces
lim g(z,) =0, y ademaés por la condicién del lema, |h(zy)| < M Vn € N. Haciendo uso de la proposicién
n—oo

16 de sucesiones, tenemos entonces que lim g(z,)-h(z,) = lim f(x,) = 0. Como {z,} es una sucesién
n—oo n— oo

arbitraria, esto se cumple para cualquiera de estas caracteristicas, y por el teorema 18, 3 lim f(z) = 0.
Tx—xT(

Teorema 19 (Teorema de compresién). Sean f,g,h : D — R tres funciones tales que 3 lim f(x) =

T—rT0o
lim h(x) = A, y que f(z) < g(x) < h(xz) Yz € D. Entonces, 3 lim g(z) = A.
Tr—rxo Tr—xo

Demostracion. Sea {z, }nen una sucesién con las caracteristicas descritas en el teorema 18, entonces
lim f(z,) = A,y lUm h(z,) = A. Asimismo, tenemos que f(z,) < g(x,) < h(z,) Vn € N. Asi, apli-
n—oo n—oo

cando el teorema de compresién de sucesiones, sabemos que 3 lim g¢(z,,) = A. Como {x,} era arbitraria,
n—roo

deducimos que esto ocurre con todas las sucesiones de estas caracteristicas y por el teorema 18 se tiene
que lim g(x) = A.
T—rxTo

Otros resultados se prueban de exactamente la misma manera. Por ejemplo:

Proposicién 34. Sea f : Dy — R tal que 3 lim f(x) = c¢. Entonces, lim |f(z)| = |¢|. St ¢ =0, la
Tr—x0

T—T0
implicacion se cumple también en la otra direccion.

Proposicién 35. Sea f: Dy — R, f(x) >0 Vz € Dy tal que 3 1im f(x) = c. Entonces, lim Vix)=
T—To T—T0
Ve.

4.2.4. Limites laterales

Muchas veces es problematico encontrar el limite de una funcién puesto que no se comporta del mismo
modo antes que después del punto en cuestiéon. Por ello, podemos considerar el concepto de limite lateral,
que solo tiene en cuenta una de estas zonas del dominio. Asimismo, puede ser 1til para analizar funciones
definidas en intervalos cerrados, de tal manera que para los extremos del intervalo no existen alrededor
pero si en un lado.

Definiciéon 13. Se dice que lim f(z) = A (limite a la derecha) si Ve > 0, 36 = d(e) > 0 tal que si

+
I*)l’o

0<ax—x9 <9, |f(x) — A| < e Asimismo, se dice que lim f(z) = A (limite a la izquierda) si Ve > 0,

w—)wo

36 =6(e) >0tal quesi 0 < zp —z <4, |f(x) — Al <e.
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La definicién es igual que la de limite en un punto, pero solo se consideran los puntos de abscisa
mayores (0 menores, respectivamente) al punto estudiado.

Es posible reformular el teorema 18 para limites laterales, haciendo que todos los resultados anteriores
sirvan también para estos limites:

Teorema 20. Sea f: Dy — R. Las dos siguientes expresiones son equivalentes:

1. 3 lim f(z)=A4
Tz

2. Yantnen tal que ¥n € N, a,, > xo; lim a, =zg = lim f(a,)=A
—00

n n—oo

Asimismo, estas lo son:

1. 3 lim f(z)=A4

T

2. Yantnen tal que ¥n € N, a,, < zo; lim a, =x¢ = lim f(a,)=A
n— oo

n—oo

Por ejemplo, la funcién signo, sgn(z), que asigna a cada real 1, —1 o 0 dependiendo de su signo, tiene
en xg = 0 limite +1 por la derecha y —1 por la izquierda.

4.2.5. Limites en el infinito

Para funciones cuyo intervalo de definicién se extiende hasta infinito, es posible definir un limite en
infinito del mismo modo que para sucesiones:

Definicién 14. Sea f : (a,4+00) — R. Se dice que lim f(z) = A si Ve > 0, 3A. > a tal que

Tr——+o0
If(z) — Al <esiz> A,
Asimismo, sea g : (—o0,b) — R. Se dice que ll;m f(z) = BsiVe>0,3A. < btal que |f(z) — Al <e
xT — o0

six < Ae.

4.2.6. Limites igual a infinito

Al considerar cualquier tipo de limite, puede ocurrir que no exista convergencia pero la funcién tenga
un comportamiento claro: hacerse arbitrariamente grande en tamano. Es lo que ocurre, por ejemplo, en
funciones como % cuando z — 0. Este caso es claramente distinto a la falta de convergencia porque
la funcién comienze a comportarse de forma errdtica (como ocurre en sin(%)), asi que puede ser 1util
establecer esta definicién:

Definicién 15. Sea f : Dy — R, g € D;. Se dice que lim f(z) = 400 si VA > 0, 364 > 0 tal que si
T—Xo
z € Dy, 0 < |z — x| <da, se tiene f(z) > A.
Sea f : Dy = R, 29 € Dy. Se dice que lim f(x) = —oo si VA > 0, 304 > 0 tal que si z € Dy,

T—x0
0 < |z — x| < da, se tiene f(x) < —A.

También es posible definir el limite igual a infinito en términos de sucesiones:

Teorema 21. Sea f : Dy — R y zo un punto interior de D¢. Las dos siguientes expresiones son
equivalentes:

1. 3 lim f(x) = +o0

Tr—rTo

2. Y{ap}nen tal que ¥n €N, a, # xo; lim a, =29 = lim f(a,) = too
n—oo

n—oo
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Esta proposiciéon permite designar el inverso de limite infinito como limite igual a 0:

Proposicién 36. Si lim f(z) = +oo, entonces lim ﬁ =0.
T—xTo T—xo

Tenemos que VA > 0, 304 > 0 tal que si 0 < |z — o] < Ja, entonces |f(x)] > A. Ahora, seae >0y
61 =61. Asi, si 0 < |z — m| < &1, se tiene |f(z)] > 1 «— |ﬁ| < e O

No es de extrafiar: como f(x)- ﬁ = 1, si uno crece arbitrariamente en tamafio el otro ha de decrecer
para que su producto se mantenga en 1.

4.2.7. Limites de funciones trigonométricas
Proposicién 37. lim sin(z) = sin(xzo)
T—xT0
Demostracion. Se usard la formula trigonométrica de resta de senos: sin(a)—sin(b) = 2sin(252) cos(2£2),

2 2
paraa=2xy b= xg.

Asi, 0 < |sin(z)—sin(zo)| < |2sin(£52) cos(£E22)|. Ahora bien, como |2 cos(2E2e)| < 2y mlg;lﬂ sin(f5%) =

0, por el teorema de compresion, sigue que lim |sin(x) —sin(zg)| = lim (sin(x) —sin(zg)) = 0, de donde
T—T0 T—To

se obtiene el resultado deseado. ]

Proposicién 38. lim cos(z) = cos(xg)
Tr—T0o
Esto sigue de relacionar el limite anterior del seno con el coseno a través de sin?(x) 4+ cos?(z) = 1. O

Un resultado muy interesante muestra que sin(x) y  son similares cuando 2 — 0, hecho que se observa
intuitivamente entendiendo que sin(z) es el cateto opuesto de un tridngulo rectdngulo cuyo arco es x.

Proposiciéon 39. lim #2£ =1

z—0
Demostracién. Esto se suele denotar sinz ~ x. De la definiciéon de seno y tangente, podemos ver en
la circunferencia de radio 1 que si 0 < z < %, se tiene que sinz < z < tanx (basta con observar las dreas
de los triangulos formados por el dngulo = con el seno o con la tangente, y el area del sector circular

delimitado por x, que esta entre esos dos tridngulos). Entonces, si = estd en ese intervalo, 1 < =2— < Colsw,

y sigue del teorema de compresién que lim =% = 1. Si =% < x < 0, las desigualdades anteriores se
z—0*t
tienen en orden inverso puesto que sinx y tan x toman valores negativos, pero por compresién igualmente
se llega a que lim 2E =1, O
xr

z—0~

4.3. Continuidad
Definicién 16. Sea f: Dy — R, y 29 € Dy. Se dice que la funcién es continua en zo si 3 lim f(z) =
r—x0

f(xo). Si una funcién es continua en todos los puntos de un intervalo, se dice que es continua en dicho
intervalo. Asimismo, si es continua en todo su dominio, se dice que es continua.

Algunos ejemplos ya vistos de funciones continuas son los polinomios, sin(z), cos(z). Una funcién no
es continua si  lim f(x) o bien lim f(z) # f(xo).
T—xg T—ZTo

La nocién de continuidad indica un cambio suave en la funcién, de tal manera que cerca de f(z) la
funcién toma valores arbitrariamente cercanos a ese: no cambia bruscamente.

Proposicion 40. Sean f: D — R, g: D — R, continuas en xqg € D. Entonces, son continuas en xg:

1. ¢ - f(z) VeeR
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2. f(z)+g(x)
3. f(x)-g(x)
4. ggig si g(z) #0 Vx € D.

Esto sigue directamente de las propiedades de los limites ya vistas. Por ejemplo, en el caso de 2, puesto
que tenemos que 3 lim f(x) = f(zo) y 3 lim g(x) = g(zo), sigue de las propiedades que lim [f(z) +
T—T T—To T—To

g(x)] = f(xo) + g(x0)-

4.3.1. Composicién de funciones

Definicién 17. Sea g: Dy — R,y I, = {g(x) : « € Dy} su conjunto imagen. Si f : Dy — R, y I, C Dy,
tiene sentido hablar de f(g(z)), lo que se conoce como funcién compuesta de f y g, que en ocasiones
se denota f o g(x).

Asi, por ejemplo, si f : R+ Res f(x) =22 +2 -1y g: R — Res g(x) = sin(z), entonces
fog(x) =sin?(z) + sin(z) — 1.
Un 1til resultado sobre continuidad en funciones compuestas es el que sigue:

Proposicién 41. Sean f,g funciones que se pueden componer para dar lugar a fog(x). Si g es continua
en xo, y [ es continua en g(xo) = yo, entonces f(g(x)) es continua en .

Demostracién. Recurriremos al teorema 18 de funciones en términos de sucesiones. Sea {2y, tnen C D,
tal” que lim z,, = zo. Entonces, sabemos que lim g(x,) = g(x¢) = yo. Por esta tltima razén, y como f
n—roo n—oo

es continua en yo, aplicando el teorema® 18 a y,, = g(x,) tenemos que lim f(g(z,)) = f(yo). Entonces,
n—oo

lim flg(zn)) = f(g(x0)). Asi pues, como z,, era arbitraria, sigue que 3 lim flg(z)) = f(g(xo)). O
n— 00 T—T0

A través de esta proposicién se puede probar la existencia de numerosos limites y calcularlos sabiendo
ciertas funciones continuas elementales. Por ejemplo, sabiendo que y/z es continua, sigue el resultado 37
de funciones.

Es facil imaginarse funciones continuas, y también discontinuas en una cantidad finita de puntos.
Incluso, con algo de ingenio, se pueden construir funciones discontinuas en infinitos puntos (como [1]).
Lo que no es evidente es que haya funciones siempre discontinuas:

Observacion 4. La funcién f : Dg — R definida por f(z) = 1six € Qy f(x) = 0si z € R\Q es
discontinua en cualquier punto de R. Esta funcién se conoce como indicatriz de Dirichlet y a veces se
denota por Ig o bien xq.

En efecto, si zp € R es un punto racional, entonces f(zg) = 1 pero podemos construir {z, }nen

tomando cada x,, como un valor irracional de la vecindad (z¢ — %, To + %) Sabemos que tal valor existe
por el teorema de densidad de Q en R, del que se deduce la densidad irracional. Ahora, lim x, = xg,
n—oo
pero lim f(x,) = 0 de modo que lim f(x) # 1. De manera andloga se prueba si xq es irracional, solo
n—roo T—rXT0

que esta vez tomando una sucesiéon de racionales gracias al teorema de densidad.

"No es necesario considerar que x, # o, puesto que si algunos términos fuesen iguales a zg, al ser continua la funcién
g, seguimos pudiendo asegurar que lim g(zn) = g(zo) ya que podemos separar ese limite en dos subsucesiones, la de zp
n—o0

iguales a xo, que evidentemente cumple ese limite, y la de z,, distintos a zg, para la cual aplicamos el teorema.
8En esta ocasién, al igual que antes, tampoco importa que g(zy) = g(xo) en algunos n € N
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4.3.2. Teorema de Weierstrass
Para enunciar este teorema, vamos a tener en cuenta en primer lugar esta propiedad:

Proposicién 42. Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Entonces, la funcidn estd acotada, esto es,
M > 0 tal que |f(x)| < M Vz € [a,b].

Demostracion. Por reduccién al absurdo. Supondremos que f no es acotada, esto es Vn € N, Jdz,, tal
que n < f(xz,). (Hemos supuesto sin perder en generalidad que no es acotada superiormente. Si no es
asi, basta con considerar —f). La sucesién {x, }nen construida de esta forma esta acotada, puesto que
todos los x,, pertenecen a [a,b]. Asi, por el teorema de Bolzano-Weierstrass de sucesiones, 3{n;};cn tal

que lim z,, = g € [a,b]. No obstante, # lim f(z,), porque {f(z,)} no es acotada segin se ha visto,
J—o0 n—00

asi que la funcién no es continua en ese punto, lo que es una contradiccién. O
Teorema 22 (Weierstrass). Sea f : [a,b] — R continua. Entonces, Imax(Iy) y Imin(Iy).

Demostracién. Segtn el lema anterior, I estd acotado asi que tiene supremo. Sea s = sup(Iy). Vamos
a ver que s es maximo. (Andlogamente se podra probar que el infimo es minimo). Tenemos que Ve > 0,
Jz. € [a,b] tal que s > f(x.) > s — e. Consideremos la sucesién {z,} obtenida tomando los z. para
e = 1. Entonces, se verifica Vn € N que s > f(2,) > s — 2. Por compresién, nh_)néo f(z,) = s. Ahora
bien, como z,, estd acotada porque z,, € [a,b], por el teorema de Bolzano-Weierstrass, 3{n;};en tal que
lim z,,; = xo € [a,b]. Como la funcién es continua, lim f(z,,) = f(zo), pero ademds, por ser subsuce-
sion de f(zy), ese limite es igual a s. Asi, s = f(xo) € Iy O

Este resultado es una potente herramienta en otras demostraciones, puesto que permite asumir valores
maximos y minimos en funciones simplemente sabiendo que son continuas en un intervalo cerrado.

4.3.3. Teorema de los valores intermedios
Teorema 23. Sea f : [a,b] — R continua, y tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces, 3c € (a,b) t.q. f(c) =0.

Demostracién. Supongamos sin perder en generalidad que f(a) < f(b) (esto es, f(a) es negativo y
f(b) es positivo, por la condicién del teorema). Si no es asi, basta con considerar la funcién — f(z). Vamos
a construir una sucesién de intervalos encajados. Sea ag = a, by = b, y ¢g = %ﬂ. Si f(ep) = 0, hemos
acabado. Si f(cp) es negativo, haremos a; = f(cg) y by = bp, en caso contrario se hard a; = agy b1 = f(co).
Ahora, |[a1,b1]| = %|[ao, bo]|, ademds de que una vez més f(a1) < f(b1) siendo uno negativo y el otro
positivo, y [a1, b1] C [ag, bg]. Continuamos el procedimiento descrito, tomando cada vez la mitad de cada
intervalo nuevo, de manera que en el paso k, tendremos intervalos [ax, bg] C [ag—1,bk-1] C ... C [ao, bo],
tales que |[ay, bi]| = ok |[ao, bo]|- En este paso, tomarfamos ¢, = %3P v una vez més, si f(ax) = 0 hemos
acabado, si f(ax) es negativo hacemos a1 = f(ax), bg+1 = bg v si no al revés.

Finalmente, si el punto ¢ buscado no se halla en ninguna de estas mitades, hemos construido una

sucesién de intervalos encajados cuya longitud tiende a 0: kh’m ¢ |[ao, bo]| = 0. Por el lema de Borel, 3lc €
—00
[ak, by]Vk € N. Esto es, ka ap =c= klim br. Dado que la funcién es continua, se tiene necesariamente
— 00 — 00
que ka flax) = f(e) = kh’m f(bg). Ademads, por como se construyé la sucesion, f(ax) < OVk € N, de
— 00 — 00

modo que klim f(ag) < 0. Andlogamente, klim f(bg) > 0. Asi, 0 < f(c) <0, luego f(c) = 0. O
— 00 hde el

4.3.4. Teorema de Bolzano

Para este resultado serd relevante la siguiente definicién:
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Definicién 18. Se dice que un conjunto A C R es conexo si y solo si Va,b € A, a < b, se tiene que
[a,b] C A.

Teorema 24 (Bolzano). Sea f : [a,b] — R continua. Entonces el conjunto imagen I5 es conezo.

Demostracién. Sean yi,y> € Iy con y; < y2. Como estan en el conjunto imagen, 3z1,zs € [a,b] tales
que f(x1) = y1; f(x2) = yo. Obviamente, x; # x2 y podemos asumir sin perder en generalidad que
21 < x9. Vamos a ver que Vd € (y1,y2), Jxo € [x1,22] con f(xg) = d. Para ello, basta con considerar
¢(z) = f(x)—d. Efectivamente, ¢(z1) = f(x1)—d < 0, dado que f(z1) = y1 < d. Similarmente, ¢(x2) > 0.
Ademés ¢(x) es continua en [z1,x2] puesto que lo era f(z). Por el teorema de los valores intermedios,
Jzg € [21,22] t.q. ¢(z0) =d <= f(x0) = d. De esto se deduce que [y1,y2] C f([z1,22]) C If. O

4.3.5. Funcién inversa y continuidad

Definicién 19. Sea f : Dy +— I;. Si Vai,x9 € Dy, 21 # @2, se tiene f(z1) # f(x2), la funcién es
biyectiva (es inyectiva, y sobre su imagen), y por tanto Yy € I;3lx € Dy t.q. f(z) = y. Asi, se define
la funcién inversa como aquella que asigna a cada y tal x, y se denota por f~! : Iy — Dy. Vy € Iy,

flly) =2 = f@)=y.
Entonces, directamente de la definicién: f(f~'(y)) =y Vy € I; f~*(f(z)) = x Vo € Dy.
Teorema 25. Sea f :[a,b] — R continua y biyectiva. Entonces =1 : It + [a,b] es continua.

Demostracién. Sea yo € I, y {yn}nen C Iy tal que y, # yo, lim y, = yo. Vamos a ver que entonces
n—oo
Im f~Y(y,) = f~1(yo). Sea z,, = f~ (yn) ¥ 2o = f 1(yo). Si no se cumple este resultado, es porque
n—oo
Jeo > 0 t.q. IH{xy, }jen tal que [2,, — 20| > € Vj € N; es decir, hay una subsucesién de z,, que no tiene
limite xg. Ahora bien, esta subsucesion estd acotada, dado que z,, € [a,b] ¥n € N, luego, por el teorema
de Bolzano-Weierstrass, 3{xn, }ren t.q. Hkh’m Tn, = ',y obviamente ' # xo por la condicién que
Y — 00
hemos visto anteriormente. Luego f(zn;, ) — f(z') por la continuidad de f, pero como es biyectiva, NO
se tiene que f (asnjk) — 1o (puesto que zy # ', luego no se tendria lim gy, = yo) contradiciendo la
d n—o00

hipdtesis. O

4.3.6. Cambio de variable

Proposicién 43. Sean f, g funciones que se pueden componer para formar f(g(z)), y o € Dy. Entonces,
st g es continua en xzo y denotamos yo = g(xo), siempre que exista una d-vecindad de xo tal que
g(z) # g(xo) Vo € Vs\{xo}, se cumple que:
m f(g(z)) = lim f(y).
Y—Yo

T—xTo

4.4. Monotonia de funciones

Definicién 20. Sea D C R un conjunto conexo y f : D + R una funcién. Si Vzi,z5 € D, 1 < x4, se
tiene f(x1) < f(x2), se dice que la funcién es mondtona creciente en D. Si se tiene que f(z1) > f(z2)
se dice que es mondétona decreciente. Si las desigualdades son estrictas, se emplea la terminologia
estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Proposicién 44. Sea f : D — R creciente. Entonces, Ve € D, 3 lim f(x) = S_(c). Asimismo,
Tr—Cc™
3 h’m+ f(z) =I:(c). (Sila funcion es decreciente, Yc € D, 3 lim f(z) =1_(c) y 3 h’m+ flz) =54(c)).
Tr—cC T—rC™ Tr—cC
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Aqui, S_(¢) = sup{f(z) : x < ¢,z € D}, S:(c) = sup{f(z) : e <z,xz € D}, I_(c) = inf{f(z) :z <
c,x € D}y y I (c) =inf{f(z): c < x,x € D}. Es ficil ver que estos niimeros existen pues cada uno de
estos conjuntos estd acotado, superior o inferiormente, por f(c), en los casos en los que se ha considerado.

En los casos triviales en los que ¢ es un extremo de D puede no cumplirse esto por estar vacios los
conjuntos anteriores.

Demostracion. Vamos a demostrar el primer caso, siendo los demds andlogos. Sabemos que Vz € D,

x < ¢, se tiene f(x) < S_(c). Asimismo, Ve > 0, Jz. € D, x. < ¢ tal que f(z.) > S_(c) — €. Sea e >0

y 0¢ = ¢ — x.. Este d. es positivo dado que ¢ > x.. Ahora, si x < ¢, x € Dy ¢c—x < d., entonces

c—zr <c—ze = z.<x. Como la funcién es creciente, f(z.) < f(x) = f(z) > S_(c) — e. Entonces,

€ > S_(c)— f(z). Como x < ¢, entonces S_(c) > f(z), luego podemos decir que € > |S_(c) — f(x)|. Dado

que € era un valor positivo arbitrario, concluimos que 3 lim f(z) = S_(¢). O
T—Cc™

Ahora vamos a observar qué ocurre con la monotonia en funciones inversas. Primero:
Observacion 5. Sea f : D — Iy una funcién estrictamente creciente. Entonces, es biyectiva.

Esté claro que esta funcion es sobreyectiva al estar definida sobre su imagen. Ademaés debe ser inyectiva,
dado que si z1 # 9, digamos x1 < x5 sin perder en generalidad, tenemos que f(z1) < f(z2) de manera
que f(z1) # f(x2). (Obsérvese que es valido también si es estrictamente decreciente).

Para garantizar que la funcién inversa también sea mondtona, es necesario que Iy sea conexo, como
se vio en la definicién de funcién monétona. Por ello:

Proposicién 45. Sea f : D +— Iy estrictamente creciente y continua. Entonces, f~' : Iy — D es
estrictamente creciente.

Demostracion. Al ser f estrictamente creciente, es biyectiva y por tanto existe su inversa. Como
ademds f es continua, su imagen es conexa por el teorema de Bolzano. (Puesto que D ha de ser conexo).
Ademés, por definicién de imagen inversa, f(z) =y <= f~'(y) =x,siz € Dyy € I;. Asi pues, siendo
Y1, Y2 € I, y1 < Y2, debe ocurrir que f~(y1) < f~*(y2), puesto que si no, si llamamos z1 = f~!(y1),
29 = f~Y(y2), tendriamos que x; > xo, cuando f(xy) < f(x2). O

Proposicién 46. Sea f : [a,b] — R una funcidn creciente. Entonces:
f es continua <= Iy = [f(a), f(D)].

Demostracién. Primero se probard = . Si f es continua, por el teorema de Bolzano, Iy es conexo.
Entonces, como f(a), f(b) € Iy, y f(a) < f(b) dado que es creciente, se tiene que [f(a), f(b)] C Iy.
Ademas, si yo € Iy, 3o € [a,b] tal que f(zg) = yo. Como a < xy < b, entonces f(a) < yo < f(b), luego
I; C [f(a), F(B)].

Ahora se probard <= . La prueba serd por reduccién al absurdo. Supongamos que Iy = [f(a), f(b)]
pero f no es continua en el punto xg, que es un punto interior sin perder en generalidad. Sabemos que

como la funcién es creciente, lim f(z) = S_(zg) y ll'm+ f(z) = I (xg), donde S_(x¢) y I+ (x0) son
T—T TT|

el supremo de los valores de f por la izquierda de zg y el infimo por la derecha, respectivamente, que
se denotardn por s, i. Si s = i, entonces como s < f(xzp) < i, tendriamos que f es continua en x
dado que tanto limites laterales como funcién coincidirian. Entonces s < i. Siy € (s,4), dado que y > s,
f(y) ¢ f(la,x0)), y comoy < i, f(y) & f((zo,b]). De modo que o bien y = f(z¢),osinoy ¢ f([a,b]) = I;.
Es decir, que (s,7)\{f(z0)} € Iy. Pero ese conjunto es subconjunto de [f(a), f(b)], y ademds es no vacio,
luego se contradice que Iy = [f(a), f(b)]. O

Esto permite reformular el resultado 48 de esta forma:

Proposicién 47. Sea f : [a,b] — If estrictamente creciente y continua. Entonces, f~1 : [f(a), f(b)] —
[a,b] es estrictamente creciente y continua.
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Demostracién. La mayor parte se ha visto en la proposicion 48. Ahora ademéas podemos anadir que
como f~! es creciente, y Iy = [f~'(f(a)), f~* f(b)], entonces es continua. O

4.5. Continuidad uniforme

Un concepto muy importante en el analisis de funciones es el de continuidad uniforme. Hemos consi-
derado ya la idea de continuidad en un intervalo observando de manera aislada cada punto y viendo
alli si la funcién es continua o no. Una continuidad més fuerte en un intervalo se consigue exigiendo que
el concepto que ya conocemos se dé a la vez en todos los puntos del intervalo, es decir, que para un € > 0,
se pueda determinar un tamano § > 0 en el que todos los puntos tengan su entorno a menos de € de
distancia.

Aunque parezca que todas las funciones continuas verifiquen esto, podria perfectamente no ser asi,
puesto que es posible que el § tenga que ser cada vez méas grande (arbitrariamente) dependiendo del
punto, impidiendo asi tomar uno para todo el intervalo.

Definicién 21. Sea f: D — R. Se dice que f es uniformemente continua si Ve > 0, 30, > 0 tal que
Vz,y € D, con |z —y| < . se tiene |f(x) — f(y)| <e.

Observacion 6. Si f es uniformemente continua en D, es continua en D.

Evidentemente, para cualquier zq € D, se verifica por la definicién anterior que Ve > 0, 36, > 0 tal
que Vz € D, con |z — x| < J se tiene | f(x) — f(zo)] < €, luego la funcién es continua en cada punto de D.

El siguiente resultado prueba la intuicién que se mencionaba anteriormente: las funciones continuas
y las uniformemente continuas son las mismas, siempre que estemos en un intervalo cerrado.

Teorema 26. Sea f : [a,b] — R una funcidn continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracién. Supongamos lo contrario, es decir, que Jeg > 0 tal que V§ > 0, Jxs,y5 € [a,b] tales
que |z5 — ys| < & pero |f(zs) — f(ys)| = €. Ahora consideremos la sucesién d,, = *. Para cada uno
de estos deltas, existen z,y € [a, b] con las propiedades anteriores. Podemos considerar las sucesiones de
estas, {Tn }neN, {Un}nen. Veamos que como los elementos de x,, estadn acotados en [a,b], I{xn, }jen tal

. _ : 1 1 1
que j% Tp, = 2o € [a,b]. Ahora bien, como |zn;, — yn,| < 7 = Yn; — 5 < Tn; < Yn; + 5, luego
por compresiéon también se tiene que hjn Yn; = To. No obstante, no puede ocurrir que hjn flan,) =

lim f(yn,), a causa de que |f(2n;) — f(yn,)| = €o siempre. Entonces la funcién no tiene limite en x¢ y
— 00

no es continua alli, contradiciendo el enunciado. O
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5. Derivabilidad

Una vez adquiridos los conceptos basicos acerca de funciones reales, podemos introducir la primera
de las dos potentisimas herramientas del analisis real que trataremos: la derivada. En esencia, la derivada
permite conocer cudnto crece la funciéon en un punto. A priori, parece paraddjico hablar de crecimiento
en un punto, dado que el crecimiento es algo que se refiere a como cambia una cosa a lo largo del tiempo.
No obstante, con el concepto de limite ya discutido, se le puede dar sentido a esta definicion.

Definicién 22. Sea f : Dy — Ry x¢ € Dy un punto interior (es decir, tal que 3§ > 0 con (zo—9, zo+9) C

Dy). Se dice que f es derivable en zy si 3 lim %ﬁé“) € R. Si existe, el limite se denota por f'(z)
rT—rT0o

o %f(xo), y se conoce como derivada de f en .

La idea es calcular el crecimiento de la funcién en intervalos cada vez més pequenos en torno a xg, y
al tomar el limite, obtenemos ese crecimiento puntual.

A causa de esta definicién, podemos comprobar que una funcién debe ser continua en un punto para
ser derivable en el mismo:

f@)=f(zo)=f'(zo)(w=w0) _ )

Observacion 7. Si f es derivable en x, entonces lim o

xr—rxo

Que sigue directamente de operar con la definicién de derivada y las propiedades de los limites. Asi:

Proposiciéon 48. Si f es derivable en xg, entonces es continua en xg.

Demostracién. Como lim [f(z) — f(zo) — f'(z0)(x — 20)] = lim f(z)ff(mlf_’;'o(wo)(zfm)(x —x0) =
T—To T—xTo T—:

0-0 = 0 (segun la observacién anterior y la continuidad de los polinomios). Ademés lim f/(xg)(x —x¢) =
Tr—xo
f'(z0) - 0 = 0. Entonces, restando estas dos funciones, lim [f(z) — f(z9)] =0-0=0 < lim f(z) =
Tr—>T0o

El reciproco en general no es cierto. Por ejemplo, f(z) = |z| sabemos que es continua en R, no
|z
x

obstante, no es derivable en z = 0, puesto que 7§ h’rr%) al ser 1 por la derecha y —1 por la izquierda. Es
r—r

decir, la derivabilidad aporta una condicién mds fuerte que la continuidad.

Definicién 23. La derivada permite obtener la recta tangente a una funcién f en un punto zy. Dicha
recta es: y = f(0) + f'(wo) (z — 7o)

Es decir, es una recta que pasa por el punto deseado de la grafica, y tiene el mismo crecimiento en
ese punto.
Podemos establecer las derivadas de las funciones mas simples a través de la definicion:

Proposicién 49. Sea f : R — R la funcidn constante f(x) = ¢, donde ¢ € R. Entonces f'(x) = 0.
Sea g : R— R la funcion identidad f(x) = x. Entonces f'(x) = 1.

Demostracién. Para la funcién constante, sean zgp € R y ¢ € R. Entonces, lim =% = lim 0 = 0.
z—xo L0 T—xg
Para la funcién identidad, sea x¢ € R. Entonces, lim Z=%2 = lim 1= 1. O
x—xg T L0 T—xTQ

5.1. Propiedades de las derivadas

Como las derivadas son, en el fondo, limites, no es de extranar que aparezcan una serie de propiedades
para operar con ellas:

Proposiciéon 50. Sean f: D — R yg: D — R. Entonces, para los x donde son derivables, se tienen las
siguientes propiedades:
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1. Sea c € R. (cf(x)) =cf'(x)

2. (f(z) +9(x)) = f'(x) + g'(x)
3. (f(x)g(x)) = [(x)g(x) + f(z)g' (x)
4. (f(w))/ _ f’(w)g(w)sz)(I)g

Ve (=) (Para que sea derivable en x debe estar definida, luego g(x) #0)

N

Demostracion. Sea zy un punto arbitrario en el que esas funciones son derivables. En 1, se trata de

%ﬁ{(wo) = lim c%ﬁgwo) = c¢f’(zp), haciendo uso de las propiedades de
P ey € am

determinar el limite lim
Tr—To

los limites y de que f es derivable en xg.
En 2, lim {@Ho@=fwo)olwo) _ jyy J@fle0) 4 pjy 90)=00) — pr(50) 4 ().

T—xT( T—To T—xo T—xg T—To

Para 3, lim f(w)g(w?:fl(l’o)g(mo) — lim f(ac)g(ac)+f(mo)g(m?;}f‘(acg)g(z)ff(zo)g(xo) — lim g(x)f(xr)‘:f_(fﬂo) +
r—xTo T—To T—x0 T—To T—x0 T—To
lim f(xo)%ig“) = g(z0)f(x0) + f(x0)g'(z0). En el ultimo paso se ha usado la continuidad de g.
T—XTQ

Por dltimo, en 4, determinaremos primero la derivada de ﬁ. Eso equivale a hallar el limite lim

T—xo T—=Zo
lim 2Eo)=9@) 1 _ =9 q4nde se ha usado la continuidad de g en el tltimo paso. Ahora apli-
iz, TT0 9(x)g(wo) g% (zo)
camos 3 para f(z)y ﬁ, de modo que (—ﬁf;)’ = J;((;”)) + ’gg(z‘?fg(” =1 (‘”)g(f’;)zzg)(m)g () O

Ahora podemos hallar la derivada de 22, puesto que (2?)’ = (2-2)" = x-1+1-2 = 2. Inductivamente,
de esta manera, se puede probar que (z")" = nz"~!, ¥n € N.

A continuacion se probard la regla de la cadena, que permite derivar funciones compuestas. Para ello,
primero es 1til observar el siguiente resultado:

Lema 2 (Carathéodory). Sea f : D — R yc € D. Entonces, f es derivable en ¢ si y solo si 3o : D — R,
continua en ¢ y tal que f(x) — f(c) = p(z)(x — ¢), en cuyo caso ademds ¢(c) = f'(c).

Demostracién. Primero se demostrard = . Si 3f7(c), entonces podemos definir la siguiente funcién:

J@-5Q) o L

(o), siz=c
y ¢(c) = f'(¢). Ademds cumple que f(x) — f(c) = p(z)(x — ¢), puesto que si x # ¢, sigue de la definicién
multiplicando por x — ¢, y si = ¢, entonces la igualdad queda 0 = 0 lo cual es cierto.

Ahora se demostrard <= . Para ello, supongamos que existe ¢(x) con las caracteristicas descritas.

o(z) = , que es continua en ¢ puesto que lim ¢(c) = f/(c) por definicién de derivada,
T—cC

Entonces, de existir, lim p(z) = lim w = f’(¢), donde hemos dividido la expresién inicial por
r—rc xr—rc

x —c # 0 (ya que a la hora de considerar el limite, estudiamos z # ¢). No obstante, sabemos que ese
limite existe porque ¢(x) es continua en ¢, luego lim ¢(z) = ¢(c) = f'(c), asi que es derivable en ¢. O
r—c

Teorema 27 (Regla de la cadena). Sea f : Dy = R, y g: Dy = R, con Iy C Dg, donde Iy es la
imagen de f. Si ademds f es derivable en xog € Dy, y g es derivable en yo = f(zo) € Dy, entonces

G(z) = (go f)(z) es derivable en xzo, y G'(x0) = ¢'(f(x0)) - f'(x0).

Demostracién. Vamos a aplicar el lema de Carathéodory a las funciones f y g. Asi, 3p(x) continua

en xo tal que f(z) — f(zo) = ¢(z)(z — 20), y F(y) continua en yo tal que g(y) — g(yo) = V(Y)(y — yo),
donde ademés f'(xg) = ©(20) ¥ 9’ (v0) = ¥ (yo)-
Ahora podemos sustituir y = f(x), dado que f(z) € Dy, ¥y yo = f(zo) para obtener que g(f(z)) —

9(f(z0)) = ¢ (f(2))(f(x) — f(x0))-
Ahora sustituimos el dltimo factor: G(z) — G(xo) = ¥(f(z))p(z)(x —zo) = [(Y¥ o f) - ¢|(z) - (x — z).
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Ahora bien, la funcién [(¢ o f) - ¢](x) es continua en zy dado que ¢(z) y f(x) son continuas en zg y
¥(x) es continua en f(xg). Asi, por el lema de Carathéodory, G(z) es derivable en .

Ademds, G'(zo) = [(¢ o f) - ¢l(x0) = ¥ (f(20)) - p(z0) = g'(f(20)) - f'(z0)- N

5.1.1. Derivada de las funciones seno, coseno y tangente

Otras funciones que se derivan cémodamente en términos de ellas mismas son las trigonométricas:

Proposicion 51. Vz e R:

1. sin’(x) = cos(x)

2. cos'(z) = —sin(x)
3. tan/(z) = —2
: cos?(z)
oz . ’ i —si . 2sin(Z=20) cos(ZtE0
Demostracién. Para el seno, veamos que si 2o € R, lim Sn@=sin@o) _ jgy, (T )eos(Z57) _
T—To T—To T—To T—To

, sin(Z520 , e , i . .
lim 75420 ). lfm cos(EE0) = lim =Y -cos(2%0) = 1-cos(zg) = cos g, donde se ha usado la propiedad
T—T0 5 T—To y—0 )

2
del producto de limites, la continuidad de cos(z) y el cambio de variable en funciones compuestas.

Para el coseno, observemos que cos(z) = sin(§ — x), luego, aplicando la regla de la cadena, cos’(z) =
sin’(5 —x) - (5 —x) = —cos(§ — x) = —sin(x).

Para la tangente basta con aplicar la regla del cociente de derivadas, teniendo en cuenta que tan(x) =
sin(x) 0

cos(z) *

5.1.2. Derivada de la funcién inversa

Teorema 28. Sea f: Dy — I una funcion biyectiva y derivable en g € Dy. Entonces, f~' : Iy — Dy,
su inversa, es derivable en yo = f(xo) y ademds f’ll(yo) = m, siempre que f'(xqg) # 0.

Demostracién. Del lema de Carathéodory se deduce que Jp(z) continua en xg tal que f(z) — f(zg) =
p(x)(x — x0), y ademds p(xo) = f'(xo). Como f~'(y) = =, escribimos y —yo = ¢(f ' (¥))(f~'(y) —
f (o)), y como por hipétesis p(xg) # 0 y es continua en ese punto, debe haber una vecindad en la cual
no sea nula, luego podemos dividir:

(y —yo) - m = (f~Yy) — f(yo)), y como m es continua en 7, deducimos por el lema

1 1

de Carathéodory que 3f~ (o) O

_ 1 _ —
T oe(fwo)) T /(7 wo)) T S (wo)”

5.2. Extremos relativos

A continuacién vamos a ver una de las mayores utilidades de la derivada: el célculo de extremos. Con
la derivada, podemos identificar en qué puntos la funciéon es mds grande o mds pequena que todos los
valores que los rodean, es decir, hallar exztremos. La idea es observar que en estos puntos (que pueden
imaginarse como walles o picos), la funcién pasa de crecer a decrecer o a la inversa, es decir, su derivada
cambia de signo.

Definicién 24. Sea f : D — R. Se dice que en zg € D la funcién alcanza un maximo relativo si 36 > 0
tal que Va € (xg — 0,0 + §) N D, se tiene que f(z) < f(xo).

Sea f : D +— R. Se dice que en zy € D la funcién alcanza un minimo relativo si 3 > 0 tal que
Vo € (zg — 0,20 + 0) N D, se tiene que f(z) > f(zo).

Cuando un punto es maximo o minimo relativo, se dice que es extremo relativo.
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Proposicién 52. Sea f: (a,b) — R una funcidn derivable, y tal que c € (a,b) es extremo relativo de la
funcion. Entonces, f'(c) = 0.
Demostracion. Supondremos sin perder en generalidad que ¢ es maximo relativo. Consideremos lim %
r—rc—
Estd claro que = — ¢ < 0, dado que el limite es por la izquierda, y como ¢ es maximo, f(z) — f(c) < 0.
Por lo tanto, lim w > 0. Sabemos que la funcién es derivable, luego ese limite existe (es f'(¢)), y
r—c—
(

podemos afirmar que f’(c¢) > 0. Ahora estudiaremos 1im % Ahora z — ¢ > 0, y se sigue teniendo

r—ct

que f(z) — f(¢) < 0. Por lo tanto, Hm+ w < 0, asf que f'(c) < 0. Asi pues, f'(¢c) = 0. Si ¢ es
Tr—C
minimo relativo, basta con multiplicar por —1 la funcién. O

Atencién. Esta proposicién no es un detector de extremos relativos: no puede afirmarse que si una
funcién tiene derivada nula en un punto, este sea un extremo (pensemos en z* en el punto 0). No
obstante, nos permite descartar los puntos que no son extremos: todos aquellos en los que f sea derivable
con derivada no nula, no pueden serlo.

5.3. Teoremas de Rolle y del valor medio

Los siguientes resultados en relacion a la derivada son de enorme valor tedrico y muy utilizados en
otras demostraciones, y para conocer el comportamiento de una funcién sabida su derivada.

Teorema 29 (Rolle). Sea f : [a,b] — R continua, derivable en (a,b) y tal que f(a) = f(b) = 0. Entonces,
Je € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracién. Si f(x) = 0 Vx € [a,b], entonces f'(z) = 0 Vz € (a,b) y hemos terminado. Si no,
por el teorema de Weierstrass, sabemos que Imin(I;) = m y 3max(ly) = M, y como la funcién no es
constante, m # M. Esto quiere decir que 3¢ € (a,b) tal que f(c) = m o f(¢) = M, puesto que de no
existir, m y M tendrian que ser f(a) y f(b), que son iguales. Ahora bien, como ¢ es méximo o minimo
de la funcién, y esta es derivable, quiere decir que f’(c) = 0. O

Teorema 30 (Valor medio). Sea f : [a,b] — R continua, y derivable en (a,b). Entonces, 3¢ € (a,b) tal
e /() = L0110,
Demostracién. Vamos a restar a f la recta que pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)), para obtener una funcién
que cumpla f(a) = f(b) = 0 y poder aplicar el teorema de Rolle. Es decir, consideremos g(z) = f(x) —
f(b)—f(a) f(b)—f(a)

[f(a)+ === (z —a)]. Se verifica facilmente que g(a) = g(b) = 0. Ademds, como f(a)+ ===~ (r—a)

es una recta, es continua y derivable en R, luego ¢ es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Aplicando
el teorema de Rolle, 3¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0, es decir, f'(c) — [0+ %(1)] =0 < f'(¢)—
f(bl);f(a) =0 < f'(c)= f(bl))*f(a) O

El resultado que sigue es una aplicacién de estos conceptos:

Proposicién 53. Sea f : (a,b) — R una funcién tal que f'(x) = 0 Vx € (a,b). Entonces, Vx € (a,b)
f(x) = ¢ para algin c € R.

Demostracién. Supongamos que Jx1,z2 € (a,b), 1 < x2 tales que f(x1) # f(x2). Entonces, si
consideramos el intervalo [z1, 23], podemos aplicar el teorema del valor medio para comprobar que 3¢ €
(z1,22) C (a,b) tal que f'(c) = % # 0, dado que f(z2) — f(x1) # 0, lo que es una contradiccién.

O

35



5. DERIVABILIDAD INDICE

5.4. Valor medio generalizado y regla de ’Hopital

Esta subseccion se centra en demostrar la magica regla de I’Hopital, que proporciona una herramienta
para calcular limites de cocientes de funciones derivables, cuando las cosas se complican.

Teorema 31 (Valor medio generalizado). Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas, y derivables en

(a,b). SiVz € (a,b), ¢'(x) #0, entonces Ic € (a,b) t.q. 5/8 %

Demostracién. Sea F'(x) = [f(b) — f(a)][g(x) —g(a)] —[g(b) —g(a)][f (z) — f(a)]. Es facil comprobar que
F(a) = F(b) = 0. Ademas, es continua en [a, b] y derivable en (a,b) por las propiedades de la continuidad
y derivabilidad de las fun(nones suma y producto. Entonces, por el teorema de Rolle, 3¢ € (a,b) tal que
F/(c) = 0. Adems, F'(z) = (£(8) — F(a))g(x) ~ (9(b) (@) (x). Entonces, (£(b) — F(@)g'(e) - (a(b) —
gla)f'(c) =0 = (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a))f'(c), y dividiendo ambos términos por ¢'(c) # 0
y por g(b) — g(a) # 0 (puesto que en caso contrario el teorema de Rolle asegura que en algin punto se

tiene ¢'(z) = 0), queda demostrado el teorema. O
Teorema 32 (L’Hopital). Sean f, g : (a,b) — R derivables. Si hm flx)=0y hm g(x) =0,Vx € (a,b),
ac—>a x—)a
['() f@) _ f(z) @) _
g (x)#£0y3 hm UL entonces ngrg+ o) = zlgg IOk También se verifica si xlgg+ 7 = +o00.

Demostramon. Vamos a extender el dominio de estas funciones para poder aplicar el teorema anterior.
Asi, sea a < by < b, y definimos f : [a,b1] — R, f(x) = f(x) si z € (a,b1], f(a) =0,y §:[a,b1] = R,
g(z) = g(x) si € (a,b1], gla) = 0. De esta forma, las funciones creadas son continuas en [a,b1] y
derivables en (a,b;]. Cabe observar que, salvo en = = a, las funciones son idénticas a las originales, de

modo que su derivada también lo serd. Ahora, aplicando el teorema de valor medio generalizado para esas

fllex) _ fl@)—fa) _ f(=)
9'(cz) — g(x)—g(a) = g(=z)°

dado que el comportamiento en z = a no

funciones, en el intervalo [a, z], * < b; tenemos que Je, € (a, ) t.q. Esto quiere

Fles) [lea) _ f@) f(x)
decir que lim, gy = Jm, gy = Jm, g5y = 1m, gy,

se tiene en cuenta para el limite. Ademab, como a < ¢; < x, cuando  — a™, por compresion, ¢, — a™.

Por tanto, renombrando ¢, por x: hm I@) _ gy £ O
r—at g'(z) — r—at 9(z)

Observacion. El teorema se verifica también para el limite por la izquierda de b, siendo la prueba
de la misma manera. Asi, se verifica también para el limite bilateral, dado que equivale al unilateral si
existe.

Teorema 33 (L’Hopital II). Sean f,g : (a,+00) — R derivables. Si lim f(z) =0y lim g(z) =0,
T—+00 T—+00

Ve € (a,0), ¢'(x) # 0 y HIETOO ’;ég, entonces Elmgrfm% = IEIEOO 58; También se verifica si

lim [ ) = +00.

r—+oo 9 ()

Demostracién. Esto es consecuencia directa del teorema anterior. Consideremos F(z) = f (%) yG(z) =

g(%) Estd claro que son derivables en su dominio, que es (0, é), puesto que se trata de la composicién de
f(=) F(x)

dos funciones derivables en los puntos oportunos. Ademas, de acuerdo al lema 38, hm == = lim
ro4o0 9®) T oot Glx)”
Veamos que, de acuerdo al teorema anterior, como hm F@) — i rGIE) = lim I) lim L@
d o0t @ 7 o500 ) oot 90 a—teo 9@)
que existe por la condicién del teorema, entonces lim = lim g( CONNES THWINP MCO R THAP ACD O
1m0+ a0+ G@) z—+to0 9'(@) 5 +00 9(T)

Anélogamente se tiene el resultado para limite en —oco. El teorema también funciona si los limites de
las funciones implicadas son 4oco.

Teorema 34 (L’Hoépital IIT). Sean f,g : (a,b) — R derivables. Si hm f(z) = oo y h'm+ g(x) =
r—a

CEA)(I

+oo, Vz € (a,b), ¢'(z) #0 y I lim f/(ac), entonces 3 lim 22 — lim L@ También se verifica si
r—a

+ 9 (= r—a+ g(x) z—at 9 "(z) "

N

lim £ — 400,

z—at 9 (x)
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5.5. Intervalos de crecimiento
Teorema 35. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable. Entonces:
1. La funcién es creciente en (a,b) si y solo si Vx € (a,b), f'(x) > 0.
2. La funcidn es decreciente en (a,b) si y solo siVx € (a,b), f'(x) <O0.
3. SiVx € (a,b), f'(x) >0, la funcidn es estrictamente creciente en (a,b).
4. SiVzx € (a,b), f'(z) <0, la funcidn es estrictamente decreciente (a,b).

Demostracién. Se va a demostrar 1, siendo los deméas andlogos. Sea f : (a,b) — R creciente en (a,b).

Entonces, Vx1,x2 € (a,b), x1 < x2, se tiene f(x1) < f(z2). Sea xo € (a,b). Entonces, si x > g, se

%ﬂ’:émo) > 0, dado que el numerador es no negativo y el denominador es positivo. Si x < g,

f(@)=f(=zo)
p—

x

tiene que
> 0, dado que el numerador es no positivo y el denominador es negativo. Como

siempre que T # xq se verifica que f@)=f(@o) 0, entonces lim f(xz:if;éx”) >0 = f'(x0) >0,y xo
T—x0

entonces

T—T0
era arbitrario.

Para demostrar la implicacién reciproca, supongamos que la funcién cumple Va € (a,b), f'(z) > 0.
Entonces, si la funcién no es creciente en (a,b), Jx1, 22 € (a,b), x1 < 2 tales que f(z1) > f(x2). Entonces,
haciendo uso del teorema del valor medio, 3z € (z1,22) C (a,b) tal que f'(xg) = % <0
contradiciendo la hipotesis. O

Un ejemplo de aplicacion de todo esto:
Observacion 8. Sea f : [a,b] — R una funcién continua, y ademéas derivable en (a,b), y tal que f'(z) >0
Vz € (a,b). Entonces, f(a) = min{f(z) : z € [a,b]} y f(b) = méx{f(x): x € [a,]]}.

Demostracion. Por el teorema anterior, la funcién es creciente. Segtin se vio anteriormente, entonces
xlgg+ f(z) =mf{f(x) : z € (a,b)} = f(a) por la continuidad de la funcién. Andlogamente se demuestra

f(b), v el resultado opuesto para funciones con derivada menor o igual que 0. O
Observacion 9. Sea f : (a,b) — R derivable. Entonces, si f'(z¢) = 0 para ¢ € (a,b), y 36 > 0 t.q.
i) >0size (xg—0d,20) y f'(x) <O0six € (xg,zo+ 0), entonces la funcién alcanza maximo local en
xo. Asimismo, si f'(xzg) = 0 para z¢ € (a,b), y 36 > 0 t.q. f'(z) < 0siz € (xg —d,x0) y f'(z) > 0si
x € (zg, 2o + 0), entonces la funcién alcanza minimo local en .

5.6. Polinomios de Taylor

El objetivo de esta seccion es establecer los polinomios de Taylor. Es mucho mas facil hacer calculos
con polinomios que con otras funciones, de tal manera que se busca, dada una funcién, encontrar un
polinomio que la aproxime de manera lo suficientemente satisfactoria como para poder usarlo en su lugar
y conocer el error que se comete al hacerlo. Para ello, utilizaremos las derivadas.

Observemos que la derivada de una funcién derivable f : D — R mantiene su dominio, y es posible que
siga siendo derivable en D. Asi, se puede calcular la derivada de esta, lo que se suele denotar por f”(x) o
j—; f(x). Este proceso podria seguir repitiéndose si la funcién resultante continda siendo derivable. Tras
n veces se obtiene la derivada n-ésima, que se denota f(™(z) o Czi—"nf(x).

Definicién 25. Se dice que f : D — R es derivable n veces si 3f(") ().
Para aproximar una funciéon f cerca de un punto zy € D de forma polindmica, se puede construir
el polinomio de taylor de grado n de f centrado en xy. Este polinomio, P, ,,(f,z) verifica que

F®) (20) = Py(fgzo(f, xo) Vk € N tales que 1 < k < n. Es decir, cualquier derivada del polinomio en zg
es igual a la misma derivada de f en zy. Por tanto, se trata de una aproximacion local: solo estamos
imponiendo condiciones al polinomio para que se parezca a f en un punto dado xg.
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Definicién 26 (Polinomio de Taylor). El polinomio de taylor de grado n de f centrado en z es

Prao(fo7) = zf““%)( — 20)'.

Para demostrar que se cumple la propiedad mencionada anteriormente, primero veremos que:

Observacion 10. n (f7 x) = Pp_14,(f )

f"'(*

n ) (g n
Es fécil verlo derivando cada término del polinomio: P,(ngo (f,z) =S (L 1(, o) (x—m0)t) = 2

=0
) n—1 (41 ) n—1 /( ) .
xo)' T = X:O fzi'(m(x —x0)' = ,2:0 (IO)( —20)" = Pp1a,(f, 2
= =

Ahora se demuestra la propiedad:
Proposicién 54. f*)(zg) = P (f,2)(20), Yk € N,1 < k < n.

Demostracion. Es facil comprobar sustituyendo que para k = 0 se verifica la propiedad. Si derivamos
1 vez: P,(L}%U (fix) = Py—1,0,(f', ) (x0) = f'(x0) segin acabamos de ver. De hecho, para todo k basta con
aplicar la observacién anterior k veces para llegar al polinomio de Taylor de f*) (x), que sabemos que en
xo debe valer f*)(zq) por el caso k = 0. O

El teorema de Taylor permite conocer el error de la aproximacion, y resulta que la aproximacién es
muy buena, y de hecho mejora cuanto mas alto sea el grado del polinomio, y el error disminuye cuanto
més cerca del g nos situemos (como es légico):

Teorema 36 (Taylor). Sea R, 5, (f,x) = f(x) — Pno(f,x) el resto de f y el polinomio de Taylor de
grado n. Si f: (a,b) — R es (n+ 1) veces derivable, entonces:

(n+1) (o n
Rn,zo(fax) = f(Tl)(l)(x - {170) +

. . . Ry«
Es decir, que no solo Ry, ., — 0 cuando x — x9, sino que lo hace rdpidamente: o—s ‘; — 0.

, CONTSCS Xp.

Demostracién. Vamos a demostrarlo por induccién. En primer lugar, si n = 0, entonces tenemos

que Rogz, = f(z) — f(xo). Estd claro por el teorema de valor medio que J¢, * £ ¢ S z¢ tal que
(nt1)
z)— f(zo) = f'(¢)(x—x0). Ahora supongamos que R, .., (f,z) = +—~r (x— 29 . Entonces, veamos
o= A (1) = 280 a1
Roi1,a0(f) Roni1,00(£2) = Rug1,eq (£, Rig1,00 () ,
que (;_Ixoo)fi,f) = (;1_;’0(){1”2)_(%*_1%03&’;;”“) = (n+2J)r(1c/gac0)"+1 para algin ¢ entre x y xg, por el teorema
R, ) / n,x l7 !
del valor medio generalizado. Ahora, podemos aplicar la hipdtesis: @ +?)'(16",’3;];)an (an) g(_f%c)) - =
r(n+1)
c) n+1
Gy (@) £ () Roiiog () _ 04 (0)
nFD _ +1, _
()@ —z) T )l Entonces, finalmente, tenemos que (17$0‘3n+2 = de donde sigue
lo que se queria probar. O

Ahora vamos a ver una utilidad para determinar si un extremo local es méaximo o minimo a través de
derivadas sucesivas, utilizando el Teorema de Taylor:

Proposicién 55. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable 2m veces, conm € N, y con f*™) (z) continua.
Sea xq € (a,b). SiVi e N, 1 <i< 2m, se tiene que f@(xq) =0, entonces:

1. Si f™)(x0) > 0, la funcion alcanza minimo local en xg.

2. Si f®m)(x0) <0, la funcién alcanza mdzimo local en .

(2m)(ce
Demostracién. Haciendo uso del teorema de Taylor, sabemos que f(x) = f(xzo) + %(w —x0)*™,

con cada ¢, entre x y xg, puesto que el polinomio de Taylor de grado 2m — 1 solo como término no-nulo la
funcién sin derivar. Ahora, si f2™)(z0) > 0, 36 > 0 tal que si |z — 20| < 6, se verifica f™)(z) > 0. Esto
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. N . , . (2m) . .
sigue de la continuidad de la derivada 2m-ésima, puesto que como ff(r”) > 0, se verifica que existe

§ > 0 tal que si = estd en ese d-entorno de xg, |f*™ (x) — fC™)(z0)] < %, de donde sigue que

(2m) , (@m)(ea)
F@m(z) > ff(wo) > 0. Por lo tanto, se tiene que, en ese entorno, f(z) = f(zo) + JC?QT).(x —20)*™ >
@m)(ea)

f(zp), al ser JCQT),(:E —x0)*™ > 0 segtin se ha visto. Asi, z¢ es minimo local. Andlogamente se prueba
el caso 2. O

5.7. Convexidad

Otro concepto que permite conocer méas propiedades acerca de una funcién es la convexidad, es decir,
hacia dénde se curva una funcién.

Definicién 27. Sea f : [a,b] — R. Se dice que f es convexa en [a,b] si Vz,y € [a,b], Yo € [0,1], se
tiene que f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — ) f(y). Si la desigualdad se tiene a la inversa, se dice que es
céncava.

Intuitivamente, es convexa si la recta que une f(z) y f(y) queda por encima de la gréfica en todos
los puntos entre z,y, que quedan representados por la eleccién de « (p. €j, si @ = 0, se obtiene y y si
a =1 se obtiene z). Véase que si f es concava, —f es convexa y viceversa, ya que al multiplicar por —1
la desigualdad se invierte.

Teorema 37. Sea f: (a,b) — R dos veces derivable.
1. f"(z) > 0Vz € (a,b) < f es convexa en (a,b).
2. f"(x) <0Vzx € (a,b) < f es concava en (a,b).

Demostracion. Se va a probar 1, puesto que luego sigue 2 aplicando 1 a —f. Para probar — |
supongamos que f”(xz) > 0 Vz € (a,b). Sean z,y € (a,b) y a € [0,1]. Denotamos z, = az + (1 — a)y.
Por el teorema de Taylor, sigue que:

Fa) = Flea) + £ o) = 20) + 5 (02
F) = o)+ 7/ Ga)y = 20) + T8 (22

Al ser f"(x) > 0, se tiene:

f(@) = f(za) + ' (2a) (@ = 2a)

fy) > f(za) + f/(za)(y — Za)
Es decir:

af(x) > af(za) + af'(ze) (2 = za)

(1 —a)f(y) = (1= a)f(za) + (1 = ) f'(2a) (¥ — 2a)

Sumando:

af(x) + (1 =a)f(y) > f(za) + f(za)lax + (1 = @)y = 2a] = f(2a) + f'(2a)[20 — 2a) = f(2a)
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Como se queria probar.
Ahora se va a probar <= . Supongamos que f es convexa en (a, b). Sea x € (a,b). Se puede comprobar

’ 7" 2
f(z+h)7f(x)7{l2(x)h7%f @h” . (El numerador es la funcién menos el polinomio de

fla=h)—f(@)+f (@)h—5 f" (x)h
h2

facilmente que lim
h—0

= 0. Por lo tanto, la

Taylor de la misma centrado en z). Asimismo, lim
h—0

(z+h)+f(@—h)—2f(x)—f" (z)h?
h2

suma tiende a 0: lfim £ im LEEE @22 @) _ e1(2) Ahora
h—0 h—0 h

bien, si tomamos la definicién de convexidad con o = %, y para los valores x + h, x — h, puesto que = =
L(x+h)+1(z—h), tenemos que 3 f(z+h)+ 5 f(x—h) > f(z), de modo que f(z+h)+f(z—h)—2f(z) > 0.
Hemos deducido entonces que:

= 0, luego

fl@+h)+ flz—h)=2f(z) 20

, flx+h)+ fl(x—h)—2f(x /
i KD 1) Z20(0) _ g

De donde sigue que f”(x) > 0. O
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6. Integral Riemann

Esta seccién se centra en la segunda herramienta del andlisis real: la integral. Consiste en, dada una
funcién f que cumple unas minimas condiciones (tales f se denominaran integrables), asociar un valor
a dicha funcién, llamado integral. Ese valor puede interpretarse como un promedio o suma ponderada
continua de la funcién. Otra interpretacién habitual y muy visual es el drea bajo la grdfica de la funcién,
aunque esta ultima utiliza el concepto de gréafica, que no es fundamental a la hora de definir, calcular o
entender la integral.

6.1. Conceptos basicos

Con el fin de definir esta integral, dado que no sabemos hacer sumas ponderadas ni promedios de
funciones, sino de una cantidad finita de niimeros, vamos a asociar una serie de valores a la funcién. En
concreto, dividiremos su dominio de definicién en trozos, y cogeremos un valor de la funcién en cada
trozo. Calcularemos esa suma ponderada (a cada valor le daremos un peso proporcional a la longitud del
trozo que representa), y finalmente bastara con utilizar el concepto de limite para hacer que estas sumas
ponderadas converjan al valor deseado.

Definicién 28 (Particién). Una particién P de un intervalo [a,b] es una coleccién de puntos ordenados,
zg < 1 < g < ... < Ty, CON Tg = a 'y T, = b, que dividen [a,b] en intervalos Az; = [z;,x;41] con
0<j<n-—1.

Los valores que vamos a asociar a cada trozo de la particién van a ser el mayor y el menor que tome la
funcién. De esta manera, podemos obtener una suma ponderada por excesoy otra por defecto, y sabremos
que la aproximacion que estamos realizando es correcta si ambas convergen a lo mismo cuando refinamos
la particién.

Vamos a considerar siempre funciones f : [a,b] — R tales que 3K > 0 con |f(z)| < K Va € [a,b], es

decir acotadas. Dada una particién P de [a,b], denotaremos M; = sup f(z)y m; = irif f(z).
TEAT; TEAT;

o n—1
Definicién 29 (Sumas de Riemann). Se definen la suma superior de Riemann: S(f, P) > My|Axg| v la
k=0

n—1
suma inferior de Riemann: S(f,P) > my|Azk|, con n el nimero de puntos de la particién P del intervalo

k=0
[a,b].
Es facil ver que S(f,P) < S(f,P).

Definicién 30. Se dice que una particion P; es més fina que otra, Po, y se denota Py o« Pa, si Py C Py,
es decir, todos los puntos de la segunda estan en la primera.

Proposicién 56. Si Py o« Py, entonces, S(f,P1) < S(f,P2). Asimismo, S(f,P1) > S(f, P2)

Demostracién. Vamos a probar primero que esto se tiene en el caso mds bésico: Po = {a,b} es un
intervalo y P; = {a,c,b} es el mismo pero con un punto mas. Veamos que S(f, P2) = M(b—a), con M el
supremo de f(z) en [a,b]. Ademéas, S(f,P1) = Mi(c—a)+Mz(b—c) < M(c—a)+M((b—c) = M(b—a),
como se querfa probar, donde M;, My son los supremos en [a, c] y [c, b], que deben ser menores o iguales
al supremo global. Si P; anade mas de un punto, basta con hacer lo mismo, puesto que ZZ;S M| Axy| <
M ZZ;& |Azy| = M]a, b]|. Finalmente, si P consta de més de 2 puntos, basta con aplicar el resultado
por separado a cada sub-intervalo definido por 2 puntos consecutivos de la particiéon. Anadlogamente se
prueba para la suma inferior. O

Observacion 11. Si Py y P son particiones cualesquiera, se tiene que S(f,P1) < S(f, P2).
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En efecto, como P = P; U P, es més fina que ambas, se verifica que S(f,P1) < S(f,P) < S(f,P) <
g(f7 P?)

Ahora vamos a ver que cualquiera de las sumas de Riemann esté acotada por la misma cotas:

Proposicién 57. Sea P una particién de [a,b]. Entonces S(f,P) < K(b—a) y S(f,P) > —K(b— a),
donde K es la cota de la funcion.
Demostracién. Consideremos Py = {a,b}. Sabemos que S(f,P) < S(f,Po) = (b—a) sup (f(z)) <

z€la,b]
K (b — a). Andlogamente se prueba el caso de la suma superior.

Definicién 31. Sea (2 el conjunto de las particiones de [a, b]. Entonces, 3 sup S(f,P) = S;, y también
PeQ
3 inf S =S
nf S(f,P) =5

Ambos existen por la propiedad de completitud, dado que hemos visto que las sumas superiores e
inferiores estan acotadas.

Observacion 12. §f < gf

Definicién 32 (Funcién integrable). Sea f : [a,b] — R. Se dice que f es integrable si Sy = S, =S¢,y
se denota por f; f(z)dz = Sy.

Como hemos dicho, diremos que ese valor buscado, la integral, existe, inicamente si ambas aproxima-
ciones convergen a lo mismo. Como es un poco engorroso trabajar con supremos e infimos sobre todas las
particiones posibles, vamos a ver un criterio mucho mas cémodo para la integrabilidad de las funciones:

Teorema 38. Sea w(f,P) = Z;L:_Ol(Mj —m;)|Az;| = S(f,P) — S(f,P). Entonces, [ es integrable si y

solo si Ve > 0, AP, tal que w(f,P.) < €.

Demostracién. Primero se demostrard = . Sea € > 0. Si f es integrable, y como S es supremo de las
sumas inferiores e infimo de las cotas inferiores, IP’, P" € Q tales que S(f,P’) < Sy +¢/2y S(f,P") >
St + €/2. Multiplicando la dltima desigualdad por —1 y sumando, tenemos que S(f,P’) — S(f,P") < e.
Ahora bien, sea P. = P'UP”, que es mas fina. Entonces, w(f, P.) = S(f, P.)—S(P.) < S(f,P")—-S(P") <
€, como se querfa probar.

Ahora se demostrard <= . Tenemos que Ve > 0, S(f,P.) < S(f,Pc) + €. De hecho, como S; es
infimo y S; es supremo, tenemos que Sy < S(f,Pc) < S(f,Pe) +€ < S; + €. Como € es arbitrario,
sigue que Sy < S;. Asimismo, (véase observacién 10) que S < Sy. Por lo tanto, Sy = Sy, asi que f es
integrable. O

6.2. Propiedades

Observacion 13. SiVx € [a,b], f(x) = ¢, con ¢ € R, entonces f; f@)dx = ¢(b—a).
Esto se comprueba puesto que las sumas de Riemann siempre valen ¢(b—a), dado que tanto M; como

m; valen ¢, sin importar la particién ni el Az;.

Proposicién 58. Sea f integrable. Entonces Ve € R, se tiene que g(x) = cf(x) es integrable, y

f; cf(x)dr = cf; f(x).

Demostracién. Si ¢ = 0, esto es trivial, puesto que f(f cf(z)dr = f: 0=0b—a)=0= Of; f(x). Si

¢ > 0, cabe observar que sup cf(z) =c sup f(z), e igual para el infimo. De esta manera, como todas
rEAT; r€Ax;

las sumas de riemann guardan esta relacién (las sumas superiores son ¢ veces las de f e igual con las
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inferiores), tenemos que cgf = ?cf y cﬁf = ﬁcf. Como Ff = §f = cgf = cﬁf, entonces §Cf = ﬁcf =t

luego es integrable, y sabemos que t = ¢Sy, es decir, t = cf: f(x)dx.

Si ¢ < 0, ahora el supremo se invierte con el infimo: sup cf(x) =¢ igf f(z) y viceversa. Esto hace
TEAT; TEAT;

que cgf =8 ycSy= ch, pero igualmente: §f =8, = c§f =cS; = S = Fcf =t y entonces
es integrable. Ademds ¢ = ¢Sy, es decir, t = cf: f(z)dz. O

Proposicion 59. Sean f y g integrables. Entonces, es integrable f + g y ademds f: f(x) £ g(x)dx =
b b
fa f(:c)dxifa g(z)dx.

Demostracién. Sabemos que Ve > 0, 3P, y P! tales que w(f,P!) < § vy w(g,P!) < 5. Entonces, sea
P. = P.UP!, més fina, entonces se verifica que w(f,P.) + w(g, P.) < € (sumando). Ahora bien, puesto

que sup f(x)+ sup g(z) > sup (f(x) + g(x)) y al contrario para el infimo, entonces se tiene que
TEAT; xT T; rxeEAx;

w(f+9,Pe) <w(f,Pe)+w(g,Pe) <e, de modo que f + g es integrable. B

Para ver que la suma de las integrales es la integral de la suma, veamos que como Sy, es infimo,
entonces 3P tal que Spi, > S(f + g,P!) — 5. Ademds, por la observacién que hemos realizado
anteriormente, se tiene que en cualquier particién, S(f,P)+ S(g,P) < S(f + g, P). Consideremos ahora
los supremos de Riemann de f y g. Sabemos que 3P, y P/’ tales que S;—§ < S(f,P") y S,—§ < S(g,P").
Uniendo todas las desigualdades, 3P, = P.UP/UP/ tal que Sjyy > S(f+9,Pe)+5 > S(f+9,Pe)+5 >
S(fiPe) +8(9,Pe) —5 > Sy —5+8,—5—5 = 8;+9, — e Como ¢ es arbitrario, y cada uno
de estos supremos/infimos de Riemann se corresponden a una integral, sigue que f; f(z) + g(z)dz >
f; f(x)dx—l—fab g(x)dx. Sirepetimos el procedimiento con el infimo de Riemann de f+g¢, y los supremos de f

y g, llegamos a la desigualdad contraria, de donde sigue que f; f@)+g(x)de = f: f(x)d:t—i—f; g(x)dx O

Proposicién 60. Sea f : [a,b] — R integrable y sea ¢ € (a,b). Se tiene que f es integrable en [a,c] y
[c,b], y ademds: fab fl@)de = [T f(z)dz + fcb f(x)dz.

Demostracién. Sea € > 0. sabemos que 3P, tal que w(f, P.) < e. Ahora, sea P! = P.U{c}. Al ser més
fina, se verifica que w(f,P.) < e. Si ahora solo consideramos los términos de los sumatorios que tienen
intervalos en [a,c|, como se trata de sumas de términos positivos, sigue que, al tener menos términos,
Wia,q (f, PL) < w(f,Pl) < ¢, luego es integrable en [a,c]. Igualmente se prueba para [c,b].

Ahora, veamos que si € > 0, f; f(x)dz < S(f,P!) < S(f,P!) +e= Sia,q(fs P + Sy (f Pl + € =
fac f(l‘)d.%‘—f—fcb f(x)dx—i—e Ademésv f; f(.’]f)dl‘ > §(f7 Pé) > g(f7 Pé) —€= g[a,c](fv Pé)+§[c,b](f7 ,Pé) —e=
I3 f(x)da + fcb f(z)dx — €. Al ser € arbitrario, se verifica entonces la igualdad. O

Proposicién 61. Sea f : [a,b] — R integrable, con f(x) > 0 Vx € [a,b]. Entonces fab > 0.
Asi, si f,g: [a,b] = R son integrables y f(x) < g(x) Vz € [a,b], entonces f: f(x)dx < f:g(x)dx.

Demostracion. Si la funcién f es mayor o igual que cero, también lo son sus supremos e infimos en
cada intervalo de cualquier particién, por lo que §f también es mayor o igual que cero. Para la segunda
parte basta con considerar h(x) = g(x) — f(z), y aplicar la primera parte junto con el lema 66 para
separar las integrales. O

Por mera conveniencia, vamos a definir formalmente una integral en la que escribimos los extremos
del intervalo en el orden opuesto. No existe tal cosa como el intervalo [b,a], a < b, pero si existiese,
podriamos imaginar la funcién habitual invertida, de tal manera que su integral también se invertiria.

Definicién 33. Si f : [a,b] — R es integrable, entonces se denota [, f(z)dx = —fab f(z)dx. Asi,
[ f(z)dz = 0.
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Observacion 14. Sea f : [a,b] — R integrable, tal que m < f(z) < M, Vx € [a, b]. Entonces, se tiene que
m(b—a) < f; flx)dz < M(b— a).

Esto sigue del lema 68 y de la integral de la funcién constante.

Las funciones continuas cambian de forma tan buena que pueden ser integradas sin problemas:

Teorema 39. Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Entonces, es integrable.

Demostracion. Sea € > 0. Del teorema 26 sigue que f es uniformemente continua, de manera que 39, tal
que |f(x1)—f(x2)| < 55 Va1, 22 t.q. |21 —22| < d. Sea P, una particién tal que méx |Az;| < d.. Entonces,
J

€
—a"

se tiene que Vj, 1 < j <n —1, como |z; — zj41| < &, debe tenerse que |M; — m;| = M; —m; < 3

n—1 n—1
Esto quiere decir que w(f,P.) = ZO(Mj —my)|Az;| < 2:0 Ay = 55 Zo |Azj| = 75 (b—a) = ¢,
J= J= J=

de modo que la funcién es integrable. O
Un interesante resultado es que esa suma ponderada o promedio que nos da la integral, cuando la

calculamos en una funcién continua, es alcanzado por la propia funcién en alguno de los puntos (si

uno esta familiarizado con el teorema de valores intermedios, a estas alturas no deberia sorprender este

resultado):

Proposicién 62. Si f : [a,b] — R es continua, entonces 3y € (a,b) tal que 7 f; f@)dx = f(7).

Demostracién. Como es continua, 3méx f(x) = M y Imin f(z) = m. Aplicando el lema 69, m(b—a) <
f; f(z)dz < M(b— a), esto es m < ﬁf; f(x)dz < M. Considerando f(z) = f(z) — ﬁf; f(z)dz,
se comprueba que en el punto x; en el que se alcanza M, se tiene que f(acl) > 0, y en el punto x5 en
el que se alcanza m, se tiene que f (z2) < 0 luego por el teorema de valores intermedios, se verifica que
Iy € (z1,x2) que verifica el enunciado. O
Una cosa que no hemos discutido hasta el momento es si hay funciones no integrables.

Observacion 15. La funcién de Dirichlet, D : [0,1] — R con D(z) =1siz € Qy D(z) =0si z ¢ Q, no
es integrable.

Esto es asf puesto que S = 1y S = 0 en cualquier particién, ya que por la densidad de @ en R siempre
habra un racional y un irracional en todo intervalo de la particién.

6.2.1. Teorema fundamental del calculo

Lo que ahora vamos a discutir no lleva el nombre de teorema fundamental en vano. Dos cosas aparen-
temente sin relacién, que son la derivada y la integral, se conectan gracias a este teorema, que aparece en
dos versiones equivalentes. La primera que veremos permite calcular magicamente la integral de una fun-
cién f, sin hacer nada relacionado con particiones, mientras que conozcamos otra funcién cuya derivada
sea f.

Teorema 40 (Fundamental del cdlculo). Sean f : [a,b] — R integrable y F : [a,b] — R derivable en
(a,b), tal que F'(z) = f(z) Yz € (a,b). Entonces, se tiene que ff f(z)dx = F(b) — F(a).

Demostracién. Como paso previo, observemos que si P es particién de [a, b] y tenemos la coleccién de
puntos v; € Az; (0 < j < n — 1), entonces se verifica que S(f,P) < Z;L:_ol f(vj)|Az;| < S(f,P), dado
que las imagenes de esos puntos estan siempre entre el infimo y el supremo de cada intervalo. Por ello,
como f es integrable, Ve > 0, 3P, tal que w(f, Pe) < €, y por tanto, |f; f(z)dz — 22:01 f(yi)|Azj|| <e.
Esto es asf puesto que la integral estd entre S y S, que se hallan a distancia (w) menor que €, y segin
hemos visto antes, la suma también estd entre ambas sumas de Riemann, luego la distancia entre la
integral y la suma ha de ser aiin menor.
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Ahora, para la demostracién, sea € > 0, y sea P. = {z¢ = a, 1, 2, ...2n_1, %, = b} la particién en la
que w(f, Pe) < e. Veamos que F(b) — F(a) = F(xp) — F(@n-1)+ F(n-1)— ... + F(z2) — F(21) + F(21) —
F(x0), donde se ha sumado y restado F'(z;), con 1 < j <n — 1. Ahora, por el teorema del valor medio,
tenemos una serie de valores v; € Ax; tales que:

F(b)—F(a) = F(zp)—F(xpn_1)+F(xpn_1)—.tF(x2)—F(x1)+F(x1)—F(20) = F'(Yn-1)(@n—Tpn_1)+
F'(n—2)(@n—1—Tn—2) + ... + F'(y1) (w2 —21) + F'(70) (m1 — m0) = Y19 F' ()| Azj| = Y070 £(v;)| Az

Entonces, por la observacién anterior, sigue que | f(f f(z)dx — [F(b) — F(a)]| < e. Como € es un valor
arbitrario, sigue que fab f(x)dx = F(b) — F(a). O

La segunda forma de este teorema nos indica que toda funcién f continua tiene una primitiva, es
decir, otra funcién cuya derivada es exactamente f. Esta funcién se obtiene mediante una integral.

Teorema 41 (F‘undamental del célculo, forma 2). Sea f : [a,b] — R integrable, y continua en c € (a,b).

Sea G : [a,b] — R, G(z f f@)dt, la cual podemos definir porque esa integral existe para cualquier

x € [a,b] segin el lema 67 Entonces, G es continua en [a,b] y derivable en c, y ademds G'(c) = f(c).
Como corolario, si f : [a,b] — R es continua, entonces IG(x) tal que G'(x) = f(z), Vz € [a, b].

Demostracién. Vamos a ver que G(z) es continua en cualqmer punto de [a,b]. Sean u,w € [a,b], con
w > u sin perder en generalidad. Tenemos que G(u) = ["f@) f f(t)ydt = [ f(t)dt. Sea
M € R tal que |f(t)] < M Vt € R. Entonces, —M (w — u <f f(t dt<M( —u) = | [ f(t)dt| <
M(w — u) de modo que |G(w) — G(u)| < M|w — u| Yu,w € [a,b], de donde sigue que la funcién es
Lipstchiz-continua de modo que es continua.

N _ , +h
Ahora queda ver que es derivable en ¢. Vamos a hallar lim Gleth)=Gle) f f DAt _ Nim f(en)
y h
—0 haO h—0

donde ¢ < ¢, < ¢+ h, y ahora por compresién sigue que %fm cnp = ¢, y por la contmuldad de f en ¢, se
—0

tiene que lim f(cp) = f(c). O
h—0

6.2.2. La funcién logaritmo

Como aplicacién de toda esta teoria, vamos a dar la definicién rigurosa del logaritmo.
Se va a definir como una funcién que, entre otras propiedades, sea la primitiva de % +» buesto que no

es posible emplear la regla habitual: f zdx = " dado que se estarfa dividiendo por 0. Se define la

n+1
funcién: Inz = [ % “ 4t Esta funcién, definida en (0, 400) por el teorema fundamental del célculo, verifica
que F'(z) = i Es ev1dente que la funcion debe estar definida en ese intervalo puesto que si no la integral
se realizarfa en un intervalo que contiene al 0, donde la funcién no estd acotada. Otras propiedades de

esta funcién son:
1. In(1) = 0, puesto que fll a4t =0.
2. In(z) >0siz>1,yln(r) <0siz <1

3. Como % > 0 en (0, +00), la funcién es estrictamente creciente.

Tz

In(z) + In(2). En efecto, si fijamos z € (0,00), se verifica que L In(zz) = £ = Ly
+ ln(z)) = 1. Como las dos son primitivas de la misma funcién, debe ser que In(zz) =
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7. lim Inz = oo, lim Inz = —oo. Por ejemplo, para probar la primera, si x,, = 2", tenemos que
r—+00 x—0+

lim In(z,) = lim nln2 = 400, de modo que no estd acotada y al ser estrictamente creciente sigue
n—oo n—oo

el limite.

8. Por el teorema de Bolzano sigue que Imy, = R, dado que VM > 0, en vista de lo anterior, L € R
con L > My L € Imy,, —L € Imy,, de manera que al ser un conjunto conexo, [-M, M] C
[-M,M] C Imyy,.

9. Su funcién inversa, h(z) : R — (0,00), cumple que 30/ (x) = m = h(x), de modo que es ella
misma. Se denota esta funcién por h(x) = e, ya que cumple que h(0) = 1y que h(1) = e, dado que

1
In(e) = lim nln(1+ 1) = lim lra) = Jfm 2042 — 1 Cumple que (e*)" = €™, e®e¥ = "
n— 00 n—o00 n z—0+ T
y &S =e"Y

Con esto, se pueden definir las funciones exponenciales reales como a® = €*'"% con a > 0, a # 1
y entenderse en términos de tnicamente esto. De las propiedades anteriores y con esa definicién es facil
deducir estas propiedades de la exponencial:

1. Daz = R, Imaa: = (0,+OO)

2. Es continua y derivable por ser composicién de funciones continuas y derivables en R (e y z1n(a)).
d

De la regla de la cadena: 7-a® =1Ina - a®.

De acuerdo con la derivada, si a > 1 la funcién crece estrictamente. Si a < 1 decrece estrictamente.

CLO — 6Olna — 60 =1.

T4z _ o x 2 r—z __ a” T\ __ _ax
a®* =a"a%, "7 = &, (a¥)" = a™”.

&S vk W

Al ser estrictamente monétona es biyectiva sobre su imagen, de modo que tiene inversa, que se
denota log, ().

De la nada, hemos establecido qué significa el logaritmo y la exponencial. El lector quiza conozca
otras definiciones de la exponencial, como por ejemplo e* = ZZOZO Ik—]: Otra manera de llegar a todo esto
es comenzar por esas definiciones y obtener todo lo discutido como proposiciones. Con la manera aqui
presentada, se comienza definiendo el logaritmo, y expresiones como la comentada (e® = Y ;2 %) se
obtienen como proposiciones.

6.3. Integral indefinida

En virtud del teorema fundamental del calculo, tiene sentido explorar el concepto de antiderivada o
primitiva, es decir, una funcién cuya derivada es otra dada (en ocasiones se refiere a esta funcién como
integral indefinida, pero no tiene nada que ver conceptualmente con una integral). Si entendemos estas
funciones, podremos facilitarnos el calculo de integrales gracias al teorema fundamental.

Definicién 34. Sea f : Dy — R una funcién. Se dice que F': Dy — R es una funcién primitiva de f
si F' es derivable y ademés F'(z) = f(x) Vx € Dy.

Observemos que toda funcién f : Dy +— R continua tiene al menos esta primitiva: F(z) = [ f(¢)dt,
de acuerdo al teorema fundamental del célculo.

Definicién 35. Sea f : D — R una funcién con primitiva F : D — R. Se conoce como integral
indefinida de f, y se denota por [ f(z)dz, al conjunto de todas las funciones g : D — R tales que
g(x) = F(x) + C, con C € R una constante cualquiera.
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Cabe observar que [ f(z)dz puede no contener todas las primitivas de f. Por ejemplo, [ %dw =
In |z| + C serfa una posible integral indefinida, dado que In|z| es primitiva de %7 pero también lo es
In |z| + sign(x) que no estd en ese conjunto. El lector mas avanzado podré intentar demostrar que si el
dominio de definicién de f es un intervalo (digamos (a, b)), entonces la definicién 35 si que incluye a todas
las primitivas (véase la proposicién 53 acerca de derivadas).

Proposiciéon 63. La integral indefinida satisface estas propiedades:
1. Sia €R, entonces [af(x)dr =a [ f(zx)dz.
2. [ f(x) £g(z)dx = [ f(z)dx £ [ g(x)dz.

Esto sigue de las propiedades de las derivadas. (Por ejemplo, si F'(x) es primitiva de f, entonces
sabemos que 4= (aF (7)) = oL (F(z)) = af(z))

6.3.1. Tabla de integrales indefinidas

A continuacién se indican integrales indefinidas bésicas, que se pueden comprobar todas ellas deri-
vandolas para obtener el integrando.

1. (a e R\{-1})

1
/xo‘da: =— gty
a+1

2.
/d—x =ln|z|+C
x
3. (a#0)
/sin(az)dx S cos(az) + C
a
4. (a #0)
1
/cos(ax)da: == sin(ax) + C
5. (a #0)
[
cos?(ax) T
6. (a>0)
1 . T
/ ﬂda@ = arcsm(g) +C
7. (a#0)
1 1 T
/mdfﬂ = a arctan(g) + C
8. (a #0)
/6”d:r = 1e‘”‘" +C
a
9. (a#0,b>0)
az _ ba.fC
/b dx = pEn +C
10.
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6.3.2. Regla de integracién por partes y composicion de funciones
Son algunas herramientas utiles para el calculo de primitivas:
Proposiciéon 64.
[ @) @)z = @)oo - [ 1 @gla)ds

Esto sigue de que - f(z)g(z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z), tomando integrales y despejando.

Proposiciéon 65.

f(g9(x))g' (x)dx = f(g(x)) + C
Esto sigue de que - f(g(2)) = f'(9(x))g' (2).

6.3.3. Sustitucién en integrales indefinidas y cambio de variable en la integral

Observemos primero que, por laregla de la cadena, si tenemos: [ f(g(x))g’'(x)dz, el resultado se obtiene
con una primitiva de f, que denotaremos F', evaluada en g(z). Es decir, [ f(g(z))g'(z)dz = F(g(z))+ C.
Esta primitiva puede obtenerse a partir de una de las funciones de [ f(y)dy. Por lo tanto:

[ Ho@ng @ = [ sy
(donde y = g(2))
Este resultado es aplicable a integrales Riemann:
Teorema 42. Sean f : Dy — R y g : Dy — R dos funciones tales que Iy C Dy, f es continua en

l9(a), 9(b)] y g € C*[a,b].

b g(b)
) g (2)dx = d
/a Fg(@)d () / ., fo

Demostracién. Sea F' una primitiva de f. Entonces, una primitiva de f(g(x))g'(z) es F(g(z)), a

causa de la regla de la cadena. Por el teorema fundamental del cdlculo, sigue que f: flg(x)g' (z)dx =
b

F(g(b)) — Flg(a)) = [ F(t)dt. 0

Aunque este resultado se haya demostrado recurriendo al teorema fundamental, puede hacerse de
forma elemental sin acudir a él, y de hecho cobrara importancia en el estudio de funciones multivariable
o sobre dominios arbitrarios.

6.4. Integrales impropias

Para definir en cierto sentido una integral cuando la funcién no es Riemann integrable (por ejemplo,
si no estd acotada o si se considera una semirrecta en vez de un intervalo), se definen las integrales
impropias:

Definiciéon 36. Sea f : [a,b] — R una funcién no acotada, pero integrable Riemann en [¢,b] Ve > a.
Entonces, si 3 Hm+ fcb f(x)dx = L, se dice que existe la integral impropia f; f(x)dx = L.
c—a

Sea f : [a,b] — R una funcién no acotada, pero integrable Riemann en [a,c] Ve < b. Entonces, si
3 HII?? fac f(z)dx = L, se dice que existe la integral impropia f: f(z)dx = L.

c—b~
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Y también:

Definicién 37. Sea f : [a,+00) — R una funcién Riemann integrable en [a,c|, Ve > a. Entonces, si
3 h'I_P fac f(z)dx = L, se dice que existe la integral impropia f:_m f(z)de =L
c—+00

Andlogamente se define para —oo. Si alguna de estas integrales impropias vale +o0o, se dice que la
integral diverge. Si L € R, converge.

Proposicién 66. Sean f, g dos funciones tales que 0 < f(x) < g(z) Yo > a. Entonces, si Elf(joo g(z)dz,
también Elfjoo f(x)dz.
Demostracién. Como ambas son positivas, las funciones p(c f f(z)dz y (e f g(x)dz, defini-
das en [a,4+00), son crecientes. Ademds, se tiene que p(c) < ¥(c ) Ve € [a, +oo). Como 3 BI_P ¥(c), debe
C oo

ser acotada, luego p(c) es acotada, y ademds es creciente, luego 3 11'111 o(c). O
c—r+00

6.4.1. Criterio de la integral

La convergencia de las integrales impropias esté relacionada con la de las series:
Teorema 43 (Criterio de la integral). Sea f : [1,+00) — R una funcidn con f(z) > 0 Vz € [1,+00) y
decreciente. -

Entonces, f;roo f(z)dz converge <= > f(n) converge.

n=1

Demostracion. Para <= , supongamos que converge la integral. Ademds, como la funcién decrece,

observemos que Vn € N, n > 1, se tiene que f(n) < :71, al ser f(n) minimo en [n — 1 n} luego
) < f1 x)dx. Asimismo, como f es de términos positivos, sigue que fl z)dx < f x)dx.
S1 Sm es la suma parcial hasta m de f(n), entonces, S,, < ) + f x)dz, segin se ha visto

anteriormente, es decir, S, estd acotada. Ademaés, al ser f de terrmnos pos1t1vos Sm es creciente, por

o0
tanto existe su limite y > f(n) converge.
n=1
Para =, supongamos que converge la serie. Sea ¢(t) f | f(z)dz. Veamos que al ser f de términos
positivos, es una funcién creciente, luego si estd acotada ¢(n), estara acotada ¢(z) Vz € [1,+00), dado
que siempre hay un natural mayor que cualquier real. Asi, basta ver que estd acotada la sucesién o(n).

Veamos que ¢(n Z ka x)dr < E f(k) < M para algin M € R, comtn a cualquier n € N, dado

que todas las sumas parmales estan acotadas al converger la serie. Asi, estd acotada ¢(n) y es creciente,
luego existe su limite y converge la integral. O
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