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Acerca de este documento

Estos apuntes son una versién revisada de los de la asignatura Calculo II del grado en matematicas,
tomados en Mayo 2018 por Miguel Gonzélez. La asignatura fue impartida por Eva Touris. A los apuntes
originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves parrafos explicativos en las
zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

= Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:

= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Calculo II

En célculo II, o calculo multivariable, se extienden los conceptos de andlisis real en una variable a
funciones que aceptan mas de una entrada, es decir, que trabajan con valores de R™. El objetivo es
conseguir las mismas nociones de limite, derivada e integral para este tipo de funciones, lo que esta un
paso mas cerca de obtener estos conceptos en espacios mucho mas abstractos.

Asimismo, en este tipo de funciones, surgirdn conceptos nuevos e interesantes como las integrales de
linea o las derivadas parciales, que hacen uso intrinseco del hecho de estar trabajando con méas de una
variable.

Requisitos previos
1. Conocimientos béasicos de notacién matematica.

2. Conocimientos de anédlisis real: limite, derivada e integral de funciones de una variable (correspon-
diente a los apuntes: Cdlculo I).

3. Conocimentos bdsicos de dlgebra lineal, en particular, el concepto de determinante (ver apuntes:
Algebra Lineal).
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1. Introduccién al espacio R"

1.1. Vectores, producto escalar y distancia

Se define R™ como el conjunto de todos los puntos representados cada uno por una coleccién ordenada
de n reales: R” = {(z1, za, ..., zy) : ©; € RVi, 1 <i < n}. También se puede interpretar como un conjunto
de vectores:

Definicién 1. Geométricamente, un vector & es un segmento de recta dirigido que comienza en el origen
de coordenadas y termina en un punto x € R"™. Asi, cada vector se corresponde biunivocamente a un
punto.

Definiciéon 2. Los vectores ¢1 = (1,0,0,...,0); 3 = (0,1,0,...,0);...; €, = (0,0,0,...,1) forman la base
candnica de R".

A continuacién se tratardn las principales operaciones con vectores. En primer lugar, las que dotan a
Topi un io v Ti re R:
R"™ de las propiedades de espacio vectorial sobre R

Definicién 3 (Suma y producto por escalar). Sean &, ¢ € R™. Se define el vector suma por ¥ + § =
(x1 4+ y1,22 + Y2, ..., T + Yn), donde z; y y; son las coordenadas de T y §, respectivamente.
Sea & € R™ y A € R. Se define el producto como AT = (Ax1, Aza, ..., Axy,).

Y la siguiente operacion relaciona R” con R:

Definiciéon 4 (Producto escalar o interno). Sean Z,% € R™ con las coordenadas denotadas como ante-
riormente. Se define la aplicacién producto escalar como () : R” x R™ — R, por (Z,9) = > r_; TxYk-
También se denota cominmente & - 3.

Proposicién 1. Sean Z,4y,z2 € R™ y A\, 8 € R. El producto escalar verifica las propiedades siguientes:
1. Linealidad. (\f + BY) - 2= \N& - 2) + B(y - Z).
2. Conmutativa. ¥ -y =197

3. Definicién positiva. - >0y i -f=0 < & =0=(0,0,...,0).

Demostracion.

L AT+ BY) - 2= (Azk + Byr)zk = XD py Tkzk + B pey Y2k = AN(ZZ) + B(7Z), donde se han
usado la propiedad distributiva de los reales y asociativa de la suma.

2. -G =3 1 1 Ty = D p_y YkTr = ¥ - &, donde se ha usado la conmutativa del producto real.

3. %-¢= ZZ=1 1’% > 0 al ser suma de términos no negativos. Para la segunda parte, <= es trivial,
y para = supongamos que & es no nulo en la coordenada i-ésima. Entonces, se verifica que
F-=Y,_,2zi >2? >0, luego el producto es no nulo. O

Definicién 5 (Norma). Se define la norma euclidea de un vector & € R"™, y se escribe ||Z||, como la
raiz cuadrada del producto escalar consigo mismo:

17| = (7, 7) = (Z%)
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Geométricamente representa la longitud o distancia al origen del vector. Un vector de norma 1 se
conoce como unitario. Cualquier vector £ € R” se puede normalizar, es decir, transformar en otro v
de igual direccién y sentido pero unitario, de la siguiente manera:

R L
V= 7572.
17|
La norma de un valor real coincide con su valor absoluto, dado que vz2 = |z|. Antes de ver las

propiedades de la norma, conviene probar el siguiente resultado:

Teorema 1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean &,y € R™ vectores. Se verifica que la norma de su
producto escalar es menor o igual al producto de sus normas, es decir:

“(29) (&)

Demostracion. Sean los reales a = 4y y b = —Zy. Si a = 0 entonces ¥ = 0 y la igualdad es trivial.
Ahora, si a # 0, con las propiedades del producto escalar: 0 < (aF + bif)(aZ + bj) = a’FT + L4y +
Qabfﬂ—glzﬂl ||9?\|2 @D)NIZ]1* = 20|711*(z9)* = [1911"112]1> — @D*|IF711> = 0 < [|g1P*]|z]]* — (9)* =
12191 = (77)* D

Ahora observemos que esta desigualdad se puede reescribir como —||Z||||7]] < Zy < ||Z]|||F]|, v si

|2 9) | < [2]] - [1]]

ninguno es el vector nulo, sigue que —1 < T ﬁﬁ.ﬁll < 1. Asi, se definiré este valor en relacién al angulo
entre los vectores:
Definicién 6. Se define el d&ngulo 6 entre los vectores como aquel que cumple cos(d) = IIfﬁﬁ . Sigue

entonces que, conocido el dngulo, se tiene Z - § = ||Z]] - ||7]| cos(6).
En el caso de R™, el angulo asi definido coincide con el medido siguiendo la nocién habitual de angulo.

Definicién 7. Dos vectores Z, 4 € R™ son ortogonales o perpendiculares si 7 - § = 0. Se denota por
T
Proposicién 2 (Pitagoras y teorema del coseno). Sean T,7 € R™, con & L §. Se verifica que ||7||> +
1917 = 112 + 411

Sean #,7 € R. Se verifica que ||Z||> + ||7]|*> — 2||Z]|||7]| cos @ = ||Z — ]|?, con 0 el dngulo entre los
vectores.

Demostracion. Para el teorema de pitdgoras: ||Z+7]? = (Z+7)(F+Y) = ZZ+yy+227 = ||Z]|>+|]7]|>+0.
Para el teorema del coseno: ||Z—4]|? = (Z+9)(T+7) = ZZ+755— 277 = ||Z||>+||7])*> —2|Z||||7]| cos @ O

Proposicién 3 (Propiedades de la norma euclidea). Sean A € R, &, i € R". Se tiene:
1|2 = 0
2. |17 =0 = #=0
3. |IAZ]| = [A]- []Z]]
4. Desigualdad triangular. ||Z+ )| < ||Z|| + ||7]|

5. Desigualdad triangular inversa. |||Z|| — ||7]|| < ||Z — 7]

Demostracion.

L2 =y 22)7 > 0 puesto que la exponencial de un valor positivo existe y es positiva.



1. INTRODUCCION AL ESPACIO RY INDICE

2. ||F| =0 <= & =0 < £=0,dado que 22 =0 <= 2 =0.
- 1 1 1 -
B IAZ] = (o M) = (W o 22)2 = (o 22)2 = (A - [12]]-
417+ P = @2 + 712 + 287 < 132 + 1712 + 212017 < (17]] + 17])?, donde se ha usado Ia
desigualdad de Cauchy-Schwarz.
5. (2l = 191D = 121 + 114117 = 20121171 < 1211 + [|91]* — 227 = [|Z — 71 O
Ahora se definira la nocién de distancia o métrica.
Definicién 8 (Distancia). Una funcién d : R” x R"” — R* es una distancia si verifica:
1. d(Z,9) =0 <= =7
2. d(Z,y) = d(y,7)
3. d(Z,2) < d(Z,9) + d(¥, Z)
Para todos Z, ¥, 2 € R™.

—

La distancia que se usard mas a menudo serd la distancia euclidea, que se define por d(Z, )
1Z — 71| = (70— (zx — yx)?)?. Veamos que se trata de una distancia:
L Z-¢]=0 = Z-9§=0 < Z=7

1
2 3

=2 +y* — 2ay = (y — 2)?, sigue que (7 (e — y1)*)? = (Ch_y (ye — 21)?)7.

3. La tercera propiedad es la desigualdad triangular aplicada a £ — ¢y § — 2.

2. Como (z —y)

1.2. Conceptos métricos en el espacio euclideo R”
1.2.1. Bolas abiertas y conjuntos abiertos de R"

Definicién 9 (Bola abierta). Dado zp € R" y r € R, r > 0, se llama bola abierta de centro zo y radio
r, y se denota B, (zg), al conjunto: B, (zg) = {z € R" : ||z — || < 7}.

Definicién 10 (Conjunto abierto). Un conjunto A C R™ es un conjunto abierto si Vzy € A, Ir € R,
r >0, t.q Br(zg) C A.

Definicién 11 (Entorno). Un entorno del punto zo € R™ es un conjunto abierto que lo contiene.
Razonablemente, una bola abierta es un conjunto abierto:
Proposicién 4. Sea zg € R™ yr € R, r > 0. Entonces B,(xg) es abierto.

Demostracién. Sea x € B,.(x). Fijamos s = r — || — x¢]|, claramente s > 0 por la definicién de bola
abierta. Vamos a probar que Bg(z) C B,.(x¢). Sea y € Bs(x). Entonces, ||y — zo|| = ||y — x + = — 20| <
ly =zl + llz — zoll <7 — [z — 2ol + [z — ol = r, de modo que y € B, (xo). O
Proposicién 5. La union, finita o infinita, de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracién. Sea {A;}ic; una familia de conjuntos arbitraria. Sea A = J;.; A; la unién. Ahora,
sea x € A. Por pertenecer a la unién, 3i € I t.q. z € A;. Ahora, como A; es abierto, sigue que Ir > 0

t.q. By(z) C A;. Para finalizar, probaremos que la bola también es subconjunto de A. Sea y € B,(z).
Entonces, y € A; pero, por la definicién de unién de conjuntos, sigue que y € A. O

Proposiciéon 6. La interseccion finita de conjuntos abiertos es un abierto.

Demostracién. Sea {A;}1<i<, una familia finita de conjuntos abiertos, y sea A =, -,~,, 4 la inter-
seccién. Sea x € A. Entonces, © € A; Vi, 1 < i < n. Como cada uno es abierto, 3ry, 7, ..., 7, tales que
B,,(z) C A; Vi. Si tomamos 0 < r < min{r;}, sigue que B,(x) C A. O
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1.2.2. Limites de sucesiones en R". Completitud

Definicién 12. Una sucesién en R” es una coleccién de n sucesiones en R: { Ay ren = {(af, a5, ...a%) b ren
donde a¥ es la i-ésima sucesién en R.

Definicién 13. Dada una sucesién {Ax}reny C€ R™ y L € R™, se dice que hm A = L, es decir, que

el limite de Ay es L o que Ay converge a L si Ve > 0, IN € N t.q. ||Ax —L|| < €, Vk > N, es decir,
Ay, € B(L) Vk > N.

El siguiente resultado relaciona los limites en R con los de R™:

Lema 1. Dada una sucesion {Ay}tren = {(a¥, a5, ...;ak)}ren CR™ y un punto L = (I,ls, ..., 1,) € R™,

se verifica que lim Ay =L < lim af =1, Vi=1,..,n
k— o0 k—oc0
Demostracién. Para probar = , veamos que |af —1;| = \/(a¥ — ;)% < (Z?zl(affli)z)% = ||Ax — L],
de modo que Vi = 1,2,...,n, si € >0, 3N € N tal que si k > N, entonces |a¥ — ;| < |[|[Ax — L|| < e.
Para probar <=, veamos que para cada i = 1,2....,n, si € > 0, entonces IN,; € N t.q. Vk > N,,

la¥ —1;] < . Si denotamos por N = 1I£1a<x N, entonces si k > N, sigue que |4y — L|| = (31—, (a¥ —

1)) < n(ﬁ)Z = O
Definicién 14. Se dice que una sucesién { Ay }reny C R” es de Cauchy en R” si Ve > 0 IN € N tal que
HAkl — Ak2|| < € Vkl,kg > N.

Definicién 15. Se dice que un espacio métrico cumple la propiedad de completitud si toda sucesién
de Cauchy converge en ese espacio.

Teorema 2. El espacio euclideo R™ es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy converge.

Demostracién. En primer lugar vamos a probar que méx{|z1|,|z2l|, ..., |Zn|} < (1,22, ..., 2,)| <
Vnméx{|zi|, |x2], ..., |zn|}. Supongamos que z; es la coordenada tal que |z;| es ese maximo. Entonces, es
evidente que:

|zi| = \/2? < \/:cf +23 4.ttt a2 = (@, T, 3)] < \/xzz + 22 + ...+ 2 = /n|x;]

Ahora, seguiremos probando que {Ax}reny = (a¥, a5, ...,ak) es Cauchy si y solo si lo es af, Vi =

r'n
1,2,...,n. Veamos que si A es Cauchy, entonces, si ¢ > 0, AN € N tal que si r,s > N, entonces
€ > ||Ar — Asll > méx |a] — af| > |a} — af| para cualquier j = 1,2,...,n, donde hemos usado el resultado
anterior para minorar la norma por el maximo de las coordenadas. Entonces sigue que todas las a? son
de Cauchy.

Reciprocamente, si cada una es Cauchy, entonces si € > 0, Vi = 1,2,...,n IN; tal que si r,s > N,

entonces |a] — af| < ﬁ Si denotamos N = réla<x N;, entonces, si 7,5 > N, tenemos que todas las
1<i<n

; : e : - A —As]]

distancias entre coordenadas son menores que T Y en particular: Tn > maéx|al —af| > IRV

donde hemos usado el primer resultado, y multiplicando por /n sigue que Ay, es de Cauchy.
Finalmente, si una sucesién {Ag}reny C R™ es de Cauchy, concluimos que todas sus coordenadas lo
son en R de manera que todas convergen y por el lema 1 la sucesién converge. O

1.2.3. Mas sobre la topologia de R”

Definicién 16. Sea A un conjunto cualquiera de R". Se dice que un punto z € A es punto interior de
Asi3r >0 t.q. B.(z) C A. El conjunto de puntos interiores de A se denota A o int(A).
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Proposiciéon 7. Las siguientes son propiedades de A:
1. A es abierto. Ademds se trata del mdzimo subconjunto abierto de A.
2. AC A.
3. Si A es abierto, entonces A = A.
Definicién 17. Se dice que un conjunto C' C R™ es cerrado si su complementario C° es abierto.

Proposiciéon 8. La union finita de conjuntos cerrados es cerrada. La interseccion finita o infinita de
conjuntos cerrados es cerrada.

Demostracion. Podemos aplicar las leyes de De Morgan a los lemas acerca de conjuntos abiertos. Por
ejemplo, si se tiene { Ay }rer una familia de cerrados, entonces ([, c; Ar)® = Uy A% es unién de abiertos
y por tanto el complemento de la interseccion es abierto, luego esta es cerrada. O

Proposicién 9 (Caracterizacién de cerrados). C C R™ es cerrado <= Y{Ap}ren C C convergente,
sigue que klim Ay, =L eC.
— 00

Demostracién. Para = , supongamos que 3{ A}, C C convergente con ka A = L ¢ C. Entonces,
—00

L € C°. Si C fuese cerrado, entonces C€ seria abierto, de modo que 3r > 0 t.q. B,.(L) C C°. Por ser
limite, 3N € N tal que ||Ax — L|| < r Vk > N, es decir, para esos valores, Ay € B,.(L), luego Ay ¢ C
contradiciendo el supuesto. Por tanto, C no es cerrado en este caso.

Para <= | supongamos que C no es cerrado. Entonces, C° no es abierto, es decir, dx¢g € C° tal
que Vr > 0, B,(zg) € C°. Tomamos ahora ), € B% (zo) que verifique x;, ¢ C°, es decir, z, € C. La
sucesion {zy}r C C asi formada cumple klingo xp = xo ¢ C, contradiciendo la hipdtesis. Entonces C' es

cerrado. .

Definicién 18. Sea C' C R™ un conjunto arbitrario. Se dice que x € R" es un punto de adherencia
o clausura de C si Vr > 0, B.(z) N C # 0, es decir, toda bola abierta alrededor del punto tiene algin
punto de C. Al conjunto de todos estos puntos se le llama cierre o clausura de C, y se denota C.

De esta definicién es evidente que todos los puntos de C' son de clausura. Estas son algunas propiedades:
Proposicién 10. 1. C es cerrado.

2. C C C. Ademds, C es el menor cerrado que contiene a C.

3. 8i C es cerrado, C = C.

Definicién 19. Sea C' un conjunto de R™. Se dice que x € R™ es punto de acumulacién si Vr > 0,
B.(z)\{z} N C # 0, es decir, toda bola centrada en x contiene algin punto adicional de C' que no sea z.
Al conjunto de todos estos puntos se le denota C’.

Los puntos de acumulacién verifican que C’ C C, aunque el opuesto no es valido en general.

Definicién 20. Sea C' C R™ un conjunto. Los puntos x € R" tales que z € C\C’ se conocen como
puntos aislados. Es decir, son aquellos tales que 3r > 0 con B,.(z) N C = {z}.

Definicién 21. Sea C C R", se dice que z € R" es frontera de C si Vr > 0, B.(x) NC # 0y
B,.(z) N C° # . Al conjunto de puntos frontera se le denota por 9C.

Es facil ver que los puntos de clausura que no son interiores son los puntos frontera. Ahora veremos
lo que son conjuntos acotados y compactos:
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Definicién 22. Un conjunto C' C R™ estd acotado si M > 0 t.q. Vz € C se tiene ||z|| < M, es decir,
Cc BM(())

Definiciéon 23 (Recubrimiento por abiertos). Un recubrimiento por abiertos del conjunto S C R"
es una familia numerable de abiertos {4;}icr tal que S C U, Ai-

Definicién 24 (Conjunto compacto). Un conjunto C' es compacto si en todo recubrimiento por abiertos
del mismo hay una subfamilia finita que recubre al conjunto.

Asi, si existe algiin recubrimiento que requiere estrictamente infinitos conjuntos, no es compacto.
Existe un resultado que permite caracterizar facilmente los compactos del espacio euclideo:

Teorema 3 (Heine-Borel). Un conjunto C C R™ es compacto si y solo si es cerrado y acotado en R™.
Para finalizar el apartado de topologia, veremos un tltimo resultado importante:

Teorema 4 (Bolzano-Weierstrass). Si C' es infinito y acotado, C' # (.
Equivalentemente, podemos decir que toda sucesion {Ax}ren C R™ en un compacto C tiene una
subsucesion que converge en C.

1.3. Funciones en R": curvas y superficies de nivel

Definicién 25. Se denomina funcién de varias variables a la funcién f : D C R — R™ con

(.Tl,l'g, ,.’L’n) — f((xlv 73;77,)) = (fl((xh ~-~7xn)>7f2((x17 --'axn))a "'afm((xla axn)))
Si m = 1 entonces la funcién se llama funcién escalar y si m > 1 se trata de una funcién vectorial.

Definicién 26. Dada una funcién escalar f : D C R™ — R se denomina grafica de la funcién al conjunto
{(xlv Z'Q, ey In? f('rlv .1327 ey I’VL)) : .137; e R} C Rn+1'

Sin =1o0mn = 2, es facil visualizar las gréaficas al ser subconjuntos del espacio bidimensional o
tridimensional. Sin embargo para dimensiones superiores no es posible visualizar las graficas. El siguiente
concepto ayuda, en ocasiones, al respecto:

Definicién 27. Sea f: D C R" — R™ y ¢ € R. El conjunto de nivel del valor ces {z € D : f(z) = c}.
Si n = 2 se llaman curvas de nivel y si n = 3 superficies de nivel.
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2. Calculo diferencial en varias variables

En esta seccion se extienden los conceptos del calculo en una variable al caso de varias variables.

2.1. Limites y continuidad
2.1.1. Limites

Definiciéon 28. Sea A C R™ abierto y g € A’ un punto de acumulacién. Sea f : A — R una funcién
escalar. Se dice que L € R es limite de f cuando z tiende a o ( lim f(z) = L) si y solo si Ve > 03§ > 0
T—TQ

t.q.six € A, 0 < ||z — x| <9, se tiene que ||f(z) — L|| < e. Es decir, z € Bs(zo)\{zo} NA = f(z) €
B.(L).
Por ejemplo, ( %Hn( )x2 +y? =0, ya que si € > 0 tomamos § = /€ > 0, y entonces ||(z,y)|| <J =
z,y)—(0,0
22 +y? < 62 = e luego 2% +y?| < e.

Teorema 5. Sea f: ACR" = R con A abierto y sea xog € A’. Si 3 lim f(x), entonces es unico.
T—rT0o

Demostracién. Supongamos que lim f(z) = L1 y lim f(z) = Lo. Entonces si € > 0, |L; — Lo| =
T—T T—x0

0
|L1 — f(x) + f(z) — Lo| < |L1 — f(x)| + |f(z) — La2| < § + § si tomamos x € Bs(zo)\{zo} N A, de modo
que |L; — La| < € y como este era arbitrario y positivo, L1 = Lo. O

Proposicién 11. Si f: A — R tiene limite en g € A, entonces estd acotada en un entorno de xg.

Demostracién. Si € = 1, entonces hay un entorno de xg, Bs(xo)\{zo} donde |f(z) — L| < 1 =
|7 (z)|—|L| < 1 a causa de la desigualdad triangular inversa, de manera que |f(z)| < 1+|L|. Técnicamente,
para tener en cuenta el propio punto, en el entorno Bs(zg) se verificard que |f(x)| < max{1 + |L|,1 +

[ (o)[}- O

Proposicién 12 (Propiedades de limites). Sean f,g : A C R™ — R con A abierto y sea g € A’. Si
lim f(z) =F y lim g(x) = G, sigue que:
=T T—To

1. lim f(z)4+g(z)=F+G

Tr—x0

2. lfim Af(z) = A\F

T—rT0o

3. lim f(x)g(z) = FG

Tr—rTo

4. lim £&) = g si G#£0 yg(x) #0 en un entorno de xg.

T—x0 g(x)

5. lim f(z)9®) = F¢
T—T0

Demostracién. La idea de todas estas demostraciones es que si se puede hacer arbitrariamente pequena
la distancia al limite de cada una, se puede hacer arbitrariamente pequena la distancia de la operacién al
nuevo limite, valiéndose de propiedades del valor absoluto. Se va a dar la prueba de 3 siendo las demas
similares en cuanto a estrategia:

Sea M la cota de |f(z)|. Sea e > 0y d tal que |f(x)—F| < CIeiRA lg(x) =G| < 557 810 < ||z — z|| < 0.
(tomar el minimo de ambas deltas que garantizan cada una de las desigualdades). Ahora, si 0 < ||zg — z|| <
5, entonces | f(2)g(x) — FG| = |f(@)g(x) — f(2)G + F(@)G — FGI| < |f(2)llg(x) — G| + |f(z) — FIIG| <
Ms37 + ﬁ |G| =e. O

10
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Proposicién 13. Sea f : ACR" - R™, 20 € A’ y L € R™. Sigue que lim flz)=L < lim f;(z) =
xr o

Tr—T0o
L;, Vi=1,2,....,m.
Demostracién. Andloga a la del Lema 1. O

Proposicién 14 (Caracterizaciéon por sucesiones). Sea f: A CR™ — R con A abierto, xg € A’ y L € R.
Se tiene que son equivalentes:

1. 3 lim f(x)=1L

Tr—rTo

2. Yo tken C A\{zo}, klirgo Tp =1z = klinolo flzr) =1L

Demostraciéon. = . Suponiendo 1, Sea {xy} con tales caracteristicas. Entonces, si ¢ > 0,y § > 0 es
el de la definicién de 1, IN € N tal que k > N asegura ||z, — xo|| < J, con lo que |f(zr) — L| <.

<= . Supongamos que no se verifica 1. Entonces, 3¢y > 0t.q. V6 > 0, Jz5 € A, con 0 < ||lxs — zo|| < 9,
pero | f(z5) — L| > €o. Construimos {@x tren C A\{zo} tal que zj = z5_1. Sigue que klilgo T = Xg, PEro

ka f(zx) # L, contradiciendo 2. O
—00

Observacion 1. Por lo anterior, debe verificarse que la funcién tienda a L sin importar desde que di-
reccién/curva nos acerquemos a f. Por ello, sobre todo en R?, conviene utilizar limites iterados como

lim (lm f(z,y)), lim ( lim f(z,y)), que, si existe lim f(x,y), deben valer ambos lo mismo que
T—To Y—Yo T—Yo Y—To (z,y)—(z0,Y0)

este en caso de existir, as{ como limites radiales lim f(z,yo + Az), A € R, que permiten acercarse desde
Tr—x0

cualquier recta. Si existen, igualmente, deben valer lo mismo que el limite original.

Proposicién 15 (Limites en polares). Si f: U C R? - R y xp € R, se tiene que:

l{m flz,y) =L <= |f(zo+rcosb,yo+rsinf) — L| < F(r), con lim F(r) = 0.
(z,y)—(x0,90) r—0

2.1.2. Continuidad

Definiciéon 29. Una funcién f: A C R" — R es continua en zg € A si 3 lim f(z) = f(zo), es decir,
Tr—rT0o

Ve>0,30 >0t.q.size A 0<|x—xol <9, entonces |f(z) — f(zo)| < e.

Observacion 2. Una funciéon vectorial f : A — R™ es continua si y solo si lo son cada una de sus
coordenadas.

Proposicién 16 (Caracterizacién por sucesiones). Sea f: A CR™ — R con A abierto, zo € A y L € R.
Se tiene que son equivalentes:

1. f es continua.
2. Wartren C A\{z0}, Im 2 =29 = lm f(xg) = f(x0)
k—o0 k—o0
Sigue de la proposicién 13. O

Proposicién 17 (Caracterizacién por sucesiones). Sea f : A C R™ — R con A abierto y continua en
xo € A. Entonces, también son continuas en xq:

1. f(x)+g(x)
2. M(z), \eR

3. f(x)g(x)

11
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4. 5 siglwo) #0.
5. f(x)9®
Demostracion. Sigue de las propiedades de los limites. O

Teorema 6. Sea f: ACR®" > R™ yg: BCR™ — RP, con Im(f) C B, A y B abiertos, f continua
en xg € A y g continua en f(xg). Entonces go f es continua en xg.

2.1.3. Abiertos, cerrados y funciones continuas

Definicién 30. Sea f: A CR" - R"™ e Y C R™. Se define la preimagen de Y a través de f como el
conjunto f~1(Y)={z € A: f(z) e Y}

Proposiciéon 18. Algunas propiedades de la preimagen son:
1. Sif: ACR" = R™ e Y C R™, sigue que f(f~1(Y)) CY.
2. Para X C A, entonces X C f~1(f(X)).

El siguiente teorema caracteriza las funciones continuas:

Teorema 7. Dada f : R™ — R™, sigue que f es continua <= VA C R™ abierto, se tiene que
F71(A) C R™ es abierto.

Corolario. Dada f : R" — R™, sigue que f es continua <= VYA C R™ cerrado, se tiene que
f71(A) C R™ es cerrado.

Demostracién. Para = , sea f : R® — R™ continua y A C R™ abierto. Sea x € f~1(A), entonces
Ir > 0 t.q. B.(f(x)) C A al ser A abierto. Ahora bien, por ser continua f, 36 > 0 t.q. f(Bs(z)) C
B,(f(x)) C A. Esto implica que f~(f(Bs(x))) C f~1(B.(f(z))) C f~(A). Ahora, usando la propiedad
2 de la preimagen, sigue que Bs(z) C f~(f(Bs(z))) C f~1(A), de modo que como z era arbitrario sigue
que f~1(A) es abierto.

Para <= ,sea x € R® y € > 0. Tenemos que B.(f(x)) es abierto al ser una bola. Por lo tanto,
FYB.(f(x))) también lo es. Al ser este abierto, 36 > 0 t.q. Bs(z) C f~*(Bc(f(z))) (observar que x
estd en la preimagen ya que el conjunto en cuestién contiene a f(x)). Esto quiere decir que f(Bs(x)) C
F(F (Bo(f(x)))), y por la propiedad 1 de preimégenes, f(Bs(x)) C f(f~'(B(f(x))) C Be(f(x)) ¥
como x era arbitrario y € también, sigue la continuidad. O

El corolario se deduce facilmente a través de complementarios.

2.2. Diferenciabilidad
2.2.1. Derivadas parciales

De las funciones en R recordamos que una funcién es derivable en un punto si se puede calcular un
limite que da lugar a la recta tangente en dicho punto, que ademés se aproxima a la funcién mas rapido
que lo que lo hace = al punto. Ademas ahi derivabilidad implica continuidad. La idea se extiende a R",
con planos e hiperplanos en vez de rectas. Sigue indicando una nocién de ”suavidad”. Para extender el
concepto a funciones multivariable:

Definicién 31. Sea f : U — R™ con U C R™ un abierto. Se define la derivada parcial i-ésima de f en

el punto xr = ($1,$2, . xn) Ccomo %a(f) — }lll’r% f(an,Iz7...,wi+h,<-~7$n})l—f(:r17$27~",$i,<-~7wn)7 si existe ese limite.
i —

Es decir, se trata de la derivada de f con respecto a x; y el resto de variables fijadas como constantes a

su valor en z.

12
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Geométricamente se trata de tomar la curva que resulta de fijar f con todas las variables constantes
salvo x;, y obtener la recta tangente en el punto indicado. Es decir, derivar en las direcciones paralelas a
los ejes.

Observacion 3. La existencia de derivadas parciales en un punto no implica diferenciabilidad.

1sizy=0

) tienen parciales en (0, 0), donde son discontinuas.
0siaxy=#0

Por ejemplo, funciones como f(x) = {

2.2.2. Diferencial

El caso de R2. Lo que se busca para que una funcién sea diferenciable en R? (se generalizard a R™)
es que exista el plano tangente a la funcién en el punto (z, o), y que este aproxime bien a la funcién en

el mismo, es decir que se acerque m4s rapido a la funcién de lo que lo hace (z,y) al punto (zg, yo). Asf,
f(mvy)fpzoyyo (z,y) =0.

para que lo sea, pedimos que lim T =(ogo]

(@,y)—(w0,y0)
Observacion 4 (La ecuacién del plano tangente en R?). Queremos obtener Py yo(z,y) = ax + by + ¢,
el plano tangente a una funcién en (z,yo). Si imponemos que Py, 4, (20, y0) = f(z0,y0), es decir, que
coincida en el punto, y que varfe igual en (x,y) en la direccién de los ejes, es decir que las parciales de
P y f coincidan, se infiere que:

df (o, yo) df (o, yo)

Proyo(2,y) = f(w0,90) + r (x —x0) + T(y — %)

Esta idea se extenderd naturalmente a R™.
. of of xr — Xg
Notemos que el plano tangente se puede escribir como f(xo,%0) + (35 (o, %o), 671(370’ Yo)) =1 )
— Y0
Esta nocién sera util para la definicion de diferenciable en general, que se da a continuacién:

Definiciéon 32 (Diferenciabilidad). Sea f: U C R™ — R™ con U abierto. Se dice que f es diferenciable
en zo = (2,23, ..., 2%) si Elg—f:i(aro) Vi=1,2,...m,i=1,2,...n,y si, ademés, definiendo:

o 2] 2]
72(‘%0) 72(1’0) 2 ($0)
Df(wo)=| 0 e o
Ofm. Ofm TN
G (2g)  Glm(w0) ... Glm(a)
se cumple que
o 196@) = f0) = DI o) -z — o]l _
el |z — ol ’
xry — x(lJ
Xro — IO
donde [z — x¢] = ,
Ty — T

La matriz D f(z() se conoce como derivada de f en zy o matriz jacobiana de f en xy. En el caso
de m = 1 también se conoce como vector gradiente y se representa V f(xg)

Teorema 8. Si f : U CR™ — R™ es diferenciable en xq, entonces es continua en ese punto.

13
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Demostracién. Hay que probar que Ve > 0, 36 > 0 t.q. 0 < |lx — x| < §, z € U implique
I f(x) — f(xz0)]| < e. Esto seguird de probar que lim ||f(x) — f(zo)|| = 0. Esta expresién la podemos escri-
T—xTo

. ; z)—f(xo)—Df(xo) [z—x Df(xo) - [x—x x)—f(xo)—Df(xo) [x—x
bir ast: || f(z) — f(20)| = Il.f(z)—=f(@a)=Df( ‘T;£x0‘|0]+ S (zo)-[z—zo]|l |z — 0| < Ilf (x)—£( o”)zﬂEJ;(H 0):[z—zo]|l | — @ol|+
Dy (x0)[x — o). Ahora bien, lim “f<-’”)‘f<‘”f°‘|);ﬁﬁf°)'[H””]” |z — @o|| + Dy(xo)[x — 2] =0-0+0 =0,

: T—To :
luego por compresién se tiene el resultado. O

Teorema 9. Sea f : U C R" — R™ con U abierto y xqg € U tal que 3%(1‘) en un entorno de xg
Vi=1,2,...,n;75 =1,2,....m, y ademds cada una de las parciales es continua en ese entorno. Entonces,
f es diferenciable en x.

Definicién 33. Una funcién f que cumpla las caracteristicas del teorema anterior en todos los puntos
de un abierto U se dice que es de clase C!(U) y se denota f € C1(U).

Teorema 10 (Propiedades de la derivada jacobiana). Sean f,g: U C R™ — R™ tales que 3D f(x¢), Dg(xo)
con xg € U. Entonces:

2. D(f +g)(zo) = Df(wo) + Dg(wo).

3. D(fg)(zo) = f(z0)Dg(wo) + g(w0)D f(x0)-

/. D(g)(l“o) _ g(mo)Df(?;();)J;](gfo)Dg(mo)

2.2.3. Derivadas direccionales

Definicién 34. Dado @ € R™ unitarioy f: U C R™ — R, se define la derivada direccional de f en

direccioén de i en xp € U como:
Daf(zo) = lim f($o+h7;1)—f($o)
h—0

Obsérvese que coincide con la derivada de una variable siguiente: < (f(zo + t4))(0).
Ademads, cabe notar que las parciales son derivadas direccionales en la direccién de los vectores base
canodnicos.

Proposicién 19. Sea f: U C R™ — R diferenciable con U abierto y xo € U, asi como 4 € R™ un vector
unitario. Entonces, Dy f(xo) = (V f(xo), ).

((oyo)Ht(ur,uz)) = f(2owo) _ 1qpy L(@otturyottus)—f(2zoy0) _
t t—0 t

20.%0) - Ahora pondremos hy = tuy y hy = tuy, asi como

Demostracién. Se dara la del caso en R2. Dy, f () = th’r% !

—
lim flzottur,yo+tuz)—f(zo,yo+tuz)+f(zo,yo+tuz)—f(
t—0 t
Yo = Yo+hs. Veamos que ¢t tiende a 0 si y solo si h; tiende a 0, y si hy tiende a 0, gy tiende a yy uniformemen-

te por la derivabilidad. Por tanto: Dy f(zo) = lim f(x°+h1’%‘;)_f(£°’g°)u1 + lim f(x‘)’yﬁh}f)_ﬂxo’y")ug =
h14)0 1 thO 2

5L (w0, yo)ur + %i(x07y0)u2~ O

2.2.4. Mas sobre diferenciabilidad y gradiente

Proposiciéon 20. La direccion y sentido de mdximo crecimiento en una funcion f diferenciable en
el punto xo es la de Vf(xg). El valor de dicho crecimiento (derivada direccional en esa direccion y
sentido) es ||V f(xo)||. La de minimo crecimiento es la de direccion y sentido de —V f(xzq), con un valor

de — ||V f(xo)]-

Razén. Como f es diferenciable, se busca la direccién y sentido 4 tal que (V f(xo), @) = ||V f(x0)| cos ¥,
con 6 el angulo entre @ y gradiente, sea maximo. Esto ocurre con § = 0. Para que sea minima, 6 = 7.

14
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Proposiciéon 21. Si f es diferenciable y x¢ es un punto de su dominio, esta mo crece ni decrece en xg
en las direcciones U tales que V f(xo) L 4.

Razén. Se trata del mismo motivo que la proposicién anterior.
Observacion 5. La direccion de V f(x¢) es perpendicular en g al conjunto de nivel f(x) = ¢ que contiene
a xg.

Razoén. El conjunto de nivel indica valores constantes de la funcién, luego en las direcciones tangentes
al mismo en x( la funcién no cambia, y por tanto el gradiente ahi es perpendicular a estas.

Proposicién 22 (Plano tangente a un conjunto de nivel). El plano tangente en xg al conjunto de nivel
F(z) = ¢ (que contiene a xo) de la funcion F viene dado por VF(xo) - (x —x9) = 0 donde (x — xq) es el
vector columna ya visto.

Razon. Esto se verifica por la observacién anterior: se trata de todos los puntos ortogonales al conjunto
de nivel en x(, de manera que el plano contenga a xg.
Esto permite hallar planos tangentes a superficies que no son funciones, como esferas.

2.3. Regla de la cadena

Teorema 11 (Regla de la cadena). Sean f:V — RF y g: U — R™ con U C R"®, V. C R™ abiertos, y
sea xo € U tal que g(xzo) € V. Entonces, si g es diferenciable en x¢ y f lo es en g(xq), se verifica que la
composicion h : U — RF dada por h(z) = f o g(x) = f(g9(z)) es diferenciable en xo, y ademds:

Dh(zo) = D f(g(xo)) - Dg(xo)
Ahora veremos dos casos particulares de interés:

Observacion 6 (Funcién escalar con coordenadas parametrizadas por una variable.). Veremos el ejemplo
en R?. Sea f : R® — R un campo escalar. Ahora, sea g : R — R3 dada por g(t) = (z(t),y(t), 2(¢)). Obser-
vemos que la composicién h : R — R es h(t) = f(z(t),y(t), 2(t)), donde lo que hacemos es parametrizar
las coordenadas en funcién del parametro ¢. La regla de la cadena mencionada anteriormente nos da su
derivada:

dh  Ofdx Ofdy Of dz
dt — 9z dt ' dydt 9z dt

. . d . . .2 ,
que, en ocasiones, se denota directamente d—é, es decir, la derivada de f en funcién del pardametro ¢.

Observemos que se han omitido los puntos en los que se evalian las derivadas, pero es ficil ver que si
estamos evaluando en tp, las parciales se evaluardn en g(tg) segtin dicta la regla de la cadena.

Observacion 7 (Funcién escalar con coordenadas parametrizadas por varias variables). Veremos el ejem-
plo en R? con 3 pardmetros. Sea f : R®> — R un campo escalar. Ahora, sea g : R? — R? da-
da por g(z,y,2) = (u(z,y,2),v(x,y,2), w(x,y,2)). Observemos que la composicién h : R* — R es
h(z,y,z) = fu(z,y, 2),v(z,y, 2),w(x,y, 2)), donde lo que hacemos es parametrizar las coordenadas en
funcién de los pardmetros x,y, z. Esto podria tratarse, por ejemplo, de un cambio de coordenadas. La
regla de la cadena mencionada anteriormente nos da la derivada respecto de cada una de las nuevas
coordenadas:

oh_afou _ofov  afow
dr Oudxr Ovdr OwOx
oh_ofou ofow s ow
dy Oudy Ovdy Owdy
oh_afou ofon of ow
8z Oudz wdz Ow oz
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(Una vez maés, no se indican los puntos de evaluacién.)

2.4. Derivadas de orden superior

Definicién 35. Sea f: U C R™ — R con U abierto. Se definen sus derivadas parciales de orden 2

con respecto a r; y x; como:
°r _ 0 (of
axiawj o a.%'l 69c]-

y en ocasiones se denota f, .. Se trata de obtener la derivada de f respecto de una variable, y después
derivar el resultado respecto de otra. Las variables pueden ser distintas o la misma, por ejemplo, en R2,

2 2
hay derivadas iteradas como % y miztas o cruzadas como aigy'
. iy afm _ 98/ of
En general, las parciales de orden n se definirdn como 705, = B, (817 (7))

Definicién 36. Una funcién f : U — R se dice de clase C*, y se denota f € C*(U), si f es continua
en U, y existen todas las derivadas parciales de orden 1 hasta k, y ademds son continuas en todos los
puntos de U.

Una funcién f : U — R™ ser4 de clase C* si todas sus coordenadas f; lo son.

Teorema 12. Sea f : U C R® = R, con f € C?. Entonces se verifica que anaj;J = %, Vi,j =
1,2,.

Teorema 13 (Taylor). Sea f: U C R" — R una funcion diferenciable en xy. Entonces:

f(@) = flwo) + Z oz, %~ %0) + R (f(2)),

(donde xq, es la i-ésima coordenada de xq) que representa a la funcidén como el polinomio de Taylor
Rz f(z)

Tzl = 0, o sea, el polinomio de Taylor aproxima mejor a f(x) de lo

mds el resto, verifica que lim
Tr—xo

que T aprorima a xg.

f@)=f(xo) =V f(x0)

lz—zoll

Demostracion. Como f es diferenciable, se tiene que lim (@=20) _ 0, pero justamente

T—xTo

Riao(f(2)) = f(z) = f(z0) — Vf(20)(x — 20)) = f(x) — f(wo) — X1 2L (25 — o)) O

Teorema 14 (Resto en forma de Lagrange). Si f verifica las condiciones del teorema anterior y ademds
f € C2%, entonces, se tiene la siguiente forma para el resto:

df?(c)
Ry Io ZZ 8951633] ‘Toi)(xj _‘roj)

11]1

Donde c estd en el segmento que une a = y xg.

Demostracion. Definimos el vector h = x —x¢. En primer lugar parametrizamos el segmento que une x
y xo a través de a(t) = (x1(t), 22(t), ..., z,(t)) dada por a(t) = zo+ ht. Para t € [0, 1] se tiene el segmento
que une zg y x. Entonces, g : R — R serd g(t) = f(a(t)) = f(z1(t), x2(t), ..., 2, (¢)).

Con esto en mente, tenemos que por el teorema de Taylor en una Varlable g( ) = g(0)+4'(0)+ 39" (to),
con tg € [0,t]. Por tanto, f(x) = ¢g(1) vendra dada por to € [0,1]. Ahora, g(0) = f(zo). Por la regla de la
cadena:
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dixl(t):hlzx—x?
s d B 772(t) = hy =2 — a3 . "~ Of(xo + th) 0

%xn(t) =h,=x—a%

=1

Luego ¢'(0) sigue de evaluar el 0.
Ahora queda hallar ¢”(tg). Como se trata de derivar ¢’(¢), que hemos visto que se trata de una suma
de funciones, bastara con derivar cada una y acto seguido sumar los resultados. Vamos a hallar la derivada

de una, con la regla de la cadena:

dof(wo+th), o o ddf(wo+th) _
dt 65CZ ((.CZ [L’z) B (.Tz i )dt 83:1

dixl(t) =h=z—a)

Lao(t) =hy = — 29 " 52
o tth) | &2l =l = LIt o ) o - )
. j=1 J ?
%xn(t) =h,=2—20

9?2 +th
Luego, g"(t) = Yoiy Y7y “hegmi ™ (@ — a) (@i — af).

Sustituyendo en el polinomio de Taylor inicial, queda que f(z) = f(zo) + >_ 94
i=1

o (2; — xo,) +

Ry (f(@)+ 320, > ga]: a(;) (z; — xo,) (x5 — x0,) donde, como tg € [0,1], ¢ = xg + toh € [xg,z]. O

Vamos a ver el caso de un orden superior:

Proposicién 23 (Taylor de orden 2). Sea f:U — R, f € C2. Entonces,
o) = (xo>+z U0 (5—0, )+ Ry (F(2))+ 5 Siy S0y S50 (=0, ) (20, )+ Ry (),

Ro ,xQ (.f(x)) — O

[

donde lim
=T |lz—=z0

Proposicién 24 (Forma de Lagrange para el resto de orden 2). Si f verifica las condiciones anteriores,

entonces:

R0 (f(2)) = %ZZZ #(xl —29)(z; — :UO)( T — T9)

02, 0x;

donde ¢ € [z, x].

Definiciéon 37 (Hessiano y matriz hessiana). El hessiano de la funcién f: U C R™ — R es la siguiente
expresion:

of*(z
fZZamj — @o,)(@; — 20,) =

=1 j=1

a2 >f oL

aw% Ox20x1 0x,0xq 0
xr1 — T
0% f ’f ... o L
1 0 0 0 6a118x2 8I§ awnaajz 1'2 - 1:2
—§(I1—:z:1 To — Xy xnfxn)
: . . : e — 1.0
oy ey .. 2 noon
Ox10x, O0x20xT, ox2



2. CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES INDICE

Se conoce como matriz hessiana a la matriz de derivadas parciales segundas mostrada arriba.
Obsérvese que si f € C?, entonces la matriz hessiana es simétrica.

2.5. Extremos
2.5.1. Maximos y minimos locales
Definicién 38. Sea f: U C R™ — R una funcién continua en el abierto U. Entonces:
1. 29 € U es minimo local si 3¢ > 0 t.q. f(x) > f(z¢) Vo € Be(zo).
2. zp € U es maximo local si Je > 0 t.q. f(z) < f(xg) Vo € Bc(xo).
3. 29 € U es punto critico si ﬁf(xo) =0
4. x9p € U es punto de silla si es punto critico y no es méximo ni minimo, es decir, Ve > 0,
Jz,y € Be(xo) t.q. f(z) < f(zo) v f(y) > f(o).

Teorema 15. Sea f: U C R” — R diferenciable en xo € U, con xy extremo local. Entonces, xy es punto
critico de f.

Demostracion. Sin perder en generalidad, supongamos que xg es maximo, luego existe un € > 0 tal que
f(z) < f(xo) Yo € Be(xp). Definimos ¢(t) = f(zo + th), con h € R™ arbitrario. Veamos que si hacemos
[t] < a7 Se tiene que Ith]] < €, esto es, ||th + 2o — zo|| < € y por tanto f(th+xq) = g(t) < f(xo) = ¢(0).
Concluimos que en t = 0, g alcanza un méaximo, por lo cual ¢’(0) = 0.

Ademds, por la regla de la cadena: 0 = ¢’(0) = V f(xg) - h. Como h es arbitrario, sigue que V f(zg) =
0. O

Para determinar si un punto es maximo o minimo habrd que estudiar el signo del hessiano.

Definicién 39. Sea M € M, «,(R). La funcién gy : R™ — R dada por

hy
g(hl, ceey hn) = (h1 hg ‘e hn) M h2 = Z aijhihj
he) %

donde a;; son las entradas de M, se conoce como forma cuadratica asociada a M.

El hessiano se corresponde a la forma cuadratica de la matriz hessiana.
Observacién 8. Si g, es forma cuadratica y A € R, se tiene que g, (Ah) = A2g(h).
Definicién 40. Una forma cuadritica g es definida positiva si Vo € R™, x # 0, se tiene que g(z) > 0.

Evidentemente, g(0) = 0. Serd definida negativa si Vo € R™, x # 0, se tiene g(z) < 0.
Si es simétrica, el signo de los autovalores determina la definicién.

Lema 2. Sig es cuadrdtica definida positiva, Im € R tal que g(h) > m ||h||* Yh € R™.
Demostracién. Como g es continua, alcanzard un minimo m en el compacto S = {& € R™ : ||z| =
1} (teorema de Weierstrass, explicado posteriormente). Sea h € R™. Entonces g(h) = g(ﬁ Ihl) =

[|A)1? g(ﬁ) > ||A]|I*> m dado que ese vector esté en S. O

A B .
B C’) es definida

positiva o negativa. En este caso, dicha funcién es Ah? + 2Bhyhy + Ch3, que, tras completar cuadrados,
adquiere la forma A(h; + %hg)z + %(AC — B?)h2, siempre que A # 0. Entonces, sigue que si A4 >
0,det(M) = AC — B? > 0, es definida positiva, y si A < 0, det(M) = AC — B? > 0 es definida negativa.
Una generalizacion da lugar a:

Vamos a tratar de determinar cuando la cuadratica de una simétrica M = (
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2. CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES INDICE

Proposicién 25 (Criterio de Sylvester). Sea M = {a;;}1<i j<n una matriz simétrica, y sea A, = |ai;|
con 1 <i,j <k, es decir, el determinante de la submatriz de orden k correspondiente. Se tiene que:

1. Si A > 0Vk =1,2,....,n, entonces la forma cuadrdtica asociada es definida positiva.
2. 51 A <O0VE=1,3,5,....2p+1 y Ay > 0 Vk = 2,4,6,...,2p, es definida negativa.
3. St A #0VEk =1,2,...,n y no aplica lo anterior, no es definida positiva ni negativa.

Teorema 16 (Criterio del hessiano para maximos y minimos). Sea f : U C R"® — R, con U abierto y
f €C? en un entorno de xo € U. Si xo es punto critico, se tiene:

1. Si el hessiano de f en xg es definido positivo, xo es minimo local.
2. Si el hessiano de f en xq es definido negativo, xg es mdximo local.
3. Si el hessiano de f en xg no es definido positivo ni negativo, xo es punto de silla de f.

Observemos que si alguno de los subdeterminantes de la matriz hessiana es nulo, no aplica este criterio
dado que el criterio de Sylvester no permite concluir la definicién de la cuadratica.

Observacién 9. En R2, (z9,%o) es minimo si V f(zg,y0) = 0, %(zo,yo) > 0y ademds D = %g% -
2
9°F )2 > (. Esta D = det(H o, Yo)) se denomina discriminante.
(Bzay Y

2
Si % < 0con D > 0, es maximo. Si D < 0 sera punto de silla, y si D = 0 no se puede aplicar el
criterio.

2.5.2. Maximos y minimos absolutos

Definicién 41. Sea D C R"y f: D C R™ — R. Se dice que z¢p € D es maximo absoluto de f si
f(z) < f(xzo) Yz € D. Serd minimo absoluto si f(z) > f(x¢) Vz € D.

Lema 3. Sea f: C CR"™ = R con C compacto una funcién continua. Entonces f(C) estd acotado.

Demostracién. Supongamos que no lo estd, esto es, dz, € C t.q. f(xg) > k, Vk € N. La sucesién
asi definida es {xy }reny C C. Por estar en un compacto, el teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que
Ik, }; tal que lim 2y, = xo € C. Por continuidad, lim f(zx,) = f(zo0) € f(C), lo cual no es posible al

j—o0o j—o0

no estar acotada f(zy;). O

Teorema 17 (Weierstrass). Sea f: C C R™ — R continua en un compacto C. Entonces, Ixg,x1 tales
que xg es mdximo absoluto y x1 es minimo absoluto de f.

Demostracion. Sabemos que f(C) estd acotada, luego Isup f(C) = M. Falta probar que estd en el
conjunto. Al ser supremo, I{yx }reny C C tal que ka yr = M. Sea {x} tal que f(xg) = yg, Yk € N.
—00

Entonces al estar en el compacto C, hay una subsucesién con lim zy, = zo € C, por continuidad
j—o0

lim f(xg,) = f(xo), con f(zg) € f(C), pero ademés, por ser subsucesiéon, lim f(zy,) = lim yi, = M,

j—o0 7 j—o0 7 j—o0 7

y por unicidad del limite M € f(C). Anédlogo para el minimo. O
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2.5.3. Extremos condicionados o restringidos

Otra situacién interesante es restringir la funciéon a un espacio de menor dimensién, dado por el
conjunto de nivel de un polinomio, y preguntarse por los extremos dentro de ese espacio. Las técnicas
vistas hasta ahora no sirven dado que la diferenciabilidad requiere de un entorno euclideo, que no se tiene
al restringirse a una superficie.

Teorema 18 (Multiplicadores de Lagrange). Sean f,g: U C R" — R funciones suaves, y S el conjunto
de nivel {x € R" : g(x) = c}. Si Vg(xg) #0, conzg €S, y fls: S — R es la restriccion de f en S, se
tiene que:

xo es extremo en fls = Vf(x0)||Vg(zo) = Vf(xo) = Ag(xo), A € R.

Si la restriccion es en numerosos conjuntos de nivel, de las funciones g1, ga, ..., gn (en su interseccion),
entonces se tendria que V f(xo) = M1 Vg1(zo) + A2V ga(zo)...

Demostracion. Sea «(t) una trayectoria en S (o : R — S) que pasa por zg en tg. Entonces o/(tg) L
Vg(zp), dado que el vector velocidad es tangente a Sy, como sabemos, el gradiente es perpendicular a los
conjuntos de nivel. Si definimos h(t) = f(a(t)), como xg es extremo de f, h'(ty) = 0. Ademés, por la regla
de la cadena, h'(tg) = Vf(zo) - o/(t). Como se verifica para cualquier trayectoria, deben ser paralelos los
gradientes. O

Observacion 10 (Estrategia para hallar extremos globales en una funcién). Para hallar los valores
méaximo y minimo de una funcién f : C — R, con C C R™ compacto (sabemos que existen por el teorema
de Weierstrass), podemos combinar los resultados obtenidos anteriormente:

1. Hallar los extremos locales de la funcién considerada en CO', que, al ser abierto, permite usar el
criterio del gradiente nulo para encontrarlos y el criterio del hessiano para determinar su tipo.

2. Hallar los extremos de la funcién restringida a 0C mediante los multiplicadores de Lagrange.

3. Hallar los valores de la funcién donde no sea diferenciable (dado que no habremos podido usar lo
anterior)

4. Comparar los valores obtenidos: el mayor serd el maximo absoluto y el menor el minimo.

3. Funciones con valores vectoriales

3.1. Curvas parametrizadas

Definicién 42. Una curva parametrizada en R" es una funcién continua ¢ : I C R — R", con [ un
intervalo (puede ser infinito), y c(t) = (z1(t), z2(t), ..., (t)). La imagen de ¢ es la curva. Si I = [a, b], la
curva va de ¢(a) a ¢(b) en el espacio.

Definicién 43. Una curva es clase C* si la funcién ¢ lo es: ¢ € C¥(1)

Definicién 44. Una curva es simple si ¢ : I — R" es inyectiva dentro de I, es decir, si c(t1) # c(t2),
Vt1,to € I t.q. ty # to.

Definicién 45. Una curva c: [a,b] — R™ es cerrada si coinciden sus extremos, esto es, c¢(a) = c(b).

Observacion 11 (Ejemplos). 1. Una recta que pasa por zg € R” en la direccién de v € R” se puede
parametrizar con ¢ : (—oo,+00) — R™ dada por ¢(t) = xo + tv, es decir, (z1(¢),...,2,(t)) =
(29, ., 20) + t(v1, ey ).

2. La grafica de una funcién f : [a,b] — R se puede parametrizar en R? con ¢ : [a,b] — R? dada por

c(t) = (¢, f(1)).
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3. Una circunferencia de radio r y centro (a,b) en R?, es decir {(z,y) € R? : (z —a)? + (y — b)? = r?}
se puede parametrizar de esta manera: ¢ : [0, 27] — R? dada por ¢(t) = (a+17cost,b+rsint). Esto
es asi porque se cubren todos los puntos distintos que verifican la ecuacién de esa circunferencia.

(z—

4. Una elipse de ejes p y q y centro (a,b), {(z,y) € R?: TS)Q + (‘1’;7217)2 = 1} se puede parametrizar

siguiendo la misma estrategia: c : [0, 27] — R?, con c(t) = (a + pcost,b+ gsint).

5. Una hélice circular de radio r y una vuelta puede parametrizarse de 0 a 27 con ¢(t) = (r cost, r sint, At),
con A € R indicando la altura de la vuelta. (Para més vueltas basta con incrementar el recorrido
del angulo).

Definicién 46. Sea c una curva parametrizada diferenciable:

1. Su velocidad es el vector ¢/(t) = v(t) = (2} (¢),25(¢),...,x},(t)), es decir, las derivadas de cada

componente (su jacobiana). ¢/(tg) es el vector tangente a la curva en c(tp).

2. El punto ¢(ty) de la curva es regular si ¢ (ty) # 0. La curva es regular si sus puntos lo son.
3. Su rapidez en tg es ||/ (to)]].

4. La recta tangente a la curva en c(tg) es la que pasa por dicho punto, en direccién del vector
tangente, es decir, la parametrizada por r(t) = c(to) + t'(to).
5. Si es dos veces diferenciable, su aceleracién es a(t) = ¢”’(t) = (27 (t), 24 (¢), ...,z (t)) el vector de

las derivadas segundas de sus componentes.

3.2. Campos vectoriales

Definicién 47. Un campo vectorial es una aplicacién F' : R™ — R™, F(x1,...,x,) = (F1(z1, ..., Tpn), ..o, Fn (1, ...

que a cada punto del espacio R" le asocia un vector de R™.

De particular interés son los campos en los que n = m, ya que a cada punto del espacio les asocia un
vector del mismo espacio.

Definicién 48 (Campo conservativo). Sea f : R™ — R. El campo vectorial F' : R” — R™ dado por
F =V f se conoce como campo vectorial gradiente.

Se dice que el campo F': R — R™ es conservativo si 3f : R” —» R t.q. F' = Vf. A la funcién f se
le llama funcién potencial de F.

Proposicién 26. Si F = (Fy, Fy,...,F,) es un campo conservativo cuya funcion potencial es f € C2,

OF; _ OF; S
entonces 9zr = Dwr0 Vi=1,2,...,n.

OF; . 0 0f _ 0 0f _ OF g1 g0 e 2, -

Demostracion. 0rr = Do Ba; = O7; 0a; = O

Definicién 49 (Linea de flujo). Se dice que la curva diferenciable v : I C R — R" es linea de flujo de
F :U C R™ — R" si se tiene que /(t) = F(y(t)), Vt € I; esto es, la direccién tangente a la curva en un
punto viene dada por el campo F' alli.

Estas curvas son regulares si F© # 0. Las rectas tangentes a ellas estan dirigidas por el campo:
r(t) = y(to) + tF(y(to))-
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3. FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES INDICE

3.3. Operador nabla (V): Divergencia y rotacional
1o} 1o}

) . :
FaT? Bag ) Wn)’ y se aplica tanto

Definicién 50. El operador nabla, V, se define en R como V = (
a campos escalares f : R® — R como a vectoriales f : R" — R™.

Observacion 12. Si el campo es escalar, f: U C R® — R, el operador nabla proporciona el gradiente (su
. lé) 2] 0
derivada) V - f = (8_—[1, 372, - %)
Definicién 51. Si F : U C R* — R™ F(z1,...,zn) = (F1(x1,...;2n), .oy Fn(x1, ..., 2,)) se define su
divergencia como el campo V - F': U — R, en ocasiones denotado div(F):
0F, O0F; 0F,
div(F) =V -F=—+_—+ ..+
(F) Or1  Oxzo oz,
La divergencia en un punto da una idea de si el campo se aleja o acerca a dicho punto, es decir, de si
dicho punto es una fuente o un sumidero del campo. Una divergencia positiva indica campo saliente de
ese punto, mientras que si es negativa serd entrante al mismo.

Definicién 52. Si F : U C R3 — R3, se define su rotacional como el campo V x F : U — R3, en
ocasiones denotado por rot(F):

i gkl op om, 0F, OF, OF, OF
rot(F) =V x F=|& & R e Pt e i e
POE B dy 0z 0Oz Oox Ox dy

También se puede definir para R? del mismo modo considerando la tercera coordenada como 0. En
\ 8 _ OF, _ OF
este caso, V x F' = (0,0, 52 — Byl)'
El rotacional da una idea de la tendencia a girar/rotar del campo en torno a un punto dado, siendo
su direccién el eje de rotacion y su sentido el indicador de si es antihoraria u horaria la rotacién.

Un campo tal que rot(F) = 0 se denomina irrotacional.

Teorema 19. Un campo vectorial F : U C R* — R3 (0 en R?) conservativo con F € C* verifica que
rot(F) =0, esto es, es irrotacional.

Demostracién. Si es conservativo, F' = V f para alguna f € C? al tenerse que F' € C'. Entonces, las
parciales de F' tenidas en cuenta en su rotacional son iguales, luego es nulo. O

Teorema 20. Sea F : U C R® — R?, con F € C?(U). Entonces, div(rot(F)) = 0, es decir, V-(VxF) = 0.

, . 2 2 2 2 2 2
Demostracién. div(rot(F)) = gwgz - oy gyg; - gygz + o5 gzg; = 0 dado que al ser C? esas

cruzadas son iguales entre ellas y se anulan. O

Definicién 53. El laplaciano de f : R* — R, denotado Af = V2f es el campo Af : R* — R? dado
por V- (Vf) = div(grad(f)).
3.4. Superficies parametrizadas y plano tangente

Definicién 54. Una superficie parametrizada es una funcién continua ® : D C R? — R3, con
®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)). La superficie es la imagen de la curva en R3.

Observacion 13 (Ejemplos). 1. Un plano que pasa por (zo, ¥o, 20) € R? en la direccién de a,b € R? se
puede parametrizar con ® : (—oo, +00) X (—o0, 00) — R? dada por ®(u,v) = (29, Yo, 20) + au + bv.
Restringir el dominio permitird obtener trozos del plano.
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2. La gréfica de una funcién f : D C R? — R se puede parametrizar con ® : D — R? dada por
®(u,v) = (u,v, f(u,v)).

3. Una superficie esférica de radio p y centro (a,b,c) en R3, es decir {(x,y,2) € R3: (z — a)? + (y —
b)?2 + (2 — ¢)? = p?} se puede parametrizar de esta manera: ® : [0,27] x [0,7] — R3 dada por
D(0,¢) = (a+ pcosfsing, b+ psinfsin g, c+ pcos ¢). Esto es asi porque se cubren todos los puntos
distintos que verifican la ecuacién de esa esfera, indicando los parametros la latitud y longitud.

4. Un cilindro de radio 7 en direccién del eje Z parametrizarse con @ : (—oo, +00) x [0, 27] — R? con
®(z,0) = (rcosf,rsiné, z).

Definicién 55. Una superficie parametrizada ® es diferenciable si la funcién ® : D € R? — R3 1o es.

Observacion 14. Dado un punto (ug,vo) en el dominio, los vectores tangentes a la superficie en ®(ug, vg)
pueden obtenerse con ‘3—‘5 y ‘Z—f, al ser los vectores velocidad de las curvas parametrizadas que se obtienen

fijando up 0 vg en @, que pasan por la imagen de (ug,vg). Se suelen denotar T’u y T’U respectivamente.

Definicién 56. 1. Una superficie ® : D C R? — R? tiene por vector normal en ®(ug,vo) al vector
N (ug,vg) =Ty, x Ty, al ser perpendicular a los vectores tangentes.

—

2. La superficie S = ®(D) es regular o suave en ®(ug,vo) si N(ug,vo) # 0.

Proposicién 27 (Plano tangente a una superficie parametrizada). Si ® : D C R? — R3 es una su-
perficie parametrizada, el plano tangente a ella en (xg,yo, 20) = P(ug,vy) viene dado por la ecuacion:

<N(U0,U0), (x — 0,y — yo,2 — Zo)> =0.

La idea es imponer que sea perpendicular al vector normal, y que lo verifique el propio punto.

Observacion 15 (La curva cicloide. Parametrizacién.). La curva cicloide es la que describe un punto

P solidario a un disco circular de radio R, que rota sobre una superficie plana, moviéndose a velocidad

constante v. Supongamos que el punto parte en (0, 0). El centro del disco sigue la trayectoria C(t) = (vt, R)

ya que su altura no varia. Por otro lado, el angulo del vector CP con la horizontal se puede deducir como
vt ™

a(t) = % — 5, de modo que la cicloide se puede parametrizar como:

~(t) = (vt — Rcos(% - g),R—i— Rsin(U—t S vt — Rsin U—t,R(l — cos %))

7 3) = ( 7
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4. Integraciéon en R”

4.1. Integrales dobles. El caso de R2.
4.1.1. Integrales sobre una regién rectangular.

Si consideramos f : R = [a,b] x [¢,d] C R? — R una funcién positiva y acotada, la grafica z = f(x,y)
con los planos £ = a, x = b, y = c e y = d delimitan un cuerpo sélido V en R3. La integracién permitira,
de algin modo, obtener su volumen.

Definiciéon 57. Una particién P del rectangulo R = [a,b] X [c,d] se trata de un par de particiones
{zi}io v {y; Y=o de [a,0] y [c, d] respectivamente, y se denota P = ({z;}i_. {y;}j—0)-

P divide al rectangulo R en k - [ rectdngulos R;; = [z;—1,2;] X [y;—s,y;]. El drea de cada uno es
a(Rij) = (2; — xi—1)(y; — yj—1) = Az Ay;.

ko1 k1
Asi, R=|J U Rij, ysudreaes a(R)= > > Az;Ay,.
i=1j=1 i=1j=1
El didmetro de la particién, diam(P), es la distancia méxima que puede haber entre dos puntos de
un mismo R;;, o sea, la diagonal mds larga de entre todos los rectdngulos.

Definicién 58 (Sumas de Riemann). Sea P = ({z;}§, {y;}}) una particién de R, y sean f: R C R? - R

acotada, M;; = sup f(z,y) y miyj = 1inf  f(z,y). Se definen para f sobre P:
(z,y)ER;; (w,y)ER;;

ko1
1. Suma superior de Riemann: U(f,P) = > > M;; - a(R;;).

i=1j=1

!
2. Suma inferior de Riemann: L(f,P) = > > m;; - a(R;j).

i=1j=1

M=
MN

3. Sumas de Riemann: S(f,P) = f(cij) - a(R;;), con ¢;; € R;; un punto cualquiera del

1 1

<.
Il

K3
rectangulo.

Observacion 16. Sea f: R C R? — R, y P una particién de R. Entonces L(f,P) < S(f,P) < U(f,P).

Definicién 59 (Integrabilidad e integral). Sea f : R C R? — R una funcién acotada. Es integrable, y
se denota su integral [ rf(@, y)dA(z,y), si y solo si se verifica alguna de las siguientes (son equivalentes
entre si):

L. sup{L(f,P) : P es particién de R} = inf{U(f,P) : P es particién de R} := [[, f(z,y)dA(z,y).
2. Ve> 0,36 >0 t.q. dz’am(P) <d = U(f,P)—L(f,P) <e

3.3  lim = [J f(z,y)dA(z,y), independientemente de los ¢;; seleccionados.
diam(P)%O

Proposicién 28 (Propiedades). Sean f,g: R C R? — R integrables.
L [[(f +9)(z,y)dA(z,y) = [[ f(z,y)dA(z,y) + [[ 9(z,y)dA(z,y)
2. [ Mf(x,y)dA(z,y) = A [[ f(z,y)dA(z,y)

3. Si {Qz T son rectdngulos disjuntos tales que |J|" Q; = R, entonces Y " fo f(x,y)dA(z,y) =
[Jg f(z,y)dA(z,y).
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4. Sim < f(x,y) < M, V(z,y) € R, entonces m - a(R) < [, f(z,y)dA(z,y) < M -a(R).
5. 8i f(z,y) < g(x,y) V(z,y) € R, entonces [[ f(x,y)dA(z,y) < [[ g(z,y)dA(z,y).
6. | [] f(a,y)dA(z,y)| < [[p |f (@, y)|dA(z, y)

Las demostraciones del 1 y 2 siguen de las propiedades de los limites. La demostracion 4 sigue de
acotar las sumas de Riemann convenientemente. La 5 sigue dela4d con m =0y f = g— f. La 6 sigue de
aplicar la triangular a las sumas de Riemann.

Teorema 21. Toda funcién f: R C R? — R continua es integrable.

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua en un compacto, 36 > 0 t.q. |f(x,y) — f(2/,y)] < ﬁ
si ||(z,y) — («/,9')|| < 6. En particular, si diam(P) < ¢ para una particién, entonces M;; — m;; < FIOOR
Vi, j. Pero entonces U(f, P)— L(f, P) = Zle Z;Zl(Mij —mij;)a(Rij) < F1ea) Zle 23:1 a(R;j) =€ O
Observacién 17 (Interpretaciéon geométrica.). Si f : R C R? — R es acotada y positiva, forma el slido
V = {(z,y,2) € R®: (z,y) € RAO0 < 2z < f(x,y)} como ya vimos. El volumen de este sélido es la
integral: vol(V)) = [[ f(x,y)dA(z,y), al igual que cuando en una variable la integral aproximaba el rea.

De hecho, si R = [a, b] X [¢,d], podemos obtener A(y) = f; f(x,y)dx el drea debajo de la curva que sigue
de fijar y en la funcién, donde A(y) varia segin la y que tomemos. Por el principio de Cavalieri, integrar

todas las areas deberfa dar el volumen, de modo que vol(V') = fcd f; f(z,y)dxdy, e igual en orden inverso.
A continuacién estableceremos cudndo esto es posible.

Teorema 22 (Fubini). Sea f : R = [a,b] x [c d] € R? - R continua en R. Entonces, se tiene que:
[ f@,y)dA(z, y) = fffxydydm—fffxydmdy

Demostracién. Sea F(x f f(z,y)dy, que estd bien definida al ser f(x,y) continua y por tanto

integrable en [c,d]. F(x) = A llr‘n OZJ 1 f(z,9;)|Ay;l, con cada y; € |Ay;|. Entonces:

b
F r= 1 F(z;)|Az;| =
JRLCEE N S

k l

11 I ~i7~‘A‘Ai:
‘Arlf‘ll_)();m;jf‘ﬂ_)oz:f(x ;)| Ay; || Az

Jj=1

lim lim T,
|A;cl\—>0|Ay,|—>OZZf i) a(Reg)

=1 j=1

donde cada (£;, ;) € R;;. Ademads, como existe la integral doble por continuidad, ese limite debe coin-

cidir con el de la integral doble, luego: f: F(z)dz = f: fcd flz,y)dydz = y 11'(17131 0 Zle 22:1 f(@i,yj)a(Rij) =
am —

[]. f(x,y)dA(z,y), donde P es la de R con los R;;. Andlogo para el otro orden. O

Definicién 60. Una funcién f cumple una propiedad en casi todo punto si el conjunto de puntos de
su dominio donde no la cumple es de medida cero.

Definicién 61 (Medida cero en el caso de R?). Un conjunto A C R? es de medida o 4rea cero si
Ve > 0, I{R;}_, rectangulos tales que A C UZ.I:1 R; (recubren a A), y ademés ELI a(R;) <e.
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Por ejemplo, cualquier punto de R? es de 4rea cero. También cualquier segmento. De hecho:

Proposicién 29. Si f : [a,b] CR — R es una funcién continua sobre un intervalo cerrado, su grdfica
G(f) = {(x, f(z)) : x € R} tiene drea cero en R2.

Demostracién. Como es continua en [a, b], serd uniformemente continua y si € > 0, entonces:
(1) 36 > 0 tq.si 0 < [z —y| <6, |f(z) — fly)| < =. Vamos a tomar [2°5%
tamano % (y uno més del tamafio restante para acabar de cubrir [a,b]) que particionan [a,b], denotados

Ax; = [z; — %,xi] donde z; — g = z;_1. Entonces consideramos los rectdngulos R; = Az; x [m;, M;].
Claramente contienen a la gréfica, ya que z € Az; = m; < f(z) < M, al ser minimo y méximo.

Ademés, por (i) : Y. a(R;) = >, |Ax|(M; —m;) < | =350 —a)=c O

Proposicién 30. Si {A4;}7 son finitos conjuntos de drea cero, entonces | J] A; = A también lo es.

Demostracién. Sea € > 0. Para cada A;, hay {R;;}* | rectangulos que lo recubren y tal que Z?zl a(R;;) <
. Entonces, estd claro que: A € Ui, U;;l R;; puesto que cada punto de A estd en un A; recubierto
por su familia. Ademas, 337" D7 a(Ry) <YL, & =€ 0

Teorema 23 (Fubini generalizado). Sea f : R = [a,b] X [¢,d] — R una funcidn acotada, continua en casi
todo punto de R. Entonces:

130 fla,y)de = 3 [y f(@,9)dA = [" [ f(z,y)dedy

d b rd
2.3 fla,y)dy = 3 [[z f,y)dA= [ [0 f(z,y)dyde
Esto sigue directamente de la demostracion anterior y del lema siguiente:

Lema 4. Sea f : R = [a,b] X [¢,d] = R una funcion acotada, y ademds continua en casi todo punto de
R. Entonces es integrable.

Demostracion. Tenemos que |f(z,y)| < M V(z,y) € R. Sea A la regién de area cero donde es discon-
tinua. Sea ¢ > 0. Entonces 3§ > 0 t.q. ||(z,y) — (z/,¢)]| <0 = |f(z,y) — f(«',y)| < Sa(r) Siempre

!
que (z,y), (z',y") € R\A. Asimismo, 3{R;}_, t.q AC U Ry y Zizl a(R:) < 557
=1

Ahora, sea P = ({z;}§,{y;}}) tal que diam(P) < & y que incluya a los {R;}, es decir, que Vt,1i, j, se
tiene R;; C R; o bien R;; N ]iZt = (). Para ello, si algin R;; interseca con algin Ry, basta con refinar la
particién subdividiendo el R;; apropiadamente en partes completamente dentro o completamente fuera.

Vamos a probar, finalmente, que para esa particién P y todas las de didmetro menor, se tiene (%) =
|U(f,P) — L(f,P)| < e. Veamos que

= |Z —mi;)a(R; |<Z|Mu mila(Ri) = > |My—mijla(Rij)+ > [Mij—mijla(Ri;) <

ij Rijﬂ}ét:@ R;jCR
€ € €
< R; 2M Rij)+2M-— =
2a(R) Z i)+ D, alRy) < = %(R) D alRiy) +2M 7 = ¢
Ri]' NR:=0 R7] CR: @]
donde hemos usado las distintas cotas mostradas al principio de la demostracién. O
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4.1.2. Integrales dobles sobre regiones mas generales

Definicién 62. Sea f: D C R? — R acotada y tal que D es de area cero. Si D C R = [a,b] x [c, d], se
flzy) si (z,y)eD
0 si (z,y) € R\D
indicatriz que vale 1 en D y 0 fuera. Observemos que si f es continua, f - xp es integrable en R por el
lema 6.

Definicién 63. Acorde a lo anterior, se define [[,, f(z,y)dA(z,y) = [[, f - xp(z,y)dA(z,y).

define la funcién de R en R dada por f-xp(z,y) = { , dado que xp(z,y) es la

Definiciéon 64 (Regién elemental y-simple). Una regiéon D C R2 es y-simple si 31,092 : [a,b] = R
continuas tales que:

1. p1(x) < pa(x) Vo € [a,b]

2. D={(z,y) €ER?: 2 € [a,b] A p1(x) <y < pa()}

3. D C [a,b] X [¢,d] para algunos c,d € R.
Definicién 65 (Regién elemental z-simple). Una regiéon D C R? es x-simple si Fop1, 109 @ [c,d] — R
continuas tales que:

L hi(y) < da(y) Yy € [c,d]

2. D={(z,y) €ER?:y € [c,d] ANp1(y) <z < Pa(y)}

3. D C [a,b] X [¢,d] para algunos a,b € R.
Observacion 18. Ya sea D x-simple o y-simple, se tiene que D es de area cero al ser union finita de
graficas.

Teorema 24. Si f: D C R? — R es continua en casi todo punto de D, y D es y-simple o bien z-simple,
entonces es integrable y se tiene (manteniendo la notacion de las definiciones anteriores):

. ffD flz,y)dA = fa ¢2(2) flz,y)dydz (Si D es y-simple)

p1(x)

o [f, flz,y)dA = f f%(y)f (x,y)dzdy (Si D es z-simple)

)
Demostracion. Por la observacién 18 y el lema 6, se tiene que es integrable. Si R = [a,b] X [c,d] es el
rectangulo que contiene la regién, aplicando el teorema de Fubini: [[,, f(z,y)dA = [[, f-xp(z,y)dA =
f f f-xp(z,y)dydx = f fm(x) f(x,y)dydz al tenerse que fuera de los limites indicados por las fun-

()
ciones la funcién vale cero y no aporta a la integral. Analogo si es x-simple. O

Definicién 66 (Region simple). Una region D C R? es elemental simple si es tanto x-simple como
y-simple.

Definicién 67 (Area de una regién y volumen de un cuerpo). Se define el drea de la regién elemental
D ¢ R? como A(D) = [[,, dA.
Se define el Volumen del cuerpo debajo de la grafica de la funcién f : D € R?> — R como V =

I f(x,y)dA.
Teorema 25 (Valor medio). Sea f :pC R? — R continua en el compacto D. Entonces, 3¢ € D t.q.
= [[, f(x,y)dA.

Demostramon Al ser f continua en un compacto, 3m = minp f, M = méaxp f, y por lo tanto
mA(D) < [[, f(z,y)dA < MA(D ) = m < ﬁffpf(x,y) < M. Por el teorema de los valores

mtermedlos7 dec € D t.q. f(c) = m [ f(x,y) ya que la funcién alcanza todos los valores entre M y
m. O

27



4. INTEGRACION EN R¥ INDICE

4.2. Integrales triples
4.2.1. Integrales sobre cubos

Definicién 68. Una particién del cubo Q = [a,b] % [¢,d] X [e, f], P = ({z:},{y;}, {#x}) es una coleccién
de tres particiones, cada una de cada intervalo que define el cubo, dando lugar a una coleccién de cubos
disjuntos Qyjk = [zi—1, %3] X [yj-1,y;] X [zK—1, 2] de forma que Q =, ; , Qi jk-

Definicién 69. La funcién g : Q = [a,b] X [¢,d] x [e, f] — R es integrable si supp{L(g,P)} =
mfp{U(g,P)} = iMgiamp)—0 2 i j 1 9(ijr)V(Qijk), al igual que en dos variables. Dicho valor es la in-
tegral y se denota ffo g(z,y,2)dV Alternativamente, lo serd si Ve > 0 36 > 0 t.q. si diam(P) < 4,
entonces |U(g,P) — L(g,P)| < e.

Los resultados de integrales dobles se extienden con naturalidad a tres variables:
Teorema 26. S g: Q — R es continua, entonces es integrable.

Teorema 27 (Fubini). Sig: Q = [a,] x [c,d] x [e, f] = R es continua, se tiene: [[[, g(z,y,2)dV =

fab fcd fef g(z,y)dzdydz, valiendo ademds cualquier otro orden de las integrales simples.

Proposicién 31 (Propiedades de la integral triple). La integral triple cumple todas las propiedades de
la proposicion 26 adaptadas a R3.

4.2.2. Integrales sobre regiones generales

Definicién 70. El conjunto C' C R? es de volumen cero si Ve > 0 3{Q;}; cubos tales que C C |J; Q;
y 2. V(Qi) <e

Definicién 71. Sea f : W C R® — R acotada tal que OW es de volumen cero, y con @ el cubo tal que
f(z,y,2) si (z,y,2) €W
0 si (z,y,2)¢W

todo W salvo un conjunto de volumen cero, entonces fyy también es continua en casi todo punto y se

define:
i [ @i - /] [t 2

Ahora presentaremos la generalizacién natural de la integracion en regiones elementales simples:

W C Q. Se define en @ la funcién fxw(z,y,2) = { . Si f es continua en

Definicién 72. » La regién W = {(z,y,2) € R®: (y,2) € D1, ¢1(y,2) < x < ¢a(y, 2)} con ¢1, do

continuas se denomina x-simple. Sigue que [[[,. f(z,y,z)dV = ffD1 f(iQ((;f)) f(z,y, 2)dzdA.

» La region W = {(z,y,2) € R® : (2,2) € Dy, ¢1(z,2) <y < (j)g(:n,z)} con ¢1,¢o continuas se
denomina y-simple. Sigue que [[[.. f(z,y,2)dV = ffD2 ba(w,2) F@,y, 2)dydA.

b1 (x,2)
= La region W = {(z,y,2) € R® : (z,y) € Ds, ¢1(z,y) < 2z < ¢2($,y)} con ¢, ¢y continuas se
denomina z-simple. Sigue que [[[,. f(z,y,2)dV = fst %(;’yy x,y, z)dzdA.

Definicién 73. El volumen de la regién W en R? se puede calcular como [[[i, dV = V(W)

28



4. INTEGRACION EN R¥ INDICE

4.3. Cambio de variables en integrales dobles

Se quiere obtener una manera de poder simplificar el recinto de integracién o la funcién a integrar
mediante un cambio de variables. La idea es hallar, en R? por ejemplo, una funcién de R? en si mismo
que, compuesto con la funcién dada, permita operar sobre nuevas variables e integrar sobre ellas de algin
modo.

Definicién 74. Un cambio de variables en R? a la hora de integrar f : D C R? — R serd una aplicacién
T : U — D diferenciable y biyectiva. Veremos como relacionar [, f(T(u, v))dA con [[,, f(z,y)dA, la
integral a calcular.

Un ejemplo podria ser T : {(0,1] x [0,27)} U (0,0) — B1(0,0) dada por T(r,6) = (r cosf,rsin ) que
se trataria del cambio a polares. De primeras, vemos como el recinto se simplifica a un rectdngulo.

Para conseguir relacionar ambas integrales necesitamos ver como se deforma el recinto, en particular,
como se deforman los rectdngulos que particionan el recinto:

Lema 5. Sea T : R C R? — D dada por T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) una transformacion lineal de matriz
asociada T'. Se vemﬁca que a(D) = a(R)|det(T)|.

Demostracién. Sea {e1, ez} la base canénica de R?. Ponemos R = [ug, ug+A1] X [vg, v9 + A2]. Entonces,
como R = (ug,vg) + rA1e1 + shaea con r, s € [0,1] se tiene que D = (T(ug,vo) + M T (e1)s + 2T (e2)t)
con t,s € [0,1]. Asi, a(D) = A Aqa(T(e1),T(e2)) donde (T(e1),T(e2)) es el paralelogramo que delimi-
tan estos vectores. Observemos a continuaciéon que si T = (3;8:83 ;Eg: 3) = <z Z), se tiene que
(T(e1),T(es)) = (ab+cd) y que | T4 [|T2]|> = (a2 + ¢2)(b% + d?). Ademés sea « el dngulo entre T} y Tb.

Ahora entonces tenemos que a(D) = AiAza(T (er), T(e2)) = Ada(|T(en) | [ T(e2)[| (1—cos?(a)))z =
)\1/\2(||T(€1)|| IT(e2)|* = < T(e), T(e2) >))% = MAa((a? + ) (0 + d?) — (ab+ cd)?))? = Ay Ao ((ad —
be)2)z = AA|det(T)| = a(R)|det(T)|. Hemos usado que el area del paralelogramo es la norma del
producto vectorial. O
Proposicién 32. Sea T : R = [ug, ug + A1) X [vo, vo + A2] € R? — D dada por T'(u,v) = (x(u,v), y(u,v))

Oz (uo,v0)  Oz(ug,v0)

una transformacion diferenciable. Se tiene entonces que a(D) = a(R), y el error se

ou ov
9y(uo,v0)  9y(uo,vo)
ou ov

desvanece cuando a(R) =~ 0. Ese determinante se denomina jacobiano y es el de la matriz jacobiana de
T.

Demostracién. Si a(R) ~ 0, se tiene que T(R) ~ (T'(uo, vo) + A159% + At ZL), con s, € [0,1] es decir,
el paralelogramo formado por las rectas tangentes a las curvas T(uo, ) y T'(u,vg) en T(ug,vp). Ahora se
trata del caso del lema 7. O

Teorema 28 (Cambio de variables). Sea T : U C R? — R?, T € C! inyectiva en casi todo punto de U.
SiD=TU)yf:DCR?— R es integrable en D, se tiene:

/ /D fap)aa = | /U F(T ()

Es decir, se multiplica por el mddulo del jacobiano (en (u,v)) para tener en cuenta la deformacién en
los rectdngulos de las particiones.

dx
g;‘uA

Observacion 19 (Area en polares). Dada una curva r = g(f) con 6 € [y, 6:], el drea que delimita esta
curva con el origen se puede calcular con A = 1 091 g% (0)do

Demostraciéon. Se tiene que, si D es dicha reglon su preimagen por el cambio a polares es R =

[0,9(0)] x [00,601]. Asi, A= [[,dA = [[,rdA = f g(e rdrdf, dado que el jacobiano es r, de donde
sale la férmula. O
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4.4. Cambio de variables en integrales triples
Se generaliza con naturalidad lo anterior:

Lema 6. SeaT : Q C R® = D dada por T'(u,v,w) = (z(u, v, w),y(u, v, w), z(u, v, w)) una transformacién
lineal de matriz asociada T. Se verifica que V(D) =V (Q)|det(T)].

)
Proposicién 33. Sea T : Q € R3> — D dada por T(u,v,w) = ( (u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) una

Oz Oz
Qu w
transformacidn diferenciable. Se tiene entonces que V(D) = % gg 72| V(R), y el error se desvanece
z 0z
du v w

cuando V(R) = 0.

Teorema 29 (Cambio de variables). Sea T : U C R?® — R3, T € C! inyectiva en casi todo punto de U.
SiW=TU) yf:WCR3—=R es integrable en W, se tiene:

roav = [[] srouy|B G 5
D W £ £ £

Es decir, se multiplica por el médulo del jacobiano (en (u,v,w)) para tener en cuenta la deformacion
en los rectdngulos de las particiones.

Observacion 20 (Jacobianos tipicos). Para R?, el jacobiano del paso a polares T(r,0) = (rcosf,rsin6)
vale JT =r.

Para R?, el jacobiano del paso a cilindricas T'(r, 0, z) = (rcos®,rsind, z) vale JT = r. El jacobiano
del paso a esféricas T'(pcos @ sin ¢, psin 0sin ¢, pcos ¢) es JT = —p? sin ¢.

5. Integrales curvilineas

5.1. Integral de linea de una funcién escalar

Vamos a considerar integrales sobre una curva C' que es la imagen de una parametrizacién c(¢) :
[a,b] C R — R™. La idea es considerar solo los valores sobre la curva.

Definicién 75 (Sumas de Riemann). Dada una particion P = {t;}5, esta define una particién en la
curva C, {c(t;)}§- Se definen las sumas de Riemann por S(f,P) = Zlf fle)) lle(t:) — c(ti—1)]| con cada
t'? [tl 1:ti ]

Supongamos ahora que ¢ € C*([a, b]). Podemos reescribir esto valiéndonos del teorema del valor medio
univariable: S(f, P) = 21 c(t) || @) 1t — tizal

cont; € [ti—lati]

Si ahora tomamos el limite cuando el tamafo de la particién tiende a cero, llegamos a la definicién
de integral de linea:

Definicién 76 (Integral de linea). Sea C' la curva parametrizada por c : [a,b] — R" con ¢ € C*([a, b)),
y f:UCR" =5 R, con C CU,ytal que f oc es integrable en [a,b]. Entonces, su integral de linea

sobre C es:
/Mh/f ) 10 dt

Ahora vamos a comprobar que la integral de linea, a través de esta definicién, es la misma indepen-
dientemente de la parametrizacién de la curva escogida.
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Definicién 77. Sea c; : [a,b] — R™ una parametrizacion de clase C! de la curva C, y sea ¢y : [c,d] — R™
otra parametrizacién C! de la misma curva. Se dice que se trata de una reparametrizacién de c; si
a: [c,d] — [a,b] biyectiva tal que ca = ¢ o a.
En ese caso, puede preservar la orientacién, si a(c) = a y a(d) = b, es decir, si mantiene los
extremos en orden, o bien revertir la orientacién de la curva si a(c) = by a(d) = a, es decir, si co
recorre la curva en sentido contrario a ¢;.

Teorema 30. Sea c; : [a,b] — R"™ de clase C' y f : U C R™ — R continua, tal que C = c¢1([a,b]) C U, y
sea co una reparametrizacion de ci. Se tiene que fcl fds = ch fds, es decir, no importa la parametrizacion
tomada.

Demostracion. Supongamos que ¢ preserva la orientacién. En ese caso, « es creciente al ser biyectiva.
Asi, [ fdS = [ Flea®) s @)l dt = [ Fer(a(®))) el ()| [/ @)]dt = [ Fler(a(®))) [Ic; (a(t))]| o ()t =
J2 fer(s) llei(s)ll ds = [, fds.

Si revierte la orientacién: f fds f f (co(t)) |5 ()| dt = f fler(a®)) [Icy (@) |/ (t)|dt =
JE Fea(a®)) llei ()] (—a’ = i Fer(s) i) (=1)ds = [} fea(s) ey ()]l ds = [, fds. O

Observacion 21. Si C es C! solo a trozos, la 1ntegral se puede separar en cada curva y luego sumar todas
para hallar la integral sobre el resultado.

Definiciéon 78 (Longitud de arco). La longitud de una curva parametrizada « : [a, b] — R™ de clase C!
es la integral de 1 sobre la curva: L(y) = [, ds = f I/ () || dt

Observacion 22 (Interpretacién geometrlca). La integral de linea de una funcién en R? da el 4rea de la
superficie limitada por la curva y la grafica de la funcién.

5.2. Integral de linea de un campo vectorial

Definicién 79. Sea c: [a,b] — R" la curva parametrizada de clase C! y sea F=R" = R" un campo
vectorial definido sobre C. Se define su integral de linea sobre C' como:

/Cﬁdgz /ab Fle(t) - ¢ (t)dt

Si F' = (F1, Fy, ..., F,) y c(t) = (z1(t), ..., zn(t)), se puede denotar también por f; Fidzy + Fadxs +
..+ F,dz,, pero el calculo es el mismo.

También si ¢ es C' a trozos, se puede partir en dichos trozos y sumar todas las integrales para hallar
la global.

Proposicién 34. Si ' (t) # 0, entonces fC Fds = fC < F,T > ds donde la ltima es la integral de linea
del campo escalar que sale del producto entre los campos F y T, que da el vector tangente unitario a C
en cada punto.

Demostracion. [, Fds = [* F(c(t)) - ¢ (t)dt = [7 F(e(t)) - T(c(t) |¢(t)]], dado que T(c(t)) = 158
y sale directamente la integral escalar mencionada. O
Observacion 23 (Interpretacién geométrica). La integral de linea representa el trabajo que realiza el
campo vectorial F al mover una particula a lo largo de la curva c.
Teorema 31. Sea ¢y : [a,b] — R™ de clase C' y F: U C R™ — R™ continua, tal que C = ¢1([a,b]) C U,
y sea co una reparametrizacion de ci; a través de «. Se tiene que fcl Fds = Jrfcz Fd3 si o preserva
la orientacion, y fq Fds = —fc2 Fd3 si la revierte. En este dltimo caso se suele denotar fq Fds =

+ fpf Fds, es decir, es igual a la integral sobre co en sentido contrario.
"2
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Demostracién. Si la mantiene: [ Fds = fcd F(co(t))ch(t)dt = fcd F(er(a(t))d) (a(t)d (t)dt =
fab F(ei(s))ch(s)ds = [, Fds.

Si la revierte: [ Fds = fcd F(eo(t))ch(t)dt = fcd F(ey(a(t))ey (a)d/ (t)dt = [, Flei(s))ci(s)ds =
— fcl Fds. En ambos casos usamos la regla de la cadena para derivar el vector.

5.3. Teorema de Green

El teorema de Green relaciona en R? integrales de linea de campos vectoriales con la integral doble
de su rotacional.

Definicién 80 (Orientacién). Dado D C R? acotado y cerrado, con D = C' la unién finita de curvas
simples y cerradas, se denomina orientacién positiva o inducida por D de la(s) curva(s) que
compone(n) C como aquella en la que, al recorrer la curva en dicha orientacion, en todo momento queda
a la izquierda el conjunto D.

Teorema 32 (Green). Sea D C R? cerrado y acotado, cuya frontera C = 0D son curvas simples y
cerradas parametrizadas en la orientacion inducida por D. Sea F = (P(x,y),Q(x,y)) : D C R? — R? un
campo vectorial con F € C1(D). Entonces:

/ Fds—/ de+Qdy—//@—8£dA //rot ) - kdA.
oD oD

La integral de linea se lleva a cabo, entonces, en dicha parametrizacién con la orientaciéon inducida.
Para demostrarlo, veamos un lema previo:

Lema 7. Sea D C R? una regién y-simple descrita por D = {(x,y) € R? : z € [a,b],d1(z) <y < ¢a()},
cuya frontera 0D se tiene en la orientacion inducida por D. Sea P : D — R un campo escalar con

P € CY(D). Entonces:
/ de:/ (P, 0)d§:—/ 9P ja.
oD oD Ay

Demostracién. En este caso, 0D = U;l I';, donde I'y,T's son las partes de las curvas dadas por ¢1, ¢
y I's,Ty los segmentos adecuados de * = a y * = b, todo en la orientaciéon inducida. Veamos que

I 5, 9P gA = f fo((;)) %1; dydx = f P(x,¢2(z)) — P(x,¢1(x))dz por el teorema fundamental del caculo.

Ahora veamos las parametmzamones de la frontera.

Para I'i: 71 [a,b] = R?, 71 (@) = (2, é1(2)),

para I'y: 72 @ [a,0] — R?, yo( ) (z, p2(2)),

para F3- V3t [d)( )7¢(b)] — R ) ’}/3(1') = (CL,.T)

y para Tz vy : [#(a), p(b)] — RZ, q4(z) = (b,z). Cabe observar que 'y y I's van en la orientacién
opuesta a la deseada. Por tanto: .

Jop Pdz = So1y [, (P0)s = [} (PL0)(@.61(x)) - (1,64 (a))do — [ (PL0)(w, 62(@)) - (1. Sy (a))dz +

S (PL0)(a,) - (0,1))d — f‘“b) P.0)(b,x) - (0,1))dx = [! P(z, ¢1(2))dz — [ P(z, ¢o(x))dz

De donde sigue el lema O
Y su anélogo:

Lema 8. Sea D C R? una region z-simple descrita por D = {(x,y) € R? 1 y € [, d], ¥1(y) <z < 2(y)},
cuya frontera 0D se tiene en la orientacion inducida por D. Sea Q) : D — R un campo escalar con

Q € CY(D). Entonces:
= = —dA.
- Qdy /8 (0,Q)ds = // d
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Demostracién. En este caso, 0D = U;L I';, donde I'1, ' son las partes de las curvas dadas por ¥y, 9o
y '3,y los segmentos adecuados de y = ¢y y = d, todo en la orientacién inducida. Anélogo al lema
anterior: [[ $2dA = [ Q(ts(y).y) - Q(¥1(y), y)dy.

Una vez mas, las parametrizaciones de la frontera son:

Para T'y: v ¢ [e,d] = R?, mi(y) = (¥1(y),y),

para ' 72« [e,d] = R?, 1(y) = (¥2(y). y),

para I's: 73 @ [¢(c), ¥(d)] = R?, v3(y) = (y,¢)

y para I'y: 74 : [¥(c),¥(d)] — R2, v4(y) = (y,d). Ahora estan en la orientaciéon inversa v; y 7a.
Entonces, procediendo como antes:

Jop Qdy = 1 [, (0,Q)ds = [ (0,Q)(w2(y), ) - (¥h(y), Dy — [ (0,Q)(W1(),y) - (¥} (), 1)dy =
J1Q2(y), y)dy — [ Q1 (y). y)dy

De donde sigue el lema. O

Demostracion. (Teorema de Green). Si la regién a considerar, D, es simple, aplicamos los dos lemas
anteriores. Como (P, Q) € C'(D) podemos sumar los resultados anteriores y sigue el teorema. Si no, se
divide la regién D en subregiones simples, y se aplica el lema en cada una de ellas. En cada frontera
nueva que esté entre dos subregiones, creada en la division, la integral de linea se tiene en cuenta en un
sentido con un signo y en el otro con el opuesto, haciendo que se cancelen y solo quede en el computo
final la frontera original de D. O

Proposicién 35 (Area de una regién mediante el teorema de Green.). Sea D C R? una region cerrada
y acotada, con frontera C = 0D curvas finitas simples y cerradas en orientacion positiva. Entonces, el
cdleulo del drea se reduce a la integral de linea:

L1
a(D) = 7/ (—y,x)ds = f/ —ydzx + zdy.
2 Jop 2 Jop

Demostracién. Sigue directamente del teorema de Green, al ser (—y,x) € C1(D): fBD —ydx + xdy =

[ (1~ (~1))dA = 2 [,y dA = 24(D) 0
Del teorema de Green se desprende también el siguiente resultado:

Teorema 33 (Teorema de la divergencia en R?). Sea D C R? una region cerrada y acotada, con frontera
C = 0D curvas finitas simples y cerradas en orientacion positiva, y sea F : D — R? con F € CY(D) un
campo vectorial, F = (P(x,y),Q(x,y)). Sea a(x,y) : D — R? el vector unitario normal a la curva C,

dada por C(t) = (x(t),y(t)), es decir: n(t) = % Entonces:

/CF -nds = //D div(F)dA.

Esta integral se conoce como el flujo de F a través de la curva.

Demostracién. Se tiene que [, F - ids = fab P(c(t)y'(t) — Q(c(t)z' (t)dt = [,(—Q(z,y), P(x,y))ds =
I ‘g—i + %dé’, por el teorema de Green. Para la segunda igualdad se cancela la norma del vector
velocidad con la debida al vector unitario. O

5.4. Campos conservativos
Lo siguiente es una generalizacion del segundo teorema fundamental del calculo:

Teorema 34. Sea f: U CR®™ - R con f € C! yc: [a,b] = R™ una curva C* a trozos, C, sobre U.
Entonces:

/C Vfds = f(c(b)) - f(c(a)).
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Demostracién. Se tiene que [,V fds = f: Vf(e(t)d (t)dt = fa Lf(c(t))dt = f(c(b)) = flc(a). O
Observacion 24. La integral de linea de un campo conservativo F' : R® — R™ continuo depende solo

de los extremos de la curva, no del camino llevado a cabo por la curva. Ademas, si C' es una curva
clase C! cerrada y F: R" — R™ es conservativo, entonces § Fds = 0.

Los siguientes resultados permiten caracterizar cuando es conservativo un campo:

Definicién 81. Un conjunto C' C R? es simplemente conexo si toda curva en C se puede contraer de
forma continua a un punto en C.

Teorema 35. Sea F: C C R?> = R?, F = (P(z,y),Q(x,y)) clase C* donde C' es simplemente conezo.

)
Entonces F es conservativo (F =V f, f € C?(C)) +— % = %—5 <~ rot(F)=0

Teorema 36. Sea U simplemente conezo y F = (P(x,y), Q(z,y)) € CY(U). Son equivalentes:
1. F es conservativo

2. | Fds no depende del camino seguido por C (solo de los extremos de C)¥C C U, C € CY(U) a
trozos.

3§ Fds =0VYC € CY(U) a trozos, cerrada.

Demostracién. Que (1) = (2) ya se ha demostrado. Para el reciproco, pongamos F' = (P,Q)
supongamos (2) y sea (zg,%0) € U un punto arbitrario. Sea C(w y) una curva que comienza en (Zg, Yo

y finaliza en (z,y). Denotamos f(z,y) = fc(xy Fds = f(x o) Fds. Sigue que F' = Vf: (% L(z,y)

~—

f(£+h V) pds— f(l y) (@+h,y) pas
limy, o —Z0:v0) o) PO = limp_0 “=2 = Dicha integral de linea no depende del camino
que sigamos, por 10 que podemos dar el camino ¢ : [0,1] — R? con c¢(t) = (z + th,y), y calcular:
(z+h,y) Fds 1 . 1
limpo Jen T _ gy, o S Pattha) Ot _ g, Ry Petthy)dt gy i P + th,y)dt =

P(z,y),y analogamente se muestra que g—ch = Q(z,v).

Ahora, para (2) = (3) no hay nada que probar dado que ya se vio que (1) = (3), y para
el reciproco, fijamos dos curvas, C; y Cy de clase C! a trozos que parten de A = (2,4,y,) y llegan a
B = (zp,yp). La curva C = C; UCy es C! a trozos también, entonces, y va de A a A, luego:

0= ¢, Fds= fCl Fds — sz Fds, por lo que coinciden. O

A continuacién veremos cémo hallar la funcién potencial de un campo conservativo:

Observacién 25. Dado F : U C R? — R? conservativo, F' € CY(U), con F = (P(x,y),Q(x,y)), se puede
hallar su potencial f € C? mediante antiderivacion:

En primer lugar, debe ser que f(z,y) = [ P(x,y)dz + v(y), para que al derivar con respecto a z se
obtenga P. Asimismo, debe ser Q(x,y) = % = a% [ P(z,y)dz) ++'(y), pero como ademds Q(z,y) =
%—I; = gfg, entonces Q(z,y) f 9P 1. se obtiene de lo anterior que 7/(y) = 0 luego y(y) = k, con k € R
constante cualquiera (vale 0 por ejemplo) Anélogamente se puede hacer con la otra variable, es decir,
basta con antiderivar una de las coordenadas.

Para dimensiones mayores (R™) el procedimiento es el mismo: antiderivar la primera coordenada
respecto de la primera variable, quedando por averiguar una funcién v que depende de las demés, luego
derivar lo obtenido respecto a la segunda variable e igualar a la segunda componente del campo, etc. De
esta manera se va infiriendo la forma de la funcién ~ hasta conocerla por completo.

Proposicién 36 (Principio de Cavalieri). Sea {P.}.c[q,) una coleccion de planos paralelos de altura z
que cortan al sélido W C R3, que queda entre P, y P,. Sea A, el drea del recinto P, N W. Entonces

Vol(W) = [V A(z)d=
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6. Integrales de superficie

Recordemos que una superficie se puede representar por un conjunto de nivel, una grafica o bien una
parametrizacién. Para esta seccién nos interesa esta dltima forma.

6.1. Integral de superficie de funciones escalares

Definicién 82. Sea S C R3? una superficie en el espacio de clase C! dada por ® : D C R? — R3,
(® € C1(D), inyectiva en casi todo punto), y sea f : R®> — R continua en S. Se define la integral de
superficie de f en S por:

[ ff o

Es decir, la mtegral de la funcién en la superficie por la norma del vector normal. Recordemos que
T,=%yT,=
8

T (u,v) x To( udeAuv)

v

Observacion 26. Al igual que en integrales de linea, se demuestra directamente que el resultado de la
integral no depende de la parametrizacién de la superficie.

Definicién 83 (Area de una superficie). Se define el érea de una superficie S en R3, dada por ® : D C

R? — R3, & € C'(D) inyectiva en casi todo punto, por a(S) = [[;dS = [[, N(u,v)dA, donde N es el
vector normal.

Observacwn 27. Si S es la grafica de f : D C R2 — R, f € CY(D), entonces, como N(z,y) =

(,g%’ —2ZL 1) si se toma la parametrizacion ®(x,y) = (z,y, f(z,y)), entonces el drea queda a(G(f)) =

ffD[\/ 80y + (3)2 + 14

6.2. Integral de superficie de campos vectoriales

Definicién 84. Sea S C R® una superficie en el espacio de clase C' dada por @ : D C R* — R?,
(® € C1(D), inyectiva en casi todo punto), y sea F' : R® — R? continua en S. Se define la integral de
superficie de FenS por:

/ / Fd§ = / / )+ (T, v) x T (u, v))dA(u, v).

Es decir, la integral de la funcién en la superficie en producto escalar con el vector normal. También
se conoce como flujo de F' a través de S.

Observacion 28. Por el mismo razonamiento que en integrales de linea, si 7i(x,y, z) es el vector unitario
normal a S en el punto (x,y, z) de la parametrizacion, entonces [y FdS = [[4(F - 7)dS.

Observacion 29. Al igual que en integrales de linea, se demuestra directamente que el resultado de la
integral no depende de la parametrizacién de la superficie, salvo cambio de signo si la parametrizacién
revierte la orientacién anterior (el vector normal cambia de sentido).

6.3. Teorema de Gauss. Teorema de Stokes.

Los teoremas de Gauss y Stokes generalizan el de Green, relacionando integrales de superficie con
integrales triples (Gauss) o con integrales de linea (Stokes). El primero, se demostré en R? en la seccién
anterior, y para R? queda de la forma:
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Teorema 37 (de Gauss o de la Divergencia). Sea Q C R? acotada, de borde OQ una superficie cerrada.
Sea n el vector normal unitario exterior a 9Q, y F : R? — R3 un campo F € C1(Q) (en casi todo punto).

Entonces:
// FdS = / F-ﬁdS:///div(FdV
o0 o0 Q

Teorema 38 (de Stokes o del Rotacional). Sea S C R® una superficie de frontera la curva S, y sea
Fe CY(S) (en casi todo punto). Si la superficie ® : D — S y la curva estdn parametrizadas de manera
que, visto desde la cara positiva (de la que parte el vector normal), la curva se recorre en sentido positivo,
o0 lo que es lo mismo, S es ®(OD) y OD cumple las condiciones del teorema de Green (unidn finita de
curvas simples cerradas de orientacion positiva), entonces se tiene:

// rot(F dS // rot(F ndS Fds
s
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