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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Conjuntos y Numeros del grado en
matematicas, tomados en Enero 2018 por Miguel Gonzédlez. La asignatura fue impartida por Antonio
Sanchez. A los apuntes originales se les ha anadido esta pdgina, una imagen de portada, y breves pa-
rrafos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los
contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Conjuntos y Numeros

En esta asignatura se introducen las herramientas generales mas basicas para el estudio de las mate-
maticas. Es por eso que es de vital importancia su comprension e integraciéon profunda, dado que las ideas
que se elaboran aqui apareceran de forma recurrente en el resto de &mbitos que se tratan en esta discipli-
na. A lo largo del documento, se discuten en primer lugar de nociones elementales de 16gica matemaética
y teoria de conjuntos, y posteriormente se exploran resultados béasicos de los nimeros naturales, enteros
y complejos. Finalmente se da un breve resumen de conceptos y proposiciones acerca de polinomios.

Requisitos previos

1. Nociones elementales de notacién matemaética.
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1. Loégica matematica

Las matematicas son un campo formal, cuya estructura se basa en una serie de axiomas, que son
enunciados que se toman como ciertos, y a partir de los cuales se derivan otros mediante reglas légicas, con
el fin de ampliar el conocimiento en el &mbito correspondiente. De este modo, simplemente permitiendo
que los axiomas sean hechos evidentes para nosotros, obtendremos otras ideas cuya veracidad se sustenta
Unicamente en estos principios evidentes, y por tanto serdn también ciertas (y podremos extraer nuevos
resultados de ellas). En esta seccién se tratardn los aspectos mds bésicos de este pilar principal de las
matematicas: la ldgica.

1.1. Proposiciones

Una proposicién es una sentencia con un valor de verdad definido, es decir, de ella se puede indicar si es
verdadera o falsa inequivocamente. Por ejemplo, una proposicion puede ser: todos los nimeros naturales
son pares. Las proposiciones, en el ambito de la logica formal, se denotan con simbolos como p, q,r... y
combinandolas con operadores se obtienen otras proposiciones. Estas tltimas se denominan compuestas.

1.2. Operadores logicos

Conjuncién. Se indica con A. La proposicion p A g es verdadera si tanto p como ¢ lo son.

Disyuncién. Se indica con V. La proposicién p V ¢ es verdadera si al menos uno de p o ¢ lo es.

Implicacion. Se indica con — . La proposicién p — ¢ es verdadera si cuando p lo es, ¢
también. Al ser esta la tnica condicién, cabe destacar que si p es falsa, p = ¢ serd verdadera
siempre.

Equivalencia. Se indica con <= . La proposiciéon p <= g es verdadera si el valor de verdad de
p es igual que el de q.

1.3. Equivalencias, tautologias y contradicciones

Dos proposiciones son equivalentes logicamente (se indica con =) si tienen el mismo valor de verdad
para cualquier interpretacion, es decir, si para cualquier combinacién de valores de verdad de las proposi-
ciones atémicas que las componen, el valor de verdad resultante es igual para las dos. Si p = ¢, entonces
p <= q es cierto siempre. Por ejemplo:p = ¢=-pVq, (p < ¢AN(¢g = p)=p = q.

Una proposicién compuesta es una tautologia si siempre toma el valor verdadero. Es decir, no im-
porta qué valores de verdad tomen las proposiciones que la forman, el valor final siempre resulta en
verdadero. Por ejemplo: p V —p. Compruébese que sin importar si p es verdadero o falso, la expresion se
verifica.

Una proposiciéon compuesta es una contradiccién si siempre toma el valor falso. Es decir, no importa
qué valores de verdad tomen las proposiciones que la forman, el valor final siempre resulta en falso. Por
ejemplo: p A —p. Compruébese que sin importar si p es verdadero o falso, la expresién no se verifica.

1.4. Funciones proposicionales

Las funciones proposicionales p(x) no tienen un valor de verdad definido en si, pero se convierten en
proposiciones al asignar valores a sus variables, conocidas como variables libres. Estas pueden tomar
cualquier valor. Un ejemplo de funcién proposicional es p(z) = {x? > 0}. En este caso, por ejemplo, p(2)
es una proposicién verdadera y p(0) es falsa.
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Cabe destacar que, para evitar que se generen expresiones sin sentido, o para aclarar en qué ambito
debe considerarse una proposicion, se suele establecer un universo, que muchas veces se da por entendido
segtn el contexto, que indica los valores que pueden aceptar las variables de la funcién (Por ejemplo,
valores de N, de R...).

Ademads de asignando valores a la funcién, también se obtienen proposiciones empleando cuantifica-
dores.

1.4.1. Cuantificadores

= Universal. Se denota con V y se expresa de la siguiente manera: Va(p(z)). Esta proposicién es
verdadera tnicamente si todos los valores posibles xg de x (dentro del universo definido) hacen que
la proposicién p(xg) tenga valor verdadero. Por ejemplo, la proposicién Va(x? + 10z + 2 > 0) es
falsa en el universo R, aunque verdadera en el universo N.

» Existencial. Se denota con 3 y se expresa de la siguiente manera: 3z(p(z)). Esta proposicién es
verdadera si hay algun valor zy de x (dentro del universo definido) que hace que la proposicién
p(xg) tenga valor verdadero. Por ejemplo, la proposicién 3z(x? + 10z + 2 > 0) es verdadera en el
universo N, y por consiguiente en el universo R.

Como dan lugar a nuevas proposiciones o funciones proposicionales, pueden en efecto combinarse entre
ellos. Por ejemplo, sea la funcién proposicional p(x,y) = (22 < y), entonces una proposicién es (en N)
Vz(Jy(z? < y)). Esto es cierto dado que, sin importar el valor ¥y que tome z, si se hace yo = x3 + 1,
entonces p(zo, o) es verdadero. Nétese que Va(z? < y) sigue siendo una funcién proposicional y no una
proposicién, ya que depende de y.

Es muy importante el orden de los cuantificadores, si son distintos. En el caso anterior, la proposicién
(en N) Jy(Va (22 < y)) es falsa. (Puesto que no importa el valor yo que se escoja, si se hace, por ejemplo,
2o = yo la funcién p(xg,yo) es falsa.)

Si los dos cuantificadores son iguales, se puede abreviar mediante notacion: la expresion Va (Vy(p(z,y)))
equivale a Vy(Vz(p(x,y))) y se suele indicar Va, y(p(z,y)). Igualmente para 3.

1.4.2. Negaciéon de cuantificadores

Conviene conocer las siguientes reglas légicas que permiten permutar la negaciéon con los cuantifica-
dores:

» =(Vz(p(x))) = Jz(-p(z)) (Negar que siempre se cumple algo equivale a que existe un caso en el
que no se cumple)

» (3z(p(x))) = Va(-p(x)) (Negar que existe un caso en el que se cumple algo equivale a que en
todos los casos no se cumple)

1.5. Demostraciones

En logica, las conocidas como reglas de inferencia permiten generar proposiciones ciertas a partir de
otras. Por ejemplo: Si p es cierto y p = q es cierto, entonces q es cierto. Con ellas se puede
partir de proposiciones ciertas y extraer otras mediante demostraciones.

1.5.1. Demostracién directa

Consiste en encadenar implicaciones como se ha descrito en la regla de inferencia anterior. Por ejemplo,
si queremos demostrar la veracidad de la proposicién: el cuadrado de un natural par también es par, o,
utilizando simbolos 1égicos:
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Vz € N((z es par) = (2?2 es par)

Bastard con (asumiendo que z es un natural arbitrario) partir de la premisa ((z es par) y alcanzar la
conclusién (22 es par):

x es par = x = 2k(k € N)

r =2k = 22 =4k

12 = 4k? = 2?2 =2K' (k' = 2k? €N)

22 =2k = 22 es par

Luego, = es par = 2 es par.

Lo normal es encadenar los implicadores seguidamente, sin repetir las proposiciones que se usan, es
decirp = ry = ry... = r, = q. Estas demostraciones tienen la ventaja de que estos resultados
parciales p = r1, p = 72, ... también se demuestran como verdaderos.

1.5.2. Demostraciones indirectas

Existen otros métodos de demostracién que no son directos. Los méas usados son los siguientes:

= Contrapositivo. Se basa en la siguiente equivalencia légica: p = ¢ = ¢ = -p. Asi, basta
con demostrar cualquiera de las dos.

Vamos a usarla para probar lo siguiente: si el cuadrado de un natural es impar, dicho natural
también lo es.
Vz € N(n? es impar) = (n es impar)

2 es impar)

= —(n es impar) = —(n
= (n es par) = (n? es par)

Que ya se ha probado antes. Como equivale a algo cierto, ha de ser cierto.

= Reduccién al absurdo. Se basa en suponer la negacién de lo que se quiere probar, y llegar a
través de equivalencias y reglas logicas correctas a una contradiccién (es decir, a una proposicién
que entre en conflicto con otra que se ha demostrado verdadera).

Vamos a demostrar que la raiz de dos no es racional, es decir, que v/2 ¢ Q

Suponemos lo contrario, es decir, que v/2 € Q. Entonces, v/2 = % con p,q € Z, y tomamos p, q
coprimos (reduciendo la fraccién hasta que p y ¢ no tengan factores en comin).

Entonces (se denota con — el salto entre pasos de la demostrafcién), 2 = é =22 =p> 5 p=
q

2%(k € 7).

Ahora, 2 = 4(1%2 — ¢% = 2k? — q = 2k'(k € Z). Entonces p y ¢ no son coprimos (ambos tienen
el factor 2) lo que es una contradiccién. Se ha usado que si el cuadrado de un ntmero es par,
entonces dicho nimero también lo es (puede demostrarse andlogamente a lo discutido en secciones

anteriores). Asi, v2 ¢ Q.

1.5.3. Principio de induccién

Otro método indirecto es el principio de induccién. Frecuentemente querremos demostrar proposiciones
acerca del conjunto de los nimeros naturales (N = {1,2,3,...}). Una de las técnicas mds usadas y
naturales de probar que una propiedad se cumple para todo N es la induccién. La idea se basa en
comprobar que la proposicién es cierta en un punto de partida (caso base), y que, de ser cierta en un
valor natural arbitrario, lo es en el siguiente. Con demostrar estos dos hechos, la proposiciéon se demuestra



1. LOGICA MATEMATICA INDICE

valida a partir del caso base (puesto que al ser cierto para este valor, lo es para el sucesor, y al ser cierto
el sucesor, también lo es el siguiente. . .)

Es decir, si una propiedad de los ntimeros naturales, P(n), es cierta para n = ng, y cumple P(n) =
P(n + 1), entonces se deduce Yn((n > ng) = (P(n))).

Por ejemplo: Demostrar que 1 x 11+ 2 x 21+ ...+ n x n! = (n 4+ 1)! — 1 se cumple para todo n € N.
Evidentemente, n = 1 satisface la propiedad: 1 x 1! = 2! — 1 = 1. Si ahora suponemos que n la satis-
face (Hipétesis de induccidén), llegamos a que 1 x 11+ 2 x 2!+ ..+ nxnl+ (n+1) x (n+ 1) =
m+) =14+ xn+)=mn+D!x(n+2)—1=mn+2)!—1=((n+1)+1)! -1, es decir, que
P(n+ 1) es cierta y, por el principio de induccién, se ha demostrado lo que se queria. O

Cabe observar que en el paso inductivo podemos usar la propiedad P (que queremos probar) para todos
los valores anteriores a n (a partir del caso base). Esto equivale a usar la induccién en su forma descrita
anteriormente para la propiedad P(n) : (Vk < n)(P(k)). Asi, en el paso inductivo se puede usar la pro-
piedad P(k) para valores de k anteriores a n, y al probar P para todo n € N estamos probando también
P (Es inmediato que P(n) = P(n)). Esto se conoce como induccién fuerte.
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2. Conjuntos

Uno de los componentes principales de las mateméaticas es el conjunto, que representa de manera
abstracta una colecciéon de elementos. En esta seccién se describen las nociones basicas de la teoria de
conjuntos.

2.1. Definir un conjunto

Un conjunto se puede definir por extensién o por comprensién. En el primer caso, se indican
explicitamente sus elementos. Por ejemplo: X = {2, 4,6}. En el segundo caso, se indica qué reglas cumplen
los elementos del conjunto. Por ejemplo: X = {x : 2 € N,z es par, < 7}. Si el elemento a pertenece al
conjunto X, se denota a € X. El conjunto sin elementos se denota, §.

2.2. Conceptos basicos

1. Dos conjuntos A y B son iguales (Denotado por A = B), si y solo si Vo(z € A <= z € B). Es
decir, si tienen los mismos elementos.

2. Dados dos conjuntos A y B, se dice que A esté contenido en B o es subconjunto de B (Denotado
por A C B)!siysolosiVo(r € A = z € B). Obsérvese que si A C By B C A entonces A = B.

3. Dados dos conjuntos A y B se definen:

a) A\B:={x € A:xz ¢ B} (A menos B)
b)) AUB:={x:2€ AVz € B} (A unién B)
c) ANB:={xz:2€ ANz € B} (A interseccién B)

Dos conjuntos son disjuntos si AN B = (), es decir, si no comparten elementos.

4. Si se trabaja en un contexto o universo X (Es decir, todos los conjuntos que se consideran son
subconjuntos de X), entonces se define A° := X\A. Se denomina complementario de A (Los
elementos que no estin en A).

Algunos ejemplos de estos conceptos: Sea X = {1,2,3} e Y = {1, {2}, {3}}. Nétese que los elementos de
X son tres niimeros, y los elementos de Y son un ntimero y dos conjuntos que a su vez contienen nimeros.

Se cumplen, por ejemplo, X #Y,2€ X, 2¢Y, {2} C X, {2} €Y.

2.3. Partes de un conjunto (Conjunto potencia)

Dado un conjunto X, se define el conjunto de partes P(X) (o conjunto potencia) como:

P(X):={A:AC X}

Es decir, se trata de todos sus subconjuntos posibles.

Tanto X (llamado total) como ) pertenecen a P(X). Esto es asi porque ambos son subconjuntos de
X. (Verifiquese que para todoz, 1 € X = z€Xyreld) = ze X.)

Suponiendo que X tiene un ntmero finito n de elementos, el conjunto de partes de X tiene 2"
elementos. Esto es asi porque, al construir un subconjunto de X, para cada elemento de X puede elegirse
incluirlo o no. Es decir, hay 2 posibilidades para el primer elemento de X, 2 para el segundo... asi n veces,
luego hay 2™ subconjuntos de X diferentes (y por tanto elementos distintos de P(X)).

Ejemplo. Sea X = {1,2}. Entonces P(X) = {0, {1},{2},{1,2}}

1En adelante, este simbolo no excluiré la posibilidad A = B. Algunos autores emplean A C B para designar esto.
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2.4. Propiedades de conjuntos
Sean A, B, C subconjuntos de X. Se verifican (la comprobacién es inmediata):
1. AUB=BUA, ANB=BnNA

2. AUBUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(AnB)NC. Por ello, se suele denotar sin paréntesis:
AUBUC, ANBNC.

3. AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
4. A\B=AnB°

5. (AUB)® = A°N B¢, (AN B)° = A°U B

6. (A°)c=A

Cuando se trata con n conjuntos, es habitual emplear subindices A, As, A3 ... A,. Entonces, A; U
Ay U...UA,, y como el orden en el que se aplica la operacién no importa gracias a la propiedad asociativa

n
(punto 2 del listado anterior), se puede denotar |J A;. De igual manera, A; N A3 N ...N A, se puede
i=1
n
denotar () A;. Se denomina conjunto de indices al conjunto que contiene los subindices empleados.
i=1
En este caso, serfa I = {1,2,3,...,n}. Si los subindices no son ntimeros ordenados (Por ejemplo, si son
letras, objetos...), las expresiones anteriores se pueden escribir |J 4;, [ 4.

el el
2.5. Producto cartesiano de conjuntos

El producto cartesiano permite construir un conjunto nuevo a partir de otros dos. Dados a € A,b € B,
formamos (a,b), denominado par ordenado de Ay B. Se tiene (a,b) = (a1,b1) siysolosia =ay y b= by.

Definicién 1. Sean X, Y conjuntos. Se define el producto cartesiano como X xY = {(z,y) : v € X,y €
Y}
2.6. Conjuntos finitos

Definicién 2. Sea N, = {m € N: 1 < m < n}. Un conjunto X es finito si y solo si existe una biyeccién
f N, — X. Este valor n, que es tnico, es el nimero de elementos de X, y se denomina cardinal de X.
Se denota por | X|.

Aunque el concepto de biyeccién se tratard posteriormente, esta definicién quiere decir que un conjunto
es finito si podemos emparejar cada uno de sus elementos con cada uno de los naturales del 1 al n, sin
repetir.

2.6.1. Propiedades del cardinal
Se tienen las siguientes propiedades (verificables facilmente):
= Sean X,Y finitos. Entonces X x Y es finitoy | X x Y| =|X]|-|Y].

» Sean A, B disjuntos y finitos. |AUB| = |A|+|B|. Mds generalmente, sean A;, Ag, As, ..., A, finitos y
disjuntos dos a dos (Decimos que n conjuntos son disjuntos dos a dos si todas las parejas arbitrarias

n n
que tomemos lo son, es decir, Vi,j <n € N, A;NA; =0), entonces | |J A;| = Y |Ai].
i=1 i=1

= Sea X finito, entonces P(X) es finito y [P(X)| = 2XI.
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2.6.2. Principio de inclusiéon-exclusion

En el caso de que A, B no sean disjuntos, |A U B| = |A| + |B| — |A N BJ, ya que la interseccién ha
sido contada dos veces al sumar el cardinal de cada conjunto. Si A, B, C no son disjuntos, |[AUBUC| =
|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|BNC|—|CNAl+|ANBNC|, ya que al restar las intersecciones dos a dos
para subsanar lo comentado anteriormente, estamos eliminando el conteo de la intersecciéon de las tres.

Mas generalmente, sean A1, As, ... A, finitos.

n n n

EDtOIlCGS‘ UAZ|= Z|A1|_ Z |AzﬂAJ|—|— Z |A1ﬂA]mAk‘—+(—1)ﬂ| ﬂ Ak|

i=1 i=1 i,j:1<i<j<n 0,4, k:1<i<j<k<n k=1

(La demostracién de esto puede hacerse por induccién. En el &mbito de estos apuntes se toma como
cierta.)
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3. Funciones

Una vez introducidos los conjuntos, el siguiente paso natural es introducir las funciones, que son
asociaciones entre los elementos de dos conjuntos. Las funciones son el tema principal de esta seccion.

Una funcién de X en Y (con X, Y conjuntos) se trata de una regla que a cada € X le asigna un
y € Y (y solo uno). Si denotamos con f a la funcién, esto se indica f : X — Y. Por ejemplo, la funcién
7(z) asigna a cada z de los reales positivos el niimero de primos menores que z. Asi, 7 : RT — NU {0}

= El conjunto X se denomina dominio de f. Es una parte intrinseca de la definicion de la funcién, y
simplemente mantener la regla de asignacién cambiando el dominio da lugar a una funcién distinta
(dado que no conecta los mismos conjuntos).

= Se denomina imagen de f al conjunto siguiente: Im(f) = {y € Y : 3z € X(f(x) = y)}. Es decir,
es el conjunto de elementos de Y que pueden ser devueltos por la funcién.

Por ejemplo, en la funcién f : R — R, f(z) = 22 + 1, el dominio es R y la imagen es [1,00). La
funcién no es la misma que f : N+ R dada por f(x) = 22 + 1 (no conecta los mismos conjuntos).

3.1. Funcién inyectiva, biyectiva y sobreyectiva

Sea f: X — Y una funcién.

= [ es sobreyectiva si y solo si Im(f) =Y (es decir, todos los elementos de Y se alcanzan partiendo
de uno de X)

» f es inyectiva si y solo si Vo, 29 € X (21 # 22 = f(21) # f(22)) (es decir, cada elemento de Y
solo se asocia con uno de X).

= f es biyectiva si y solo si es sobreyectiva e inyectiva.

Para demostrar que f es inyectiva, basta con ver f(z1) = f(x2) = x1 = x2 (contrapositivo de
lo explicado arriba). Para probar f sobreyectiva, como Im(f) C Y, basta probar Y C Im(f), es decir,
YyeYdre X tq.y= f(x).
3.2. Grafico de una funcién

Sean X,Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Se define el grafico de f como Gy = {(z,y) : z €
X,y=f(z)}.
3.3. Imagen y antiimagen de un conjunto

Definicién 3. Sea f: X — Y una funcién, y A C X. Se define la imagen de A a través de f como
flA)={yeY  :Fxe At . q f(z) =y}

Definicién 4. Sea f: X — Y una funciéon, y B C Y. Se define la imagen inversa o antiimagen de
B a través de f como f~1(B) ={z € X : f(x) € B}

Atencién: la notacién f~'(p), donde p es un elemento de Y, es una manera de indicar f~1({p}).
Cuando f es biyectiva, ese conjunto tiene un tinico elemento, lo que da lugar a una f~!:Y + X natural.

11
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3.3.1. Propiedades
Las siguientes propiedades generales de funciones pueden ser verificadas facilmente:
= f(0)=0
» ACB = f(A) C f(B)

= f(AUB) = f(A)U f(B)
f(ANB) C f(A)N f(B)
= [T AUB)=f"Y (AU fH(B)
“HANB) = 1A N fH(B)
= AC f7H(f(A)

f(f7U(B)cB

3.4. Composicion de funciones

Dadas f: X =Y y g:Y — Z, se define su composicién go f : X — Z dada por (go f)(z) = g(f(z)).
Por ejemplo, sean f: R — R, f(z) = 22+1, g: R — R, g(z) = cos(z), entonces (fog)(z) = =
f(cos(z)) = cos?(x) + 1.
Observacion 1. Si g, f son inyectivas, g o f lo es.
Si g, f son sobreyectivas g o f lo es.
De lo anterior, si g, f son biyectivas, g o f lo es.

3.5. Funcién inversa

Sea f : X — Y biyectiva. Entonces, para cada y € Y, existe un tnico z € X tal que f(z) = y. Es
decir, podemos establecer una correspondencia entre cada valor de Y y el valor de X cuya imagen es
aquel valor.

Se define funcién inversa de f como la aplicacién f~!' : Y — X que a cada y € Y hace corresponder
el z € X tal que f(z) =y

Observacion 2. f(x) =y < fy) ==

3.5.1. Relacién entre Gy y G5

Para la funcién biyectiva anterior:

Recordemos que Gy = {(z, f(x)),z € X}. Ademds, veamos que G -1 = {(f(z),z),z € X}. Enton-
ces, los dos graficos se diferencian en que el orden de los elementos de cada par es el opuesto. En su
representacion, el grafico de una es simétrico respecto a la recta y = = del gréafico de la otra.

3.5.2. Composicién con la inversa y la funcién identidad

Teniendo en cuenta la funcién biyectiva anterior, consideremos i, : Y — Y, i,(y) = y, y ademaés
iz X — X, iz(z) = 2. Entonces fo f~! =iy, y f~lo f =i,

12
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3.6. Combinatoria de funciones

Sean X e Y conjuntos finitos de cardinales a y b respectivamente.
Observacion 3. Hay b® aplicaciones de X en Y.

Basta con observar que a cada uno de los a elementos de X debemos asociar uno de los b elementos
de Y, es decir, tenemos b opciones para un elemento de X, y b-b-b-...-b (a veces) para los a elementos.
Es 1til ver que existe una correspondencia entre aplicaciones de X en Y y maneras de distribuir los
elementos de X en los elementos de Y. Asi, existen b* distribuciones de a elementos en otros b elementos.

Observacion 4. Hay ﬁ aplicaciones inyectivas de X en Y.

Esta vez, para el primer elemento de a tenemos b opciones, pero para el segundo no podemos repetir
la que ya se ha escogido, de modo que quedan a — 1, para el siguiente a — 2... Asi, el niimero de opciones
totales para los a elementos es b+ (b—1)-(b—2)-...- (b —a+ 1), que equivale a la expresién anterior.

Observacion 5. Si a = b = n, hay n! aplicaciones biyectivas de X en Y.

Es evidente que necesitamos el mismo niimero de elementos en ambos conjuntos para establecer
una correspondencia uno a uno entre elementos. Como las aplicaciones biyectivas son inyectivas, y toda
aplicacién inyectiva con el mismo nimero de elementos en su dominio y en su conjunto de llegada es
biyectiva, estamos ante el caso particular a = b de la observacion 3.

Observacion 6. Hay (Z) conjuntos imagen posibles para aplicaciones inyectivas de X en Y. De esto sigue
que hay (2) subconjuntos posibles de a elementos tomados de uno de b.

Esté claro que el tamano del conjunto imagen de estas funciones es a (son inyectivas). Si restringimos
el conjunto de llegada a un conjunto imagen determinado, tenemos a! aplicaciones de X en esa imagen,
ya que la funcién se convierte en biyectiva. Entonces, al haber ﬁ funciones inyectivas y, sobre cada
imagen, a! funciones inyectivas distintas, entonces hay (b_(f% imégenes posibles, es decir, (Z) O sea, del

conjunto de b elementos inicial (el conjunto de llegada), podemos tomar (Z) subconjuntos de a elementos.

b
Proposicién 1. Hay > (—l)k(Z)(b — k)@ aplicaciones sobreyectivas de X en'Y .
k=0
El ntmero de aplicaciones sobreyectivas es igual al nimero de aplicaciones totales menos las no
sobreyectivas. Numeremos los elementos del conjunto de llegada con yi,ys,...,yp. Sea A; = {f : y; ¢

b
f(X)}. Entonces, el conjunto de funciones no sobreyectivas es |J A;. Efectivamente, todas las funciones
k=1
en ese conjunto carecen de algin elemento de Y en su imagen. Ahora debemos aplicar el principio

de inclusién-exclusién, observando que > | ﬁ Al = (g) - (b — )%, porque hay (b — j)®
1<i1<ia<...<i;<b k=1

aplicaciones posibles de X en Y que no contengan j elementos prefijados del conjunto de llegada en su

imagen, y (b) maneras de prefijar esos elementos. Una vez aplicado el principio de inclusién-exclusion, y

restado el resultado al niimero de aplicaciones totales, 6%, se obtiene la expresién del enunciado.

3.7. Principio del palomar

Una interesante pero potente observacion es que si un conjunto A tiene mas elementos que otro By
tratamos de distribuir los elementos del primero sobre el segundo, habra elementos del segundo con més
de un elemento de A. Esto se conoce como principio del palomar.

Proposicién 2. Sean X e Y conjuntos finitos de cardinales a y b respectivamente. Sia > b, f: X — Y
no puede ser inyectiva. Es decir, 3y € Y t.q. |f1({y})| > 2.
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Por ejemplo: Se tienen los ntimeros 1,2, 3, ...,2n. Se escogen n + 1 de ellos. Hay dos nimeros a y b
entre los escogidos tales que a divide a b.

Para demostrarlo, veamos que si x1, %2, ...2,41 son los nimeros escogidos, podemos escribirlos de la
forma x; = 2™ - a;, donde a; es un impar, que ademés se halla entre 1 y 2n. En ese conjunto hay n
impares, pero tenemos n + 1 impares ai, ag, ...a;, de modo que al menos dos de los a; son iguales. Esto
se traduce en que hay dos z; con el mismo factor, de modo que uno divide al otro.
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4. Relaciones de orden

Otro elemento béasico de la teoria de conjuntos es el orden: la nocién de establecer relaciones entre
los elementos de un conjunto para enriquecer su estructura. En esta seccién se estudian los conceptos
basicos sobre este tema.

Sea X un conjunto. Una relacion de orden en X es un subconjunto R de X x X que cumple:

» (a,a) € R (Propiedad reflexiva)
» (a,b) € Ry (bya) € R = a =b (Propiedad antisimétrica)
s (a,b) e Ry (b,c) € R = (a,c) € R. (Propiedad transitiva)

Cuando (a,b) € R, se denota por aRb o a =< b.
Ejemplos de estas relaciones son > en N, R, Z..., | (divide a) en N, C en P(X)...

Sea cual sea X, un ejemplo de relacién de orden es la trivial R = {(a,a) : a € X}.

Definicién 5. Sea X y un conjunto y R una relaciéon de orden en ese conjunto. R es una relacion de
orden total si Va,b € X, o bien aRb o bien bRa.

Por ejemplo, < en N es de orden total, pero | no, puesto que por ejemplo 3 y 7 no se relacionan.
Un conjunto ordenado es aquel con una relacién de orden. Si es total, se dice que el conjunto es
totalmente ordenado.

Observacion 7. Si X es un conjunto ordenado por la relacién R, entonces esa relacién también es de
orden en Y C X.

En efecto, si R es relacién de X, como las tres propiedades se cumplen para cualesquiera elementos
de X, y todo elemento de Y esta en X, también se cumplen para elementos de Y.

4.1. Maximo, minimo, maximal y minimal
Sea, X un conjunto ordenado por la relaciéon <, y sea A C X.

= Se dice que a € A es maximo de A si Vb € A, b < a. Si existe mdximo, es tnico. (Por la propiedad
antisimétrica).

= Se dice que a € A es minimo de A si Vb € A,a < b. Si existe minimo, es dnico. (Por la propiedad
antisimétrica).

= Se dice que a € A es elemento maximal de Asi #b € At.q.a <bya#b.
» Se dice que a € A es elemento minimal de Asi b€ At.q. b <Ay a#b.

Por ejemplo, consideremos el conjunto R, la relacién < y el siguiente subconjunto A ={z € R: 0 <
x < 2}. El 0 es minimo puesto que por la definicién del conjunto, 0 < x Vo € A. Se puede demostrar
que no existe maximo, puesto que Va € A Ib € A, b = “T” t.q. a < b. Efectivamente, si a > b, se tiene
a> ’%"2 = q > 2 contradiciendo a € A.

Si consideramos N, la relacién ’divide a’ (|), y el subconjunto A = {2, 5,6, 10,12, 30}, veremos que no
hay méximo, puesto que Ya € A, si a # 30, entonces 30|a no se cumple, y si a = 30, 12]a no se cumple.
Sin embargo, 30 es elemento maximal, puesto que no hay otro elemento b € A tal que 30|b.

Una forma de visualizar esto es realizar un grafo dirigido con vértices los elementos del conjunto, y
aristas que van desde a hasta b si aRb. Aquel vértice m al que no lleguen flechas serd minimal, pues no
habra casos en los que aRm para algtin a, y aquel del que no partan flechas serd maximal.
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Observemos que en esta relacién (| en N), el 1 es minimo en todo subconjunto A C N que lo contenga,
y si un conjunto no contiene al 1, los primos son minimales, y el menor nimero de acuerdo al orden
habitual (<) sera minimo.

Observacion 8. En un conjunto ordenado, un maximo es ademds elemento maximal, y un minimo es
elemento minimal. Ademas, si el orden es total, todo minimal es minimo y todo maximal es maximo.

Es decir, en orden total, maximo y maximal coinciden, asi como minimo y minimal. Vamos a probarlo
para maximales y méaximos. Efectivamente, si M es maximo, como Va € A, a < M, entonces esta claro
que fla # M t.q. M < a, ya que en ese caso, por la propiedad antisimétrica, tendrfamos que M = a. Si
el orden es total, y M’ es maximal, tenemos que fla # M’ t.q. M’ < a, es decir, Ya € A, =(M' < a), y al
ser el orden total, a < M’, luego también es maximo.

4.2. Cotas, supremo e infimo

Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X.
Definicién 6. = € X es cota superior de A en X siy solo si Va € A, se verifica a < z.
Definicién 7. = € X es cota inferior de A en X si y solo si Va € A, se verifica x < a.

Definicién 8. s € X es supremo de A si y solo si s es cota superior de A, y Vy € X t.q. y es cota
superior de A, se tiene s < y. El supremo, si existe, es tnico. También se conoce como ¢ota superior
minima”. Se denota por sup(A).

Definicién 9. i € X es infimo de A si y solo si i es cota inferior de A, y Vy € X t.q. y es cota inferior
de A, se tiene y = 4. El infimo, si existe, es tnico. También se conoce como ¢ota inferior maxima”. Se
denota por inf(A).

Por ejemplo, en R con el orden habitual, el conjunto A = {% : n € N} tiene méximo 1, supremo 1,
infimo 0 y no tiene minimo.

En N con el orden |, el conjunto A = {2,5,6,10,12, 30} tiene infimo 1, puesto que la tnica cota inferior
del conjunto es 1 (el dnico valor b € N tal que Va € A, se tiene bla es 1). Ademds, tiene supremo 60, ya
que las cotas superiores del conjunto son los multiplos de 60, que es miltiplo de todos ellos, y 60 divide
a todos sus multiplos luego es el 'menor’ en este orden.

4.2.1. Buen orden

Definicién 10. Se dice que una relacién de orden R en X es un buen orden si y solo si para todo
subconjunto de X, existe un minimo con ese orden. Es decir, VA C X, dJa € A t.q. a < b Vb € A.

Por ejemplo, el orden habitual < en N es buen orden, pero no lo es en Z o R, ya que en el primero el
conjunto no esté acotado inferiormente, de modo que no tiene minimo, y en el segundo, ademads de esto,
existen multitud de conjuntos acotados sin minimo, como A = {% :n € N}
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5. Relaciones de equivalencia

Otro tipo de relaciones naturales son las de equivalencia. La importancia de las relaciones de equi-
valencia (extensién de la relacién de igualdad, =) es que permiten generar nuevos conjuntos agrupando
elementos que son equivalentes. El conjunto de agrupaciones resultante es el nuevo conjunto (llamado
cociente). Antes, vamos a definir, en general, lo que es una relacién:

Definicién 11. Una relacién en un conjunto X es un conjunto R C X x X.

Si (a,b) € R, se dice que «a se relaciona con by, o aRb.

Ya conocemos la relaciones de orden, que son aquellas que verifican las propiedades transitiva, antisi-
métrica y reflexiva. Otro ejemplo de relaciones son las funciones usuales f : X — X, que deben cumplir
ciertas propiedades, como aRb A aRby = b=101,0Va € X, 3b € X t.q. aRb.

Definicién 12. Una relacion R en X es relacion de equivalencia en X si cumple las siguientes
propiedades:

= Reflexiva. aRa Va € X
= Simétrica. aRb — bRa Va,b € X
= Transitiva. aRb A bRc — aRc Va,b,c € X

Por ejemplo, la siguiente relacion en R es de equivalencia: aRb <= a — b € Z. Veamos que
efectivamente, si a,b,c € R, aRa — a —a = 0 € Z, lo cual es cierto, aRb — a—-b € Z —
(=1)(a—b) =b—a € Z = bRa,y ademds aRbAbRc = a—b€ZNb—c€Z = (a—b)+(b—c) =
a—c€Z = aRc.

5.1. Clases de equivalencia

Definicién 13. Sea X un conjunto con una relacién R de equivalencia. Dado x € X, su clase de
equivalencia se define: [x] :=y € X : xRy. x se conoce como representante de la clase.

Tiene las siguientes propiedades:

» 2Ry = [z] = [y]

= [Ny #0 = [z] =y]

» 2Ry < [z] =[y] < [z]N[y] #0

Que se pueden demostrar de manera sencilla. Por ejemplo, para la primera, z € [2] < zRz <—
yRz <= z € [y]. (A causa de las propiedades simétrica, transitiva, y la condicién zRy).

Estas propiedades indican que dos clases de equivalencia, o son disjuntas, o son la misma, y la unién
de todas es X, luego constituyen particiones de X. La relacién de equivalencia trocea el conjunto en
distintas agrupaciones de elementos equivalentes.

En general se escoge un representante significativo para cada clase. Por ejemplo, en la relacién descrita
con anterioridad (En R, con aRb <= a — b € Z), dos elementos son equivalentes si y solo si su parte
decimal es la misma, de modo que podemos escoger el representante de la clase de equivalencia como un
ntimero en [0, 1), que tenga la misma parte decimal que los de esa clase.
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5.2. Congruencia médulo m

Vamos a definir una fttil relacién de equivalencia en Z, prefijado un m € N. Se define: aRb <=
mlb—a < Jk €Ztal que b —a=mk < b=a+mk.

Es decir, equivalen si su resto al dividir por m es el mismo. Veamos que se trata de una relacién de
equivalencia, pues aRa <= m|0 <= 3k tal que 0 = km lo que se verifica con k = 0. Ademas, si se
tiene aRb = b=a+km = a=b—km = m|a—b = bRa. Por dltimo, aRb ANbRc = b=
km+aAc=1Ilm+b,de modo que c = (I +k)m+a = aRec.

Esta relacion se denota a = b mdd m, y se lee «a es congruente con b médulo m». Las clases de
equivalencia son [a] = {mk+a : k € Z}. Asi, el conjunto de clases de equivalencia es {[0], [1], [2], ...[m—1]},
dado que cualquier otro niimero entra en alguna de las clases de estos ntimeros. Por ejemplo, m 4+ 7 € [7]
dado que es un nimero de la forma mk + 7. Los representantes habituales de las clases son, como se ha
comentado antes, los restos de dividir por m los valores de cada clase.

Esto da lugar a una serie de propiedades, conocidas como aritmética modular, muy sencillas de
probar teniendo en cuenta la definicién de la relacién. Estas son:

Sean a,b,c,d € Zy m € Ntalesquea=b méd my c=d méd m

magt+c=b+d médm

» ac=bd moéd m

5.3. Particiones de un conjunto

Definicién 14. Una particién de X es una familia de subconjuntos A; C X, {4;}ier donde I es el
conjunto de indices, tal que:

» Vie I, A; # 0 (No vacios)
= Vi,jel, A;NA; =0 (Disjuntos entre si)

= U 4; = X (Su unidn es el total)
i€l

Ademés, como es un conjunto de subconjuntos de X, tenemos que {4;};er C P(X).

Esté claro que cada elemento de X pertenece a alguna de las particiones, puesto que esta en la uniéon
de todas ellas. Ademaés pertenece solo a una de ellas, puesto que de pertenecer a dos de ellas no serian
disjuntas.

Un ejemplo de particién, de R? es el conjunto de rectas verticales que pasan por un determinado
punto del eje X, es decir, {A, },cr donde A, = {(r,y) : y € R}.

5.3.1. Equivalencia entre particiones de un conjunto y relaciones de equivalencia

Vamos a comprobar que una relacién de equivalencia equivale a una particion. Es decir:

Observacion 9. Sea {A;};cr una particiéon de X. Si definimos en X la relacién xRy <= 3j € I tal que
x,y € Aj, entonces:

1. R es una relacién de equivalencia en X.
2. Las clases de equivalencia de R son cada una de las particiones A;.
Demostracién. R cumple la propiedad reflexiva, dado que xRr = 3j tal que x € A;, y como sabe-

mos que |J A; = X, esto es cierto. También cumple la simétrica: xRy = 3j tal que z,y € A;, luego
il
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también yRx. La transitiva también se cumple: xRy AyRz = 3j1, j tales que z,y € A;, vy y,2 € 4j,,
y puesto que los conjuntos de la particién son disjuntos dos a dos, j; = jo = j (en caso contrario no lo
serfan porque y estaria en dos conjuntos distintos de la particién), de modo que z,y,z € A; = zRz.

Para demostrar 2, vamos a ver que las clases de equivalencia forman una particiéon. Sean z,y € X,
no relacionados, es decir, sus clases de equivalencia son distintas. Supongamos [z] N [y] # 0, es decir, que
no son disjuntas. Entonces, sea ¢ € [z] N [y]. cRx A ¢cRy = xRy, llegando a una contradiccién. Por
tanto, dos clases distintas son disjuntas. Ademaés, la unién de todas las clases es el total, es decir Va € X,
J[z] tal que x € [z], lo que es evidente porque es su propia clase y debe darse xRxz. Como cada clase
de equivalencia la podemos definir como «elementos que pertenecen a una misma Aj;», hay una clara
biyeccion entre cada clase y el A; al que pertenecen todos los de la clase. O

5.4. Conjunto cociente
Dado X y una relacién de equivalencia R:

Definicién 15. Se define el conjunto cociente (X/R) como el conjunto cuyos elementos son las clases
de equivalencia de los elementos de X con la relaciéon R.

En algunos casos particulares existen notaciones especificas para el conjunto cociente. Por ejemplo, en
la relaciéon xRy <= x —y € Z de R, el conjunto cociente se suele escribir R/Z, y lo podemos describir
como R/Z = {[r] : 0 < r < 1}, escogiendo como representante de cada clase la parte decimal de los
miembros de la misma. También, en la congruencia médulo m, se expresa el conjunto cociente como Z,,,
y como ya se vio con anterioridad, Z,, = {[z]n : 0 <z < m,x € Z}.

5.4.1. Funciones en el conjunto cociente

Al intentar definir funciones en X/R como reglas aplicadas en sus representantes, se debe comprobar
que la funcién definida no dependa del representante escogido en cada clase, puesto que este no es tnico.
Para ilustrar esta idea, intentemos definir funciones sobre R/Z:

1. f:R/Z — R, f([z]) = 22. Estd mal definida, puesto que una misma clase tiene varias imagenes.
Efectivamente, [0] = [7], pero si aplicamos la regla que hemos escrito para f obtenemos tanto 0
como 49, luego la funcién no esté bien definida.

2. f:R/Z+— R, f([z]) = 2? con 0 < x < 1. Est4 bien definida, puesto que estamos eligiendo solo
los representantes en [0, 1), que abarcan todas las clases del conjunto cociente pero no repiten clase
dando lugar a imagenes dobles.

3. [:R/Z — R? f([z]) = (cos(2rz),sin(27x)). Estd bien definida, porque como el periodo de cada
una de estas funciones trigonométricas es 27, no dependen del representante tomado. Puesto que en
esta relacion, los miembros de una clase [x] son todos los reales de la forma x + k&, k € Z, tomemos el
que tomemos como reprsentante, obtenemos (cos(27(z+k)), sin(2w(x+k))) = (cos(2mx), sin(27x)),
es decir, un mismo resultado siempre. Esta funcién tiene particular interés, dado que a cada clase
de equivalencia le asigna un punto distinto de la circunferencia de radio 1, de manera biyectiva (los
angulos van entre 0 y 27, sin incluir este ltimo y sin repetir). De algiin modo, el conjunto R/Z es
equivalente a una circunferencia.
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6. Cardinales y numerabilidad

En esta secciéon nos centramos en la cantidad de elementos que tiene un conjunto. Cuando este es
finito no hay mucho problema, pero es interesante observar cémo se comportan los distintos tipos de
conjunto infinito.

Definicién 16. Dos conjuntos A y B son equipotentes (tienen el mismo cardinal) <= 3f : A— B,
con f biyectiva.

Por ejemplo, son equipotentes N y 2N, donde 2N es el conjunto de naturales multiplos de 2. La
biyeccién es f : N — 2N dada por f(n) = 2n. Asimismo, son equipotentes N y Z, con la funcién dada por
f@2n)=mn,conn>1, f(1)=0y f(2n+1) = —nconn > 1.

Observacion 10. «Ser equipotentes» es una relacion de equivalencia.

Razén. La propiedad reflexiva se cumple, puesto que la biyeccién f : A — A con f(a) = a asegura
que A es equipotente con A. Para la simétrica, ARB = 3f : A — B biyectiva, luego f~!: B A,
la inversa, es biyectiva, de modo que BRA. Finalmente, ARBABRC =— dJf: A~ B,g: B~ C
biyectivas, luego g o f : A — C es biyectiva asi que ARC.

Las clases de equivalencia de esta relacién las denominamos cardinales (generalizacién del concepto
«numero de elementos del conjunto» en conjuntos finitos), de modo que A y B son equipotentes <=
card(A) = card(B), es decir, si su clase de equivalencia bajo esa relacién (cardinal) es la misma (en otras
palabras, si son equipotentes).

Definicién 17. Un conjunto A #  es finito si y solo si 3n tal que hay una f : {1,2,3,...,n} — A biyectiva.
n es el ntimero de elementos, tinico para ese conjunto, y los elementos pueden escribirse A = {aq, ag, ...a, }
con los a; distintos. Por definicién, () es finito y de 0 elementos.

6.1. Conjuntos infinitos y numerables

Definicién 18. Un conjunto es infinito <= no es finito. Un conjunto A es numerable si es equipotente
con N, es decir, si card(A) = card(N), luego 3f : N — A biyectiva.

Por ejemplo, como se vio antes, 2N y Z son numerables.
Proposiciéon 3. N x N es numerable, y por tanto lo es A x B si A y B lo son.

Se puede describir una biyeccién entre pares de naturales con los naturales, si se cuentan de esta forma:
(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(1,3),(2,3),(3,3),(3,2),(3,1), ..., es decir, tomando en orden cada diagonal en
la representacién gréfica de los puntos de N x N como rejilla. Ahora, si A, B son numerables, 3f : N +— A
g : N — B biyectivas, y entonces la siguiente funcién h : N x N — A x B, definida por h(n,m) —
(f(n),g(m)), es biyectiva, y como N x N es numerable, lo es A x B.

Proposiciéon 4. Si B C N es infinito, es numerable. Asimismo, si A es numerable y C C A es infinito,
es numerable.

Para comprobarlo, vamos a numerar B. Como B es infinito, sabemos que B # (), y al ser un sub-
conjunto de N, que se trata de un buen orden, podemos tomar by = min(B). De hecho, seguiremos
tomando elementos de esta forma: b, 11 = min(B\{b1, ba, bs...b, }). Sabemos que este minimo existe por-
que B\{b1,b2,b3...0,} # 0 ya que en caso contrario B = {by,ba,...,b,} y serfa finito. Hemos definido
recursivamente una sucesion {b, }nen que se trata de la funcién entre N y B buscada. Queda probar
que dicha funcién es sobreyectiva (estd claro que es inyectiva por la forma en que hemos tomado los
elementos). Para ello, supongamos que hay algtin b € B tal que #m € N t.q. b,,, = b. Entonces el conjunto
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F de los b de estas caracteristicas es no vacio. Sea a = min(F), y j = maz({n € N : b, < a}). Pero
entonces, el paso 7 — j + 1 de la recurrencia se debe tomar a para b,, dado que todos los menores que
él han sido tomados ya. Entonces, a ¢ F contradiciendo que es minimo.

Proposicién 5. Q es numerable.

Para demostrarlo, comprobaremos que si ¢ € Q, entonces 3la, € Z y b, € N tales que ¢ = Z—Z

con ambos coprimos. Sea f : Q — Z x Z, de manera que f(q) = (an,byn). f es inyectiva, dado que si
f(q) = f(¢'), es porque (aq,by) = (aq,by ), de donde se tiene que Z—;’ = % = ¢ = ¢. Entonces,
f:Q — f(Q) es biyectiva. Sabemos que f(Q) C Z x Z no es finito porque no lo es, por ejemplo
{(n,1) : n € N} C f(Q). Como, por lo visto anteriormente, Z x Z es numerable, ocurre que f(Q) es

numerable, luego debe serlo Q.
Proposicion 6. R no es numerable.

Demostracién. Primero supongamos que [0, 1) es numerable. Cualquier € [0, 1) se puede representar
decimalmente como 0.z1x2x324..., para que r = 221 1:”0‘; . Tomaremos dicha representaciéon en su forma
terminada en 0s en caso de ambigiiedad (por ejemplo, en lugar del 0,23999999.. tomaremos el 0,240000....).
Como hemos dicho que se pueden numerar, denotaremos z7 al j-ésimo término de la numeracién. Ahora
podemos formar un elemento que no estd en la numeracién, contradiciendo que sea numerable. Sea
rp=1sia® # 1,y r, =2 en caso contrario. Entonces, el ntimero r = riror3... = > .0, =i no estd en la

n n ) n . ) 17273... i=1 10°
numeracion, puesto que para cada término n de la numeracioén, su n-ésimo decimal difiere con el n-ésimo
decimal de r, luego no hay ninguno igual que él. Esto se conoce como proceso diagonal de Cantor.
Como [0,1) C R, y todo subconjunto infinito de uno numerable ha de ser numerable, deducimos que R

no es numerable.

6.2. Orden del cardinal

En el conjunto de las clases de equivalencia de la relaciéon de equipotencia (es decir, el de los cardinales),
definimos la siguiente relacién:

Definicién 19. Sean A, B conjuntos. card(A) <. card(B) <= 3f: A~ B con f inyectiva.

Obsérvese que la relacion no depende del representante elegido, puesto que si tomamos otro (sea C
equipotente a A), se sigue teniendo card(C) <. card(B) dado que podemos componer la biyectiva entre
C'y A con la inyectiva f para dar lugar a una inyectiva de C' a B.

Proposiciéon 7. =<, es relacion de orden.

Las propiedades transitiva y reflexiva se comprueban facilmente. La propiedad antisimétrica, esto
es, dados A, B con f : A — B inyectiva y g : B — A inyectiva, se tiene que existe h : A — B biyecti-
va, se conoce como teorema de Cantor-Bernstein, y aqui, por el momento, se admite sin demostracion.

Este teorema se puede probar, en su caso principal, (B C A, f : A — B inyectiva (la de B a A es la
inclusién)), considerando Dy := A\B, Dy41 = f(Dy,)sin>1y C = B\ |J D,, observando que los D,,
n>2
son disjuntos y no vacios, y definiendo h : A — B como h(c) =csice C,y h(d) = f(d)side |J Dy,. h
n>1
es biyectiva.

Proposiciéon 8. Una union finita de conjuntos finitos es finita. Una union numerable de conjuntos
numerables es numerable.
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Vamos a ver por qué se cumple lo segundo, que es el caso menos trivial. Tenemos una familia de
conjuntos {4; }ier, todos ellos numerables, con I numerable. Entonces lo que se afirma es que Ui€ ;A es
numerable. Vamos a suponer I = N puesto que como es numerable podemos transformarlo en N a través de
la biyeccién correspondiente. Sea entonces B la unién que estamos considerando. Veamos que A; C By A;
numerable, luego card(A;) <. card(B). Ahora veremos que card(B) =, card(A;) = card(N) = card(N?).
Para ello construiremos f : B + N? inyectiva. Sabemos que VYA,,3¢g, : A, +— N, todas ellas biyectivas.
Supongamos que los A,, son disjuntos todos entre si. Sea f : B + N? la definida por b +— f(b) = (n, g, (b)),
es decir, a cada elemento de b se asigna el indice del conjunto al que pertenece y su imagen a través de
la g, biyectiva del mismo. Es facil ver que f es inyectiva.

Para el caso general, en el que los A, no tienen porque ser disjuntos, haremos f de esta forma:
b = (min(B'), gmin(p) (b)), donde B’ es el conjunto de los indices de los A, a los que pertenece b,
evidentemente no vacios puesto que b pertenece a alguno, lo que asegura la existencia de minimo por el
buen orden. O

Lema 1. El cardinal de cualquier intervalo de R es igual al cardinal de R. Por ejemplo, card([0,1]) =
card(R).

Demostracién. Usaremos el teorema de Cantor-Bernstein. En primer lugar, esté claro que card([0, 1]) <
card(R) puesto que la funcién de inclusién = — = entre esos conjuntos es inyectiva. Ahora veremos que
card(R) < card([0,1]). La funcién inyectiva entre esos dos conjuntos es, por ejemplo, una sigmoide:

f@) = e
Proposicién 9. card(P(N)) = card(R).

Para probar <, la funcién inyectiva es: A — 0.a1a2a3a4... donde cada decimal a,, es 1 sin € A, 0 0 si
no (por ejemplo). Para probar >, podemos hacer que la funcién inyectiva sea de [0, 1) en las partes de N,
de acuerdo con el lema anterior. Entonces, la funcién sera: x — A, donde si el desarrollo decimal de x es
2 = 0.z12223... con la periodicidad en 0 si hay ambigiiedad entre 0 0 9, entonces A = {x,, + 10" : n € N}.

Observacion 11. card(A) < card(N) < card(R), donde A es un conjunto finito.

La hipétesis del continuo indica que no existe un conjunto B cuyo cardinal esté entre el de N
y el de R. Se ha demostrado que esta afirmacién es indecidible y su veracidad o falsedad no altera la
consistencia de la teoria de conjuntos.

Proposicién 10. Sea cual sea X, card(X) < card(P(X)).

Se probard primero que X < card(P(X)). La funcién inyectiva puede ser esta:  — {x}. Ahora se
va a ver que X # card(P(X)). Supongamos el caso contrario, entonces existe f : X — P(X) biyectiva.
Se define B = {x € X : x ¢ f(x)}. Como f es sobreyectiva, y B es subconjunto de X, 3b € X tal que
f(b) = B. Ahora tenemos las siguientes equivalencias: b€ B <= b ¢ f(b) <= b ¢ B, contradictorias.
Por tanto, no existe tal biyeccion.

Proposicién 11. Sean A, B conjuntos. Se tiene que si f : A B sobreyectiva, card(A) > card(B).

Hay que encontrar g : B ~ A inyectiva. Podemos hacer que g(b) = a, € f~1({b}), donde a; es
un elemento arbitrario de ese conjunto, puesto que sabemos que f es sobreyectiva asi que las imagenes
inversas de cada elemento de b son no vacias. Es inyectiva, porque si g(¢) = g(b) = a. = ap =
flac) = flay) = c=0b.

Se ha usado el axioma de eleccién, por el cual se puede formar un nuevo conjunto a partir de una
familia de conjuntos, tomando un elemento arbitrario de cada uno de ellos.
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7. Numeros naturales y enteros

En esta seccién se discuten conceptos bésicos acerca de los ntimeros naturales (N = {1,2,...}) y los
enteros (Z ={0,1,—-1,2,-2,...}).

7.1. Los naturales

Divisibilidad. La relacién alb, que indica que a divide a b, tiene lugar si y solo si Im € N tal que
b = a-m. Es relacién de orden, y cumple que si n|a y n|b, entonces nja 4+ b y si nla, n|ab. Asimismo, si
nla y nla + b, se verifica que n|b.

Numeros primos y compuestos. p es primo si y solo si sus tnicos divisores son 1 y p, y ademéas
p # 1. ¢ es compuesto si y solo si no es primo y ¢ # 1. Esto es, Im,n € N, m,n # 1, tales que mn = c.

Para hallar los primos hasta un limite n, se puede usar el algoritmo conocido como criba de eratés-
tenes, que consiste en listar los nimeros del 2 al n, tomar el primero como primo, eliminar sus multiplos
de la lista, tomar el siguiente no tachado como primo e iterar hasta pasar el elemento /n, a partir del
cual todos los elementos no eliminados son primos. (Puesto que de ser n’ < n compuesto, alguno de sus
divisores ha de ser menor o igual que 1/n, en caso contrario, n’ > v/n - y/n = n, contradictorio).

MCD y MCM. El MCD (méximo comun divisor) de un conjunto A € N no vacio de nimeros es
el maximo del conjunto de divisores comunes a todos los elementos de A. Podemos asegurar que dicho
méaximo existe, porque ese conjunto es no vacio (tiene al 1) y es finito ya que hay a lo sumo min A divisores
comunes. Asi, debe tener méximo.

El MCM (minimo comuin miltiplo) de un conjunto A no vacio es el minimo del conjunto de multiplos

comunes. Podemos asegurar que existe, porque [] a es miltiplo comtn, asi que el conjunto de miltiplos
acA
comunes es no vacio y por el buen orden existe.

Veremos el algoritmo de euclides para hallar el MCD de dos ntmeros. Primero, es necesario
conocer el siguiente resultado bésico:

Proposicién 12 (Divisién euclidea). Sean a,b € N. Se tiene que Ic,r € NU {0} tales que b = ac+r,
con 0 <r<a.

El algoritmo de Euclides es el siguiente. Sean a,b € N y b > a sin perder en generalidad. Para hallar
med(a, b):

1. En primer lugar, sean rqg = b,7; = a. Jc1, o tales que rg = ricy + 12, con 0 < 7y < 11 < 19.

2. Si tenemos m nimeros con 0 < 1, < 71 < ... < 7o < 11 < 1o, construimos el siguiente por
divisién euclidea: 7,,,—1 = ¢ T'm + Tm+1, v se tiene 0 < 7pppq < 1y

3. El algoritmo se detiene cuando se encuentra r; = 0. En ese caso, r;_1 es el med buscado. El algoritmo
siempre se detiene dado que para cualquier 7; se tiene que el siguiente es menor en 1 por lo menos,
asi que se llegara eventualmente al 0.

Demostracién. En cada paso, r;—1 = ¢;; + 741, se tiene que med(ri—1,7;) = med(r;, 7i41), porque
si n|riy1 v n|r;, se tiene de las propiedades de la divisibilidad que n|r;_1, e igualmente, si n|r;_; y nlr;,
entonces n|r;y1. Es decir, que los divisores comunes a dos restos consecutivos son los mismos. Entonces,
med(a,b) = med(ri—g,r4—1), y como r4_g = ¢;_17¢—1 + 0 = ¢;_17¢_1, dicho med es ry_1.
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7.1.1. Identidad de Bézout
Un importante resultado en teoria de niimeros es el siguiente:

Proposicién 13. Sean a,b € N, y d = med(a,b). Entonces, x,y € Z tales que ax + by = d. Ademds,
hay infinitos de estos x,y.

Demostracion. La prueba serd por inducciéon. Usaremos la notacién y conceptos empleados para el
algoritmo de Euclides. Se va a probar que si k < ¢, donde ¢ era el paso en el que se paraba de iterar,
Jxk,yr € Z con 1y = xpa + yrb. Por induccién, el caso base serda k = 0 y £ = 1. Es evidente que
ro=b=1-b4+0-ayquer;=a=0-b+1"-a.

Para el paso inductivo, supondremos que la afirmacién tiene lugar si k < m, con m < t y probaremos
que en ese caso también se cumple si £ = m. Observemos que 7,2 = Cp—1Tm—1 + Tm, lUEEO Ty =
Tm—2 — Cm—1Tm—1. Por hipétesis de induccion, 7, = Tpm—_2a + Ym—2b — Cm—1Tm-10 — Cm—1Ym—1b =
(Tm—2 — ¢m—1Zm—-1)a + (Ym—2 — Cm—1Ym—1)b, como se queria probar, pues los términos entre paréntesis
son enteros.

Ahora que hemos probado esa propiedad, veamos que si k = ¢t — 1 se tiene la identidad de Bézout,
puesto que Jx,y € Z tales que r;—1 = d = ax + by.

Finalmente, sabiendo que existen tales x,y, notemos que Vk € Z, si ' = —kb y y' = ka, tenemos que
(x+2")a+ (y+y')b = d, puesto que (x 4+ 2')a + (y + y')b = za + yb — kba + kab = za + yb = d, luego
hay infinitas soluciones. O

Asimismo cabe observar que la expresion ax + by es divisible por todos los divisores comunes de a
y b, por lo tanto lo es también por el med. De esta manera, si ax + by = d, ha de ser que med(a, b)|d.
Combinando estas dos ideas, sabemos que expresiones como 2z + 3y = 1 tienen solucidn (jinfinitas!), pero
no 2z + 4y = 1, por ejemplo.

7.1.2. Primos relativos

Definicién 20. a,b € N son primos entre si siy solo si med(a,b) = 1. También se emplea la terminologia
coprimos o primos relativos.

Proposicién 14. Sean a,b,c € N. Si clab y ademds a y ¢ son coprimos, entonces c|b. De esto se deduce
que:

1. Sip es primo y plab, o bien pla o p|b.
2. Sip es primo y plajazas...ar, Fi € N, 1 <i <k, tal que pla;.

Demostraciéon. Por la identidad de Bézout, se tiene que Jx,y € Z tales que za + yc = 1, es decir,
xz-ab+yb-c =b. Como clab y c|c, entonces c|b. Para el primer corolario, sin perder en generalidad,
digamos que p t a. Entonces se tiene que p,a son coprimos y se aplica el lema. Para el segundo corolario,
se aplica induccién sobre k y el primer corolario. O

7.1.3. Teorema fundamental de la aritmética

Teorema 1. Todo n € N, n > 2, puede expresarse como producto de numeros primos, y de una unica
forma (Ignorando el orden de los factores).

Demostracién. Para probar que todo ntimero se puede expresar de esta forma, procederemos por
induccién. Evidentemente, 2 es el producto de 2, que es primo. Sea n natural. Supongamos que si t
verifica 2 < t < n, t se puede expresar como producto de primos. Vamos a probar que entonces n también
puede expresarse de esta forma. Si n es primo, hemos acabado. Si n es compuesto, Ja,b € N tales que
n = ab, con a > 1, b > 1. Entonces, por hipétesis, tanto a como b se pueden expresar como producto de
primos, asi que ab también, multiplicando ambos productos de primos.
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Para probar que esta distribucién es tinica, supongamos que hay algin n’ tal que n’ = pyps...px =
q1G2---gm, con los conjuntos {p; : 1 < i < k} y {g; : 1 < j < m} distintos, y cada p; o ¢; primo. Sea
n el minimo del conjunto de tales n’. Entonces, p;i|n, de modo que por la proposicién 14, corolario 2,
35 € N tal que p1|g;. Pero como ambos dos son primos, sigue que p; = ¢;. As{ pues, dividiendo n por
p1 = ¢j, queda que pa...pr = ¢1¢2...¢j—1¢j+1.--¢m = 1", y este valor se puede expresar de dos formas como
producto de primos, y es menor que n, contradiciendo que n fuese el minimo. O

Observacion 12. La forma habitual de escribir una factorizacién en primos es n = pi" p32...p*, con los
a; >0y pr <p2 <...<Dpg.

7.2. Los enteros

7.2.1. Propiedades del conjunto. Grupos y anillos

En el conjunto de los niimeros enteros, Z, se definen las operaciones binarias internas que denotaremos
+ y - (suma o adicién y producto o multiplicacién). Satisfacen las siguientes propiedades:

1. Vz,w,v € Z, z+ (v + w) = (2 +v) + w (Asociativa de la adicién)
2. 0 €Z,Vz€Z, z+0=2z=0+ 2 (Existencia de elemento neutro aditivo)

3.V2€Z,3—2€Z, z+ (—z) = 0. (Existencia de elemento inverso aditivo (también denominado

opuesto)).
4. Vz,w € Z, z + w = w + z (Conmutativa de la adicién)
5. Vz,w,v € Z, z- (v-w) = (z-v) - w (Asociativa del producto)
6. Vz,w,v € Z, z- (v+ w) = zv + zw (Distributiva del producto respecto de la adicién)
7. Vz,w € Z, zw = wz (Conmutativa del producto)
8. 1 €ZVz€eZ, 21 =1z =z (Existencia del elemento neutro multiplicativo, o elemento unidad)
9. VzyweZ, zw=0 = z=0Vw=0.

Definicién 21. Un conjunto A en el que se define una operacién + se conoce como grupo si la ope-
racién satisface las propiedades 1,2, 3. Si ademas satisface la 4, se conoce como grupo conmutativo o
abeliano.

Definicién 22. Un conjunto A en el que se definen dos operaciones, + y -, se conoce como anillo si
estas satisfacen las propiedades 1,2,3,4,5,6. Si ademads la segunda operacién satisface la 7, se trata de
un anillo conmutativo. Si satisface la 8, se trata de un anillo unitario.

Asi pues, Z con + y - se trata de un anillo conmutativo unitario.
Adem4s existe la relacién de orden total ’ <’ en Z lo que lo convierte en un anillo ordenado. Se cumple
que si a,b,c € Zy a <b, entonces a +c < b+ cy si ademas ¢ > 0, entonces ac < be.

7.2.2. Divisibilidad

La divisibilidad en Z se comporta de igual manera que en N: a|b <= 3¢ € Z t.q. ca = b. Cumple las
propiedades de suma y producto ya mencionadas en N. Se cumple la divisién euclidea: Va,b € Z,a # 0,
Jde,r € Z, 0 < r < |a| tales que b = ac + 7.

Se aplica de igual forma el algoritmo de euclides y la identidad de Bézout: Va,b € Z, dz,y € 7Z tales
que ax + by = med(a, b).
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7.2.3. Ecuaciones diofanticas

Teorema 2. Dados a,b,c € Z, x,y € Z tales que ax + by = ¢ (ecuacion diofdntica) si y solo si
med(a, b)|c, esto es, ¢ es miltiplo de med(a,b).

Demostracién. Vamos a probar que, dados a,b € Z, se tiene: {ax + by : v,y € Z} = {md : m € Z}
con d = med(a,b). En primer lugar, estd claro que como dla y d|b, d|za y d|yb luego d|(za + yb), es
decir, za + yb = dm para algin m € Z. Ademads, como Jx,y € Z tales que xza + yb = d, entonces
xam + ybm = dm, luego Vm € 7Z, dm se expresa como elemento del primer conjunto para los enteros xm
y ym. O

Por ejemplo, no hay soluciones enteras para 20z + 14y = 7, dado que mcd(20, 14) = 2, que no divide
a 7. Sin embargo, si hay para 164 = 20x + 28y. El procedimiento para hallarlas puede ser, en primer
lugar, dividir por el med: 41 = bx 4 Ty, y ahora se puede encontrar una de las soluciones, xg,yo, v
hallar las deméas considerando que si x, y son soluciones, se tiene que 41 = 5x + 7y y como sabemos que
41 = 5xg + Tyo, restando, 5(x — xo) + 7(y — yo) = 0, la cual es facil de resolver.

7.3. Congruencias

Recordemos que si a,b € Z, m € N, existe una relacién de equivalencia llamada congruencia médulo
m:
a=b médm <= m|(b—a)

Proposicion 15. Sean a,b,c,d € Z,m € N. Sia=b médm y ¢ =d méd m, entoncesa+c=b+d
méd m, ac = bd méd m.

Esto se vio anteriormente, en la secciéon de relaciones de equivalencia. De aqui se deduce que, siendo
a,b,c € Z, m,n € N, se tiene que si a = b mod m, entonces a + ¢ = b+ ¢ mdéd m, ac = bc méd m y
a™ =b" mdd m. Esto se deduce de que ¢ = ¢ mdd m, y de aplicar sucesivas veces la segunda propiedad
del lema en el caso de las potencias.

Por ejemplo, si queremos resolver 3z = 4 mdd 5, podemos valernos de que 6z = 8 = 3 mdd 5, y
como 6 = 1 mdd 5, sigue que 6x = x mébd 5, luego z = 3 mdd 5, asi que la solucién es x = 5k + 3,
keZ.

7.3.1. Operaciones en el conjunto cociente. Congruencias y anillos.

Recordemos que Z,, es el conjunto cociente para la relaciéon de congruencia las propiedades vistas
anteriormente, se tiene que si @y = @z y by = bo, entonces a; + by = as + by y ademas a1b, = asbs.

Asi pues, tiene sentido definir los siguientes operadores binarios internos: =+, - : Z, X Zy — Zy,, que
vienen dados por @ +b = a+b, y @-b = ab. Estos operadores estan bien definidos (no importa qué
representante se tome para aplicar la regla), dado que si tomamos dos representantes diferentes, tales que
@ = a/, entonces, segin se vio antes, @+b=a +b=a’ + b= a’ + b, e igual para el producto.

Proposicién 16. (Z,,,+,-) es un anillo conmutativo unitario.

Visto lo anterior, es sencillo demostrar cada una de las propiedades que definen un anillo conmutativo
unitario, por ejemplo la existencia de elemento unidad (en este caso 1), neutro aditivo (0), o la distributiva,
que se probard a continuacion:

alb+c)=alb+c)=alb+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c.

Analogamente se prueban las demas. Observemos que se cumple que el opuesto aditivo de una clase
es la clase del opuesto aditivo en Z de su elemento: —a = —a.
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Proposicién 17. Sim € N es compuesto y m = ab, a > 1, b > 1, entonces en Z,, se tiene que ab = 0
(pese a que nia =0 ni b= 0). Se dice entonces que @ y b son divisores de cero.

Sip € N es primo, entonces en Z, se tiene que si ab=0, o biena@ =0, o bien b= 0. En este caso,
por tanto, no hay divisores de cero.

El primer caso es trivial, y en el segundo, como 0 = @b = ab, entonces plab = pla V p|b, esto es, la
clase de alguno de los dos es la de 0.
En adelante se usard esta notacion: Z¥, = Z,,\{0}

Proposiciéon 18. (Z;,+,-), con p primo, es un cuerpo conmutativo unitario, esto es, un anillo

conmutativo unitario tal que Va € Zy, Ja e Ly t.q a- a =1
Demostracién. Sea @ € Z,,, a # 0. Entonces, p t a, de modo que med(p,a) = 1, asi que 3,y € Z t.q.
ar +py =1, de modo que ax +py =1, luegoa-7+p -7 = 1. Como p = 0, entonces, @ - = 1, de modo
que 7 es el inverso buscado. O
Por ejemplo, para resolver la congruencia 8z = 7 mdd 11, podemos escribir 8- = 7, luego T = 7.8
Se puede calcular (por ejemplo por algoritmo de Euclides para hallar la solucién a la identidad de Bézout
correspondiente) que ese inverso es —4, de modo que T = —28 =5, luego z = 11k + 5, k € Z.

Observacion 13. Veamos que (Z;, -) es un grupo conmutativo con p — 1 elementos, y podemos denotar

n ——17n

@" como el producto de @ por si mismo n veces (n € N), asi como @’ =1, ya " =a

7.3.2. Pequeiio teorema de Fermat

Teorema 3 (Pequefio teorema de Fermat). Sea p € N un ndmero primo. En Zy:
1. Sia#0, entonces a?~! = 1. Esto es, sia € Z, pta, entonces a?~' =1 méd p
2. aP =a. Es decir, si a € Z, entonces aP = a mdd p.

La demostracion se omite en estos apuntes. Es consecuencia inmediata del teorema de Lagrange que
se discute en los apuntes de Estructuras Algebraicas.

Por ejemplo, para saber qué resto deja 10'9%0 al dividir por 13, ahora sabemos que 10'?2 = 1
méd 13 <= (1012)% = 183 = 1 méd 13 < (10'2)% . 10* = 10190 = 10* méd 13, asf que
basta con calcular este resto.

Para saber si una ecuacién como ax = ¢ moéd m tiene soluciones, basta con observar que esta equivale
a ax — ¢ = mk para algin k € Z, es decir, ax + m(—k) = ¢. Sabemos que Jx € Z que satisface esto si
med(a, m)|c, puesto que se trata de una ecuacién diofantica. Es decir:

Proposicién 19. Sea m € N, y sean a,c € Z.
Jx € Z tal que ax = ¢ mdéd m <= mcd(a, m)|c.

Esto explica que en Z,, con p primo, todos los elementos distintos de 0 tengan inverso multiplicativo,
puesto que para que este exista para un elemento @, debe tenerse que 3z € Z t.q. @- T = 1, esto es, que
ar =1 mdéd p. Como med(a,p) = 1|1, existe tal inverso.

De hecho, como el tinico nimero que divide al 1 es el propio 1, podemos decir en general:

Proposicion 20. Sea m € N, a € Z. En Z,,, sia # 0:
a tiene inverso multiplicativo <= med(a,m) = 1.

Es decir, si a es coprimo con m. Cabe observar también que en Z,,, si dos elementos @ y b, distintos
de T, cumplen que @b = 0, esto es, que ab = km, entonces no pueden tener inverso porque med(a,m) # 1
y med(b,m) # 1. (Puesto que alkm y blkm).

Ademés es evidente que 1 siempre tiene inverso (y este es 1).
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Definicién 23. Se define el conjunto U(Z,,), o unidades de Z,,, como el conjunto de elementos que
tienen inverso: U(Z,,) = {a € Zy, : med(a,m) = 1}.
Su cardinal se conoce como funcién indicatriz de Euler o funcién ¢ de Euler: ¢(m) = |U(Z,,)|

Asi, si pensamos en los representantes de cada clase de Z,, como los que van de 0 a m — 1, entonces
podemos decir que el valor de ¢(m) es el nimero de coprimos con m entre 1 y m — 1. (coprimos anteriores
a m), puesto que 0 nunca tiene inverso.

Por ejemplo, ¢(6) = 2, dado que U(Zg) = {1,5}. Las demds clases, 2, 3,4 no tienen inverso puesto que
sus representantes no son coprimos con 6 y, por supuesto, 0 tampoco.

Cabe observar que, como Zy, con p primo, es un cuerpo, sus p — 1 elementos tienen inverso, luego
¢(p) = p — 1 si p es primo.

Observacion 14. U(Z,,), con el producto de Z,,, es un grupo conmutativo.

Cumple la propiedad asociativa y conmutativa dado que el producto de Z,, la cumple para cualquier
clase de Z,,. Asimismo, el conjunto de unidades es cerrado al producto, ya que si @ € U(Zy,) y b € U(Z,)
37,5 € Zy, tal que @-T =1,y b-7 = 1, luego ab - Ty = 1 asi que ab tiene inverso luego ab € U(Zy,).
Ademis existe elemento neutro, 1, que evidentemente estid en el conjunto puesto que 1 es su inverso,
y, por tultimo, cada elemento @ € U(Z,,) tiene un opuesto respecto a esta operacién, por definicién de

U(Z,), v dicho opuesto estd en el conjunto dado que @ es su inverso multiplicativo.

7.3.3. Propiedades de la funcién phi y Teorema de Euler

Proposiciéon 21. La funcion ¢ tiene las siguientes propiedades que permiten su cdlculo:

1. Simq, mg son coprimos, entonces ¢p(mims) = ¢(my)d(ma).

Inductivamente, si my,ma, ..., m, son coprimos dos a dos, entonces ¢([ ]y m;) = [[1—; ¢(m;).
2. Sip es primo, y k € N, entonces ¢(p*) = p*~1(p —1).

La prueba de I esta fuera del ambito de estos apuntes, pero se explora en profundidad en los de
Estructuras Algebraicas. Vamos a probar 2. Desde 1 hasta p* hay p* nimeros, de los cuales p*~! son
miltiplos de p: p,2p, 3p, ..., p*~'p = p*. Los demds son coprimos con p, al ser p primo, y por tanto son
coprimos con p¥. Es decir, entre 1 y p¥ hay p* — p*~! coprimos con p*, luego ¢(p*) = p* — p*~1 de donde
sigue la expresion buscada.

Con esto podemos calcular el valor de la funcién facilmente para cualquier valor n natural, a través
de su descomposicién en primos, puesto que si n = Hle p;*, con cada a; € Ny cada p; primo diferente
a los demds, entonces ¢(n) =[], p?i_l(]?i — 1), hecho que sigue de aplicar las propiedades anteriores,
dado que cada potencia de primos es coprimo con las demés.

Teorema 4 (Euler). Seanm € N y a € Z.
Si med(a,m) = 1, entonces @™ =1 en Zyy,, esto es, a®™ =1 méd m.

Podemos observar que el pequefio teorema de Fermat es un caso particular de este teorema. Una
vez mas, la demostraciéon es consecuencia del teorema de Lagrange que se discute en los apuntes de
Estructuras Algebraicas.

Teorema 5 (Wilson). Sip es primo, entonces (p— 1)l =—-1=p—1 méd p.

Demostracién. Supondremos que p es impar dado que si p = 2 se verifica inmediatamente la propo-
sicién. Veamos que @, con 1 < a < p — 1 es inverso de si mismo en Z, si y solosia =p—1osia = 1.
Efectivamente, 1-1 = 1, =1 —1 = 1, y si se tiene que a®> = 1 méd p, entonces (a — 1)(a + 1) = 0
méd p, y como p es primo, debe ser porque a — 1 =0 médp = a =1 médp o biena+1 =0
moéd p = a=-1 mébd p.
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Ahora, veamos que (p—1)!=1-2-3-...- (p —2) - p — 1, pero el segundo factor debe ser 1 dado que
se tiene un numero par de clases que deben ser parejas elemento-inverso, dado que ninguno puede ser

inverso de s{ mismo como se vio antes. Entonces, se tiene (p — 1)! = —1. O

Teorema 6 (Teorema chino del resto). Sean los naturales m1, m2, m3 ... m; coprimos dos a dos y sean
ai,az, ..., a; enteros. Entonces el sistema x = a; méd m; para 1 < j < i tiene solucién, que ademds es
unica moédulo mimoms...m;.

Veremos la demostracién con dos ecuaciones. Sean a1, as € Z m1 y mg € nset . Consideramos
el sistema © = a1 méd m; y * = as mdéd ms. Si existen My, My que satisfagan My = 1 méd mq y
M; =0 méd ma, y My =0 moéd my, My =1 mdd me, entonces el valor z = a3 M7 4 a2 M5 es solucién
del sistema original, dado que tendriamos que z =a;-14+0 méd m; y 2 =0+as-1 mdd msy. Como mq
y Mo son coprimos, dz,y € Z tales que mia + mob = 1. Veamos que M} = mob y My = mya satisfacen
las ecuaciones anteriores, luego el sistema tiene solucion.

Para ver que es tinica médulo el producto, veamos que todas las soluciones r del sistema deben
satisfacer que z = r mdéd m; para ¢ = 1,2, donde z es la solucién descrita con anterioridad. Entonces,
mi|(z — r) y ma|(z — 7). Como mq,mg son coprimos, debe tenerse que mymsa|(z — r), luego r = z
mod mlm?2.

Con n ecuaciones, basta con ver que cada uno de los sistemas que permiten obtener los M; que dan
la solucién x = Z?zl a;M;, son equivalentes al sistema M; =1 méd m;, M; =0 mdéd H#k’lgkgn M,
que es un sistema de 2 ecuaciones con las bases de las congruencias coprimas, que ya se vio antes como
resolver.
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8. Numeros complejos

En esta seccion se discuten las bases de los ntimeros complejos. El siguiente paso tras los enteros
hubiese sido (ademés de los racionales) el conjunto de nimeros reales, pero este cuerpo ya es objeto de
estudio detallado en otras muchas asignaturas, empezando desde cdlculo I. Por tanto, se da el salto a
cémo construir el cuerpo de complejos a partir de R. La siguiente subseccion profundiza brevemente en
este aspecto:

8.1. Construccién de los niimeros

= N se construye a través de distintos axiomas, como por ejemplo 1 € N, ¥n € N,s(n) € N (donde
s(n) denota el ’siguiente’ a n, y devuelve un ntimero distinto de n tal que Vn,m € N, n # m, se
tiene que s(n) # s(m))... Se define la operacién suma como la aplicacién reiteradas veces de s(n) y
el producto como la aplicacién reiteradas veces de la suma.

= Para resolver ecuaciones como 3 + x = 2, al no bastar con los elementos de N, se define Z como
el conjunto cociente de la relacién (a,b)R(c,d) <= a+d = b+ cen N x N, y las aplicaciones
definidas son suma: [(a,b)] +[(c, d)] = [(a+ ¢, b+ d)], y producto: [(a,d)][(c,d)] = [(ac+ bd, ad + bc)].
Es un anillo conmutativo unitario.

= Para resolver ecuaciones como 3z = 2, al no bastar con los elementos de Z, se define Q como el
conjunto cociente de la relacién (a,b)R(c,d) <= ad = bc en Z x Z*, y las aplicaciones definidas
son suma: [(a,b)] + [(¢,d)] = [(ad + be, bd)], y producto: [(a,b)][(c, d)] = [(ac,bd)]. Es un cuerpo.

= Muchos conjuntos de racionales como A = {q € Q : ¢> < 5}, acotados superiormente, carecen de
supremo en Q, asi que se construye R como el conjunto de los elementos de QQ mas los supremos de
todos los conjuntos. Es decir, el conjunto R verifica la propiedad del supremo o de completitud,
es decir, que todo subconjunto no vacio acotado superiormente de R tiene supremo en R.

s Muchas ecuaciones como x2 +1 = 0 quedan sin definir en R. Por ello, se define un objeto, i, como la
solucién a esta ecuacién, esto es, se verifica i2 + 1 = 0. Asi, podemos construir nuevos niimeros, de
la forma z = a +ib € C, con a,b € R, denominados complejos. Formalmente se define este nuevo
conjunto como C = R x R, es decir, son el producto cartesiano de los reales con ellos mismos, y las
operaciones definidas son (a,b)+(¢,d) = (a+¢,b+d) y (a,b)(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Este conjunto
con estas operaciones constituye un cuerpo conmutativo, y todo par (a,b) = (a,0) + (,0) - (0, 1),
asi que se representan los pares de la forma (z,0) por z, y (0,1) por .

Como ya se ha visto, estos elementos y operaciones se denotan: (a+ib) + (c+id) = (a+c¢)+i(b+d),
(a +1b)(c +id) = (ac — bd) + i(bc + da).

8.2. Representacion de C y terminologia

Los complejos se representan en el plano complejo, en el que el eje X o eje real (R) representa los
ntmeros reales, el eje Y o eje imaginario (iR) representa los imaginarios puros (de la forma bi con b € R),
y cualquier punto del plano representa, a través de sus coordenadas (a, b), el complejo a + ib.

También se pueden considerar los complejos como un vector dz, que va desde el origen hasta el punto
correspondiente.

Definicién 24. Sea z = a + ib € C. Se define su parte real por Re(z) = a, su parte imaginaria por
Im(z) = b, y su médulo por |z| = va? + b2, es decir, el tamafio del vector correspondiente al niimero.

Podemos considerar las ecuaciones de distintas regiones del plano complejo. Por ejemplo, la ecuacién
del eje X es I'm(z) = 0, y el segundo cuadrante es I'm(z) > 0, Re(z) < 0.
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8.2.1. Forma polar

Los complejos también se pueden representar en su forma polar, z = |z|es(6), donde cs(f) =

cos(0) + isin(f), y € es un argumento de z, es decir, uno de los posibles dngulos medidos entre Ozyel
eje X.

Veamos el razonamiento detras de la forma polar. Vamos a considerar el complejo w = a + ib, con el
mismo argumento 6 que z y en la circunferencia unidad (por lo que a = cos(6) y b = sin(6), dado que asf

su médulo es \/0052 (6) 4 sin?(A) = 1). Como el argumento de w y z es el mismo, los vectores Oz y Ow

son paralelos y podemos encontrar A € R tal que z = Aw, por lo que |z|2 = [A(a +ib)|? = |a) + ibA|? =
a?X2+b20% = \2(a? +b?), de modo que |z| = A-1 (suponiendo A > 0). Asi, z = |z|w, es decir, z = |z|es(6).

De hecho, si 6 es argumento de z, entonces todos los nimeros de la forma 6 + 2kw, k € Z, son
argumentos de z, dada la periodicidad 27 de las funciones sin y cos. Ademéas una forma de calcular un
argumento de z = a + ib es a través de arctan 3, teniendo en cuenta tomar el valor devuelto para el
cuadrante apropiado donde se halla el niimero. Esto se explica a través de la interpretaciéon geométrica
del argumento como angulo entre OX y Ox.

Observacion 15. Si z = a(cos(f) 4+ isin(f)) y a € R, a > 0, entonces a = |z|.

Puesto que |z|? = |a(cos(f) + isin(6))]? = a®cos?(0) + a?sin?(f) = a?(1) = a?, luego |z| = |a| pero
a > 0.
Teorema 7 (Euler). Sea § € R. ¢ = cosf +isinf

A partir de ahora se denotard asi c¢s(f). La demostracién de este hecho se puede realizar con los
desarrollos en serie de Taylor de e®, cos(z) y sin(x). Se puede también comprobar ficilmente que pro-
piedades importantes de e son verificadas por cs(x), en concreto: cs(a + b) = cs(a)es(b), es(0) = 1y
cs'(z) = ics(x), lo que permite intuir que ambas funciones sean las mismas sin necesidad de utilizar las
series de Taylor.

De aqui también se deduce facilmente la identidad de Euler: ei™ + 1 = 0.

Es importante observar que los ntimeros de la forma e?, § € R, son los de la circunferencia unidad.

8.2.2. Conjugado complejo
Definicién 25. Sea z = a +ib, a,b € R. Se define el conjugado de z por Z = a — ib.
Geométricamente se trata del simétrico de z respecto de OX.

Proposicién 22. Sea z € C.

1. Re(z) = 2%, luego z € R <= z2=72.

Z2—Z

- Im(z) = 57, luego z € iR <= 2z = —%Z.

2
3
4. TW = 7w
5
6
7.

Todas estas se prueban facilmente a través de la definicion.
Conviene observar ademés que = = 2%y mas particularmente, 1 = -2,
w — w[?? T w \
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8.2.3. Producto y cociente en forma polar

Sean z,w € C, z = re'®, w = s, conr,s € R r,s > 0. Como zw = rse®tF) entonces observamos
que |zw| =rs = |z||w| por la observamon 15, y arg(zw) = oo + B = arg(z) + arg(w).
i8

Asimismo, como % |5|2 = 522 = %, entonces = = ge( 8, luego el nimero resultante tiene
médulo || = E “ y argumento arg(Z) = a — f = argz — argw.
Es facil deduc1r también que 2" = HZl (re'®) = rrel(Xlim1®) = preina p € N, y VYn € Zsir # 0,

teniendo en cuenta que z~! = 1.

Con esto es facil resolver raices de un niimero complejo. Por ejemplo, para resolver 23 = 2 + 2i, es
decir, las raices ctbicas de 2 + 2i, basta con tener en cuenta que si z = re? y 2 4 2i = /8¢’ entonces
como 2% = 13¢3? | debe tenerse que 1 = /8 = r =8yl = i = 7. Ademéds hay otras dos raices,
que se obtienen sumlarmente considerando que 2 + 27 tiene por argumento T4 2my § +4m. (También
se habria podido operar con coordenadas cartesianas, aunque suele ser menos comodo).

Con esto se observa que las tres soluciones obtenidas anteriormente verifican que z5 = el Z21, 23 =
e'% 2. Es decir, basta con conocer una de ellas y luego aplicar un giro de 2—” a la misma. De hecho las
raices n-ésimas de un niimero son todas de igual médulo y se convierten una en otra con giros de T de

ahi que haya n de ellas.

8.3. Raices de la unidad

Veamos primero que e =1 <= 0 = 2kn, k € Z, para que cosf = 1 y sinf = 0. Ademés, se deduce
de esto que € = ¢ < a—b € 2nZ, es decir, &£ = £ méd Z.
Las raices n-ésimas de la unidad son los nimeros que satisfacen z” = 1. Si escribimos z = re
2km

2" =1 y 1 = k2™ | € 7, podemos observar que r" =1 = r=1,y 60 = =

149

2k
Sea wy = €' n . Estas son las raices enésimas de 1. Podemos establecer las siguientes propiedades:

1. wg, k € Z son raices de la unidad, es decir, wy = 1.

2. wp =w; <= k =1 mdd n. De hecho, las raices tnicas distintas son wg, w1, ...,wn—_1, y luego se
repiten ciclicamente.

3. Wit = eiz?wwk.
4. wk =w—k.
5. Las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo conmutativo respecto del producto de C, dado
que:
wiw; = wiy1 (Cerrado al producto)
wowk = wy (Elemento neutro)
wrpw—k = wp (Elemento opuesto)

Estas propiedades son faciles de comprobar teniendo en cuenta la definicién de wy y el producto en
C. Ademads, se comprueba que 2" =1 = 2" =1=1 = 2z" = 1, es decir, el conjugado de una
raiz también lo es.

8.4. Raices n-ésimas de un complejo

Si w € C. Sus raices n-ésimas son las soluciones z; de la ecuacién 2]’ = w. Como ya vimos en el caso
de las raices ctbicas, las soluciones se pueden convertir una en otra a través de giros de 27” De hecho:
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Proposicién 23. Si z; es raiz n — sima de w, todas las raices distintas (incluyendo multiplicidades) son
z; = z21w;, con 0 <1 < n.

Demostracién. Vamos a denotar z = reif y w = |w|e’(°‘+2k’r)7 k € Z. Entonces, 2" = r"e™? de
. o g .
modo que debe tenerse r = {/|w|y 6 = 2’”% De este modo, si z; = sen’, las soluciones son zjwg =
a; j2km 2kmta, , at2mm ,
sen'e’™n = se” » ', como se queria. De hecho, en general, z; es de la forma z; = se™ = con algin
m € 7Z y también se verifica que al girarlo multiplicindolo por una raiz de la unidad se obtiene otra
., at2mm,; ;i 2kw 2(m+k)7r+alphai

solucién: zywp = se” » ‘'e'"n = se n

8.5. Desigualdades ttiles
Sean z,w € C:
1. Re(z) < |Re(2)] < |2]
2. Im(z) < [Im(2)] < |2]
3. |z 4+ w| < |2| + |w]| (Triangular)

Demostracion: En 1, la primera desigualdad es trivial. Para la segunda, veamos que si z = a + @b,
entonces |a|? = a? < a? + b? = |2]?, de manera que |a| < |z|. Andlogamente para 2. También se puede
comprobar que ze''S tiene como parte real la imaginaria de z y su mismo médulo, de manera que
aplicando 1 para este nimero sigue inmediatamente 2.

Para 3, observemos que |z + w|? = (2 + w)(Z + W) = 2Z + 20 + wz + ww = |z|> + 20 + 20 + |w|? =
|22 + 2Re(2w) + |w|* < |22 + |w]? + 2|z|[w] = |2]2 + |w|* + 2|z||w| = (|z| + |w|)?. Con esta relacién y
teniendo en cuenta que los términos son positivos, sigue 3. O
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9. Polinomios

Durante esta seccién, sea K un conjunto y +, - operadores binarios internos de K tales que (K, +, -) es
un cuerpo conmutativo. Esto es, (K, +) es grupo conmutativo y también lo es (K*, -). El elemento neutro
de + en K se denotard 0 y el de - se indicara con 1.

Definicién 26. Un polinomio de grado n (con n € N U {0}) en K es una expresién de la forma

P(X) =" ,a;X" con a; €K, a, # 0. Se dice que n es el grado del polinomio, gr(P) = n, y ademds
a, es el coeficiente principal.

Ademés se debe incluir a esta defincién el polinomio 0, P(X) = 0. Por convencién, gr(0) = —oc.
Se denota K[X] el conjunto de los polinomios con coeficientes en K.

Definiciéon 27 (Suma y producto de polinomios). Sea P(X) un polinomio de grado n y Q(X) uno de
grado m, con m > n sin perder en generalidad, y ademds denotamos {a;}o<i<n C K los coeficientes de
P(X) y {bi}o<i<m C K los coeficientes de Q(X). Se definen las operaciones internas de K[X]:

» P(X)4+Q(X) = by X +bp 1 X oAby 1 Xt (00 +00) X+ (@ — 1 1) X4 (ag+bo)-
» P(X)Q(X) = Z?:Om ¢ X% con ¢; = fo:o ai_pby, donde a, =0sir >nyb, =0sis>n.
Ademés, P+0 =0+ P = P, y PO = 0P = 0.

Observacion 16. gr(P+Q) = max(gr(P), gr(Q)) salvo que gr(P) = gr(Q) = ny a, = —by,, cancelandose
y dando un grado menor.
En el caso de la multiplicacién, gr(PQ) = gr(P) + gr(Q).

Lema 2. K[X] con estas operaciones es un anillo conmutativo unitario. La unidad es P(X) = 1.

Las operaciones se han elegido asi para que verifiquen las caracteristicas de anillo conmutativo unitario.
Se pueden comprobar una a una.

Lema 3. Las unidades de K[X] son los polinomios de grado 0, es decir, los P(X) = ag, con ag € K*.

Demostracién. Es muy facil comprobar que el inverso de P(X) = ag se trata de P71 (X) = ag L

donde ag es el inverso en el grupo (K*,-). En efecto, P(X)P~'(X) = apay ' = 1. Ahora veamos que
si un polinomio cualquiera P(X) tiene inverso, P~!(X), debe ser que gr(P(X)) = 0. De otro modo,
gr(P(X)P~Y(X)) = gr(P(X)) + gr(P~1(X)) > 0, luego ese producto no puede ser la unidad.

9.1. Divisibilidad

Definicién 28. Sean P, Q € K[X]. Se dice que P divide a @ si IR € K[X] tal que RP = Q. Se denota
P|Q.

Estas son algunas propiedades:

Si P|Qy @ # 0, entonces gr(P) < gr(Q).

» Si P|Q entonces P|RQ VR € K[X].

Si P|Q y P|R, P|Q+ R.

= Sean C1,Cs € K[X]. Si P|Q y P|R, entonces P|(C1Q + C3R).

Que se demuestran facilmente a través de la definicién, del mismo modo que se hizo para nimeros
enteros. Asimismo siguen los resultados ya familiares:
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Teorema 8 (Divisién euclidea). Sean P(X), Q(X) € K[X], @ # 0. Entonces, 3C(X), R(X) € K[X]
tales que gr(R) < gr(Q) y P = CQ + R. Ademds son inicos.

Demostracién. Se hara por inducciéon sobre el grado de P, para un ) dado. a; denota los coefi-
cientes de P y b; los de Q. Veamos que si gr(P) < gr(Q), sencillamente: P = @ -0 + P. Para el
paso inductivo, supongamos que se verifica para gr(P) < n, con gr(P) > gr(Q). Entonces también
lo hace si gr(P) = n. Para probarlo, sea P = P — {=X"""Q(X), donde m = gr(Q). Entonces,
P=a,X"+an 1 X" 4ot ag — X by X A by 1 X 4 b0) = (An1 — £2bm 1) X"
(ap—o — %bm_g)X"_2 + ...+ (ap — %bo), que es de grado menor a n. Por hipétesis, 3C,R e K[X] tales

que P = QC + R. Entonces, P = QC + R + %X"‘mQ = Q(g—;X”_m + C’) + R, probando lo que se

querfa puesto que ademds por hipétesis gr(R) < gr(Q).

Para la probar la unicidad, veamos que si P = C1Q + R; y P = C3Q + Rz, entonces, restando,
(C1—C3)Q = Ry — Ry. Pero gr(Rs — Ry) < gr(Q), luego el tnico modo de que se verifique esta igualdad
esque C; —Cy =0 = (7 =(Cs. O

Proposicién 24. Si P|Q y Q|P, entonces Q = aP con a € K*.

Demostracién. Tenemos que para unos R, S € K[X], se tiene que PR = Q y QS = P, de modo que
PRS = P, luego gr(PRS) = gr(P) = gr(RS) =0 = gr(R) =0. Asi pues, R=a con a € K*| y
P-a=Q.

Definicién 29. Un polinomio es ménico si su coeficiente principal es 1.

Teorema 9 (Maximo comin divisor). Sean P,Q € K[X], con al menos uno distinto de 0. Entonces,
AD(X) € K[X] que verifique:

1. D|P y D|Q
2. 30U,V € K[X] tales que D=UP+VQ
3. D es monico

D se denomina mdzimo comin divisor, y ademds verifica que si S € K[X] cumple S|P y S|Q,
entonces S|D.

Demostracién. Serd por induccién sobre min(gr(P), gr(Q)). Para el caso base, supongamos que tal
minimo es —oo, y sin perder en generalidad, que es ) = 0. Entonces, D = g, donde a es el coeficiente
principal de P. En efecto, D|0 y D|P (0D = 0y aD = P). Ademaés, satisface la identidad de Bézout:
D= %P +1-0, y es ménico puesto que se ha dividido P por su coeficiente principal.

Ahora supongamos que se cumple si min(gr(P), gr(Q)) < n. Veremos que también lo hace para tal
minimo igual a n. Sin perder en generalidad, sea @ el de menor grado. Por divisién euclidea, 3C, R € K[X]
con gr(R) < gr(Q), tales que P = CQ + R. Como min(gr(Q), gr(R)) < n, por hipdtesis de induccidn,
3D con las propiedades de mecd para @ y R. Pero entonces:

1. Como D|Q A D|R = D|(CQ + R) = DIP.

2. Como 3U,V € K[X] tales que D =UQ+VR, entonces D = UQ+V(P—CQ) = (U—VC’)Q+VP,
luego también se verifica la identidad de Bézout con Py Q.

3. Evidentemente, por hipédtesis, D es ménico.

Entonces, Imcd(P, Q) = D. O
De la demostraciéon se desprende que si P = CQ + R, gr(R) < gr(Q), entonces mcd(R,Q) =
med(P, Q), luego se aplica también el algoritmo de euclides.
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Definicién 30 (Polinomios irreducibles). Sea P € K[X], P # 0. P es reducible si 3Q, R € K[X], con
gr(Q), gr(R) < gr(P), tales que P = RQ. P es irreducible si no es reducible, es decir, si P = RQ =
gr(R) =0V gr(Q)=0.

Proposicién 25. Sea P € K[X] drreducible tal que P|QR. Entonces, P|Q V P|R. Inductivamente, si
P|Q1Q2...Q,, entonces, 3j € N, 1 < j <r tal que P|Q);.

Para probar lo primero, veamos que si P|Q hemos acabado. Si P 1 @, entonces med(P, Q) = 1 puesto
que P es irreducible, asi que solo lo dividen unidades o él mismo. Como P t @, el maximo divisor comun
ha de ser una unidad, y como debe ser mdnico, serd el 1. Entonces, por Bézout, A, B € K[X] tales que
AP+ BQ =1, de modo que APR+ BQR = R. Como P|APR y P|BQR por hipdtesis, entonces P|R. O
Proposicién 26. Sea Q € K[X], con gr(Q) > 1. Entonces, 3¢ € K* y Py, P, ...P, mdnicos irreducibles
tales que Q@ = cP1 Ps...P,., y son unicos salvo el orden.

La prueba es analoga a la del teorema fundamental de la aritmética para N.

9.2. Raices de un polinomio

Definicién 31. Si P(X) = >"}_, axX* € K[X], se define su funcién polinémica por f, : K — K, con
f(x) = >4_, axx®. Muchas veces se denota directamente por p(z).

Definicion 32. a € K es raiz de P(X) si y solo si p(a) = 0, es decir, si su funcién polinémica se anula
en ese punto.

Proposicién 27. Sea a € K, y P(X) € K[X]. Entonces, el resto de dividir P(X) por (X — a) es P(a).
Por tanto, (X —a)|P <= p(a) =0.

Demostracién. Veamos que P(X) = (X — a)C(X) + R(X) es la divisién euclidea, y gr(R(X)) < 1,
luego R(X) = r € K. Evaluando las funciones polinémicas: p(a) = (a — a)C(a) + r = p(a) =r.
Observacion 17. Sea P € K[X], con gr(P) > 2. Entonces, si tiene una raiz a € K, es reducible, dado que
es divisible por X — a de grado menor.

Proposicién 28. Si P(X) es de grado impar mayor que uno, en R tiene una raiz y por tanto es reducible.

Se puede aplicar el teorema de los valores intermedios (ver més en los apuntes de Célculo I). La funcién
n—1

polinémica es continua, y como p(z) = z"(a" + *—— + ... + 2% ), entonces, si a, > 0, h’rf p(z) =400y
r—r 400
lim p(z) = —oco, de modo que hay valores en los que p(z) > 0 y otros en los que p(z) < 0, luego ¢ € R
T——00
tal que p(c) = 0. Si a,, < 0 el procedimiento es anélogo.

Proposicién 29. Sea P(X) =Y, _, aprX®, cona, € ZVk €N, 0 <k < n. Sea también q = =, ambos
coprimos, es decir, la fraccion en forma irreducible, y con uw € Z y v € N. Entonces, p(q) = 0 =
ulag A v|an.

Asf, por ejemplo, el polinomio P(X) = 2X? — 3X + 1 no puede tener raiz 2, dado que 21 1.

Demostracion. 0 = p(q) = >_1_, aj(:j—;). Podemos multiplicar ambos lados por v™: 0 = > _, aju/v" 7.

-1 i . . . .
Como v| Y, a;u/v" "7, despejando de la igualdad anterior con 0, se tiene que v| — a,u™, pero como v
es coprimo con u, se tiene que v| — a,, = vl|a,, y de manera andloga se prueba para ulag.

Observacion 18. Si P € K[X]y a € K esrafz de P, entonces P(X) = (X —a)Q(X), con gr(Q) = gr(P)—1.
Repitiendo inductivamente:
Proposicién 30. Si P(X) € K[X], Jay,as,...am € K y U(X) € K[X] tales que P(X) = U(X) ]2, (X —
a;), con gr(U) = gr(P)—m y U irreducible.
Una consecuencia es que si P es de grado n, entonces tiene a lo sumo n raices. Se conoce como

multiplicidad de una raiz al nimero de veces que aparece en la lista mencionada anteriormente, (a1,
a2, ... ). Alternativamente, a es raiz de multiplicidad k si (X — a)¥|P y (X —a)¥*+1 ¢ P.
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9.3. Irreducibilidad en los diferentes cuerpos

Para los cuerpos de coeficientes C y R es inmediato distinguir qué polinomios son irreducibles y cuales
no:

Teorema 10 (Fundamental del dlgebra). Sea P € C[X], con gr(P) > 1. Entonces, P tiene una raiz en
C y por tanto es reducible.

Como consecuencia, se tiene que si P € C[X] de grado n y de coeficiente principal ¢ € C, entonces
321, 22, ...z, € C tales que P = ¢[[;_, (X — 2;). Asi, los tinicos polinomios irreducibles en C[X] son
los de grado 1. Este corolario se prueba por induccién en n y usando el teorema fundamental.

Proposicién 31. Sea P € R[X], y z € C una raiz de P considerado en C[X]. Entonces también es raiz
z.

n

Demostracién. Estd claro que 0 = Y7 | a;2%, donde P(X) = >, a;X". Tomando conjugados,
0=0=>0" a2z =37 a2 =7 a7z dado que los a; son reales luego sus conjugados son
ellos mismos.

Como consecuencia, las raices complejas no reales de P aparecen por pares, luego todas las raices
son ay, s, ...am € R,y B1,81,...8r, fm € C\R. Como se tiene que V3 € C, (X — B)(X — ) = X? —
2X Re(B) + | 3|2, entonces:

Proposicién 32. Sea P € R[X], con las raices indicadas arriba y coeficiente principal ¢ entonces
P=cIIM (X — ;) [[;—(X? = 2Re(B;) + |B:i]?) es su descomposicion en factores irreducibles.

Esto es asi dado que, como se ha visto, los factores se pueden escribir de esta manera, y ademas los
factores cuadraticos son irreducibles en R porque como se ha visto sus 2 raices son complejas no-reales.
Por tanto, los polinomios irreducibles en R[X] son los de grado 1 y los de grado 2 sin raices
reales, es decir, los de forma aX? 4+ bX 4 c con a # 0 y b? < 4ac.

Ahora vamos a estudiar una serie de criterios para irreducibilidad en Q[X], que no es tan sencillo.
Para ello, antes:

Definicién 33. Se dice que P € Z[X] es primitivo si y solo si med({a;}!"y) = 1, es decir, si no hay un
factor comuin a todos sus coeficientes.

Lema 4 (Gauss). Sea P € Z[X] primitivo. P es irreducible en Z[X] <= P es irreducible en Q[X].

Demostracién. Se va a probar, equivalentemente, que P es reducible en Q[X] <= P es reducible en
Z[X]. Evidentemente se tiene <= al ser Z C Q.

Ahora, como lema previo, observemos que si A, B € Z[X| son primitivos también lo es C = AB.
Si no lo fuese, 3d|cx VO < k < n. Si p es primo tal que p|d, entonces p|ci. Ahora, sea [ el menor niimero
tal que p 1 a;. Entonces, plag si k < I. Asimismo, sea r el menor tal que p 1 b,.. Entonces, p|b si k < r.
Como ¢j4r = aiby + {akbm tetm=itrs ¥ PlCitr, PI{akbm }ktm=i+r, se tiene que pla;b,, contradiciendo el
hecho de que no divida a ninguno.

Visto este lema, se procede a probar = . Supongamos que P = Q1Q2, @; € Q[X] y gr(Q;) > 1. Sa-
bemos que J¢; € Q tal que Q; = ¢;A; con A; primitivo (para obtenerlo, sacar los factores correspondientes
de @Q; hasta que quede con coeficientes enteros sin factores comunes). Entonces, P = q1q2 A1 42 = §$ A1 A,
con a, b coprimos. También podemos suponer a, b > 0, si no, basta con introducir el signo negativo en Aj.
Asi, bP = aA; As. Como Aj Ay es primitivo por el lema anterior, sigue que med({coeficientes de a Ay As})
= a, y ademds, como P es primitivo, mcd({coeficientes de bP}) = b. Como son exactamente los mismos
polinomios, sigue que a = b, de manera que P = A; A, luego es reducible en Z[X]. O
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Teorema 11 (Criterio de Eisenstein). Sea P(X) =" a;X* primitivo (luego en Z[X]), y supongamos
que Jp € N primo tal que pla; Vi € N, 0<i<n—1, pta, yp®tao. Entonces P es irreducible en Z[X],
y por el lema de Gauss en Q[X].

Demostracién. Por reduccién al absurdo. Supongamos que P(X) = B(X)C(X), con grB,grC > 1.
Denotamos grB = r, grC = s, luego gr P = r+s = n. También denotamos a; los coeficientes de P, y b;, ¢;
los de B y C. Sabemos entonces que ag = bgcg, a1 = bgcy + bicg, as = bgcs + bicy + bacy, ... . Tomando
clases en Z,, se obtiene que ag = %CT], a1 = bper + bicg... Es decir, que si denotamos f(X) = Z?:o .

B(X) =YY" ,b;X", C(X) = Y1 ,&X", se verifica que P = BC. Ahora bien, sabemos que a; = 0 si
0<j<n-—1,ya, #0. Asi, P =a,X"™ = BC. Debe ser entonces que B = b, X" y C = ¢; X*. Entonces
se tiene p|by y plco para que no haya término de grado 0 en B ni en C. Asi, p?|byco luego p?|ag, lo cual
es contradictorio. O

De esta prueba se extrae una importante observacion:
Observacion 19. AB = A- B con A, B € Z[X].

Que ya hemos probado durante la demostracién anterior. Entonces se deduce otro criterio de irredu-
cibiliad:

Proposicién 33. Si P € Z[X] es primitivo, reducible en Z[X], entonces P es reducible en Zy[X] (p1 an
para evitar que se anule al tomar clases). Como consecuencia, si Ip € N primo, con ptan, tal que P es
irreducible en Z,[X], entonces es irreducible en Z[X] y por tanto en Q[X].

En efecto, si P = AB con grA, grB > 1, entonces como P = A - B, se tiene que es reducible también
en Zy. O
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