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Acerca de este documento

Estos apuntes son una versién revisada de los de la asignatura Teoria Algebraica de Ntmeros del
grado en matematicas, tomados en Enero de 2022 por Miguel Gonzélez. La asignatura fue impartida por
Adolfo Quirés. A los apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves
parrafos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado
los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).
= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.
Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Teoria Algebraica de Nimeros

Esta asignatura es una introduccion a la teoria algebraica de niimeros, cuyo objetivo es dar respuesta
a preguntas de teoria de nimeros utilizando para ello herramientas algebraicas como la teoria de anillos,
dominios de Dedekind o grupos de clases, entre otros.

Se establecen con estas herramientas resultados como la ley de reciprocidad cuadratica o el teorema
de navidad de Fermat.

Requisitos previos
1. Conocimientos de aritmética (factorizacién y congruencias, entre otros).

2. Conocimientos de algebra (grupos, anillos, cuerpos).
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1. Introduccion

1.1. Ternas pitagoricas y enteros gaussianos

El objetivo que se plantea es resolver la ecuacién z2+y? = 22 en los racionales positivos. Multiplicando
y dividiendo por los factores adecuados, esto se reduce a encontrar soluciones a la ecuacién en los enteros,
en las que z,y, z son coprimos dos a dos.

Definicién 1. Una terna pitagoérica es una 3-tupla (z,y, 2) € Z3 con (z,y,2) = 1.

Obsérvese que por motivos de paridad, y eliminando el caso x =y =z =0 mdd 2 por coprimalidad,
ha de ser que tanto z como uno de = o y sean impares (para ver que z no puede ser par ha de hacerse
mddulo 4), asi que sin perder generalidad podemos asumir que el tnico par es y.

Proposicién 1. Se tiene que (r,y,z) es una terna pitagérica (con y par) si y solo si x = m? — n?,

y=2mn y z=m?+n? para m >n >0 coprimos y de distinta paridad.

Demostracién. La implicaciéon <= se verifica inmediatamente. Para la contraria, obsérvese que
y? = 22 —2? = (z+2)(2 — ). Estos dos factores sabemos que son pares, es decir t+2z = 24y z—x = 2B.
En caso de que p|A, B para cierto primo p, se tendria p|(A + B) = z y por tanto, como también plz + 2z
se tendria p|x, contradiciendo la coprimalidad. Entonces, A y B deben ser coprimos, y como y? = 4AB
se sigue que de hecho A = m? y B = n? para ciertos ntimeros m,n coprimos. Operando z + z = 2m? y
2z — 2 = 2n? se obtienen las expresiones deseadas. O

Ahora consideramos el problema de resolver a? = 22 + y? donde a € Z es fijo y x,y € QF. Un
método de resoluciéon es poner y = rx — a, donde r € Q. En ese caso, la ecuacién queda reducida a
una cuadratica en x cuyas soluciones son racionales: x = T%Zfl, = (T:{Jrll) 2 Es decir, intersecando estas
rectas de pendiente racional y ordenada en el origen —a con la circunferencia de radio a, los puntos tienen
coordenadas racionales. Ademads, si se pone r = * y a = 1 se recupera el caso de las ternas pitagoricas.

Esto es asi porque resolver 22 +y2? = 22 en los enteros es lo mismo que X2 +Y? = 1 en los racionales.
Es decir, buscamos los puntos de coordenadas racionales de la circunferencia unidad. Este conjunto se
denota por C(Q) = {(z,y) € Q? : 22 + y? = 1}. La construccién a continuacién permite obtener todo el
conjunto a partir de un punto conocido del mismo (en este caso, el (1,0)):

Proposicién 2. Existe una biyeccion entre Q y C(Q) \ P, donde P = (1,0).

Demostracion. La biyeccién consiste en enviar el » € Q al punto de interseccién de la recta que une
(0,7) con P. Este punto, dado que la recta es Y = (1 — X) -7, debe verificar X2+ (1 — X)?-72 =1, y por
tanto se trata del (:2—;}, %) Se comprueba inmediatamente (invirtiendo el proceso) que todo punto

de C(Q) \ P proviene de esta construccion. O

Observacion 1. En el argumento anterior, Q se puede reemplazar por cualquier cuerpo K de caracteristica
distinta de 2, y cualquier punto P € C(K). Esto es asi porque el polinomio de grado 2 que aparece en
la demostracién tiene como una de las raices P, y coeficientes en K, luego la otra raiz también tiene
coeficientes en K. De hecho, puede sustituirse C' por cualquier conica irreducible.

En particular, si una cénica irreducible tiene un punto de coordenadas racionales, tiene infinitos.
El problema de las ternas se puede resolver asimismo considerando el anillo de los enteros gaussianos
Z[i] C C, donde Z[i] = {a + bi : a,b € Z}.

Proposicién 3. El anillo Z[i] es un dominio euclideo, siendo la funcién de grado la norma: d : Z[i]\{0} —
N, dada por d(a+ib) = a®+b? = (a+ib)(a—1ib). En particular, es de ideales principales y de factorizacion
unica.
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Demostracion. Pongamos o« = a +bi y = ¢+ di. El niimero % € Q(¢) puede expresarse redondeando
las partes real e imaginaria al entero mas cercano, es decir, poniendo: % = (n1 + s1) + (na + s2)i, donde
ny,ne € Z, $1,82 € Qy |si| < % Sean =mny +ing y s = s1 + isy. Entonces, la divisién euclidea viene
dada por a = n3 + sf3, y efectivamente el resto, si s # 0, cumple d(sf3) = d(s)d(8) < 3d(8) < d(B). O

Con esto, es facil resolver el problema pitagérico en este anillo. En primer lugar, se factoriza 2% =
(x 4+ iy)(xz — iy). Los elementos (z + iy) y (z — 4y) no tienen factores irreducibles comunes, dado que si
7| (x + iy) y 7|(z — iy), se tiene 7|2z, y ademds como |22 entonces 7|z. Como 2z y z son coprimos, se
tiene que 2za + bz = 1 para ciertos enteros a,b, lo que indicarfa que 7|1 y por lo tanto deberia ser una
unidad, no siendo irreducible entonces.

De ello se deduce que (z + iy) = u(m + ni)?, con u € U(Z[i]), es decir, que es un cuadrado perfecto
salvo a lo sumo una unidad que se cancele al elevar al cuadrado. De cualquiera de las posibles elecciones
de u ({1,—1,4,—i}) se recuperan las expresiones * = m? —n? y = 2mn y z = m? + n? ya conocidas.

1.2. Ultimo teorema de Fermat y descenso infinito

Este es el ultimo teorema de Fermat:

Teorema 1. Sea n € N, n > 3. No existen soluciones enteras z,y,z € Z \ {0} para 2™ + y" = 2.

Factorizando n, es facil ver que basta con probarlo si n = 4 o bien n = p primo impar. Demostrar el
teorema en su totalidad es muy complicado, pero podemos resolver algtin caso sencillo con la técnica del
descenso infinito. Por ejemplo, el caso n = 4 sigue inmediatamente del siguiente resultado:

Proposicién 4. La ecuacion z* = y* + 22 no tiene soluciones enteras no triviales o, equivalentemente,

no existen tridngulos rectdngulos de lados enteros cuya drea sea un cuadrado.

Demostracién. Para establecer la equivalencia entre los dos enunciados, consideramos un tridngulo
pitagérico de lados a, b, c con (a,b,c) = 1 (en caso de no ser primitivo, como el drea es A = %b podria
seguir dividiéndose por el factor comin y el drea seguiria siendo un cuadrado). Ya sabemos que entonces
a=m?>-n%b=2mnyc=m?>+n? conm >n >0, (mn) =1y m — n impar. Entonces,
A = (m? —n?)mn = (m — n)(m + n)mn, de donde sigue que cada uno de los 4 factores es cuadrado
perfecto al ser todos coprimos (esto se comprueba facilmente usando las propiedades de m y n). Escribimos
m = z2, n=1y> m+n=u? m—n =02 donde u,v son impares y coprimos. Si definimos z = uwv,
entonces se satisface:

22 4yt =gt

y, reciprocamente, toda solucién de esa ecuacién permite poner ¢ = z* — y*, b =222y y c = z* + ¢*
para obtener un tridngulo pitagoérico de area cuadrada.

Ahora resta ver que esto no puede darse. Para ello, véase que 2y* = y% +y? = (22 —v?) + (u? — 2?) =
(u + v)(u —v). Como u,v son impares, debe darse (v + v,u — v) = 2 (dado que w,v no tiene factores
en comun, y w + v, u — v son pares pero no pueden tener como factores mas potencias de 2 dado que
entonces su suma, u, serfa par). De esa expresion (2y% = (u + v)(u — v)) se sigue que y ha de ser par y
que {u+v,u —v} = {2r? 4s%}. De aqui, u = 72 + 252 y |v| = r?2 — 252, y por lo tanto:

22 = u? + v?
2

lo que indica que el triangulo de lados (r?,2s?, ) es pitagérico, y ademés tiene drea: A = r

cuadrada. No obstante, su hipotenusa es # < z* + y* = z. Iterando el proceso, se obtiene una infinidad

de triangulos soluciéon de hipotenusas estrictamente decrecientes, cosa que es imposible que exista dado
que las hipotenusas son ntimeros enteros. O

— (?“2)2 4 (282)2

282,
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1.3. El teorema de Navidad

Lema 1. Sea p un primo impar. Entonces, 3a € Z con a> = —1 méd p < p=1 méd 4.

p—1

Demostracién. Para = , sabemos del pequefio teorema de Fermat que 1 = a?~! = (a?)2 =
(71),72;1 méd p, luego % es par, como se querfa. Para <=, obsérvese que dado un b € Z/pZ \ {0},

se tiene que o bien b"7 = —1 méd p, 0 bien b"7 =1 méd p, dado que su cuadrado es 1 y Z/pZ es
un cuerpo. Ademsds, como los polinomios X B ilenZ /PZ]X] pueden tener a lo sumo prl raices, sigue

que de hecho la mitad de los elementos de Z/pZ \ {0} verifican la primera congruencia, y la otra mitad

la segunda. En cualquier caso, tomando b de tal modo que b7 = —1 méd p, se pone a = b*, donde k
es el valor tal que % = 2k, y verifica lo deseado. O

Teorema 2 (De Navidad). Sea p un primo. Entonces, Ja,b € Z con a®> +b* = p <= p =2 o bien
p=1 mdd 4.

Demostracion. p = 2 es inmediato. Ahora, para = basta con darse cuenta de que si p =3 méd 4,
entonces a® + b = 0,1,2 méd 4 asi que no puede ser p. Para <= , tenemos del lema previo un a con
a? = —1 méd p, de donde a? + 1 = mp para cierto m con 0 < m < p. A continuacién aplicamos descenso
para reducir el m hasta 1. Para ello, notamos que (a,b = 1) es solucién de 2% + y? = mp. Si m > 1,
elegimos u = @ méd m y v = b mdéd m, de tal modo que |ul, [v] < F. Esto es posible porque m > 1,
considerando los representantes médulo m centrados en 0.

Como a? + b = mp, sigue que m|a® + b?, pero también m|au + bv, m|av — bu y m|u® +v? (por como
se han elegido w y v médulo m). Ahora consideramos la ecuacion:

(u? +v?)(a® + %) = (au + bv)? + (av — bu)?.

Como se ha explicado, es divisible enteramente por m?:

u? + v? a® + b? au+bv\ > av —bu\’
(=) (5) - () + ()
pero “i‘;bz = p. Por tanto, la ecuacién se lee como: kp = a? + b?, donde ademés k = “2;;“2 < <m
por como se escogieron los u,v. Esto decrementa el m y permite iterar hasta que m = 1. O
Obsérvese que la prueba es constructiva, es decir, proporciona un algoritmo para obtener la descom-
posicién de p. Este algoritmo primero requiere de encontrar una raiz de —1 en médulo p (para lo cual
el lema previo provee otro algoritmo, que consiste en hallar una raiz p;Ql—ésima de —1, que la mitad de
los elementos lo son, y elevarla al k adecuado). Después, se escribe a? + 1 = mp y se toman los u,v del

siguiente paso, que ademas decrecen el valor de m rapidamente.

w3

1.4. Cuerpos ciclotémicos para el dltimo teorema de Fermat

Tras haber demostrado el ultimo teorema de Fermat para n = 4, falta demostrarlo para los primos p
impares. En concreto vamos a centrarnos en el caso més sencillo en el que p t z,y, z, es decir, p no divide
a ninguno de los elementos de la terna primitiva.

3

Observacion 2. Si 23 + y3 = 23 es una solucién primitiva, entonces 3 | xyz.

Demostracién. Obsérvese que si 3 1 a, entonces a® = +1 méd 9. Entonces, si 3 { 2yz, lo que sucede es
que moédulo 9 la ecuacién toma la forma +1 + +1 = +1 lo cual es imposible. O

Esto nos deja el caso en que p > 5 un primo impar, y que vamos a intentar resolver en los enteros
ciclotémicos.

Definicién 2. Fijado p > 5 se denota (, = et €Cla p-ésima raiz de la unidad. Recordemos que el
polinomio minimo en Q es el ciclotémico ®,(X) = ))((pjll =14+ X+ -+ XL
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Cuando esté claro, se prescindird del subindice p.

Observacion 3. Si xP + yP = zP, se tiene en Z[(] la factorizacién:

2P =(x+y)(r+Cy) ... (x+ P ty).
Demostracién. Esto sigue de que X? — 1 = Hz;é(X — (%), poniendo X = _iy y multiplicando por
(—y)P a ambos lados. O

Proposicién 5. Consideramos la factorizacion anterior de xP + yP = zP. Si p t xyz, entonces (x + (y)
no comparte factores irreducibles con (x + C*y) para k#1,0<k<p—1.

Demostracién. Tomamos 7 € Z[(] un irreducible que cumpla 7|z + (y, y por tanto 7|zP. Si se tuviera
7|z + Fy, entonces, restando, 7|y¢(1 — ¢¥~1). Como ¢ es una unidad (tiene el inverso ¢?~1), entonces
asimismo 7|y(1 — ¢¥~1), de donde sigue que 7T|yH§;é(1 — () = y®,(1) = yp.

No obstante, en Z se tiene que (2P, yp) = 1 porque p 1 z, luego podemos escribir az? + byp = 1 lo que
implicarfa 7|1 contradiciendo irreducibilidad. O

De donde sigue el importante resultado:

Proposicién 6. Consideramos la factorizacion anterior de xP + yP = 2P. Sip > 5 es un primo tal que
Z[(y) es un dominio de factorizacién dnica, asi como p { xyz, entonces x + y( = uaP para cierta
unidad v € U(Z[C]) y o € Z[(].

Demostracién. Descomponiendo zP en factores irreducibles, todos ellos aparecen elevados a p. Por
factorizacién unica, todos estos factores han de dividir a uno de los elementos de (z+y)(z+(y) ... (x+
¢P~1y) (dado que también son primos). En cuanto uno de esos factores 7 divida a (z+(y), toda la potencia
7P lo divide porque no pueden compartirse factores por la proposiciéon previa. O

Con este resultado ya es posible avanzar en el dltimo teorema de Fermat. Introducimos unas defini-
ciones necesarias:

Definicién 3. Dados «, 8 € Z[(], se dice que a« = mdd p si a — 8 € pZ[(].
Obsérvese que esta relacién es compatible con la conjugaciéon compleja. Vamos a caracterizar la relacion
y a mostrar que si «, 8 € Z C Z[(], esta coincide con la habitual.

Observacion 4. En Z[(], todo elemento « se escribe de manera tnica como ag + a1 + -+ + a,—2(P~2,
para coeficientes a; enteros. Con esta escritura, pla <= pla;, 0 < j <p—2.

Razén. Esto es porque el grado de la extensién es p—1, dicho de otro modo, (P~! = —1—(—---— (P72,
lo que permite reducir las potencias superiores a p — 2. La segunda afirmacién sigue de que si a = pg
entonces a; = pb; donde (b;) son los coeficientes de 8, dado que p € Z.

Observacion 5. Si (aj) y (b;) son los coeficientes de a y § respectivamente en la descomposicién anterior,
entonces « = f méd p <= a; =b; mdd p. En particular, la relacién de equivalencia extiende a la de
Z.

Razon. Sigue directamente de la segunda afirmacién de la observacion previa.
Ya solo resta el siguiente resultado para poder demostrar el caso deseado del ultimo teorema de
Fermat:

Proposicién 7. Dado a € Z[(], se tiene que o =n mdd p para un n € Z.

Demostracién. Como moédulo p se cumple que elevar a la p es un homeomorfismo, entonces, si o =
> arCk, se tiene que o =" ol ¢ =" af. -

Proposicién 8 (Primer caso del dltimo teorema de Fermat). Sea p > 5 un primo tal que Z[(,] es un
dominio de factorizacién dnica, y (r,y, z) una solucion primitiva de 2P +yP = zP. Entonces, p | xyz.
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Demostracién. De un resultado previo sabemos que x + y( = uaP, luego, del lema previo, x + y{ = un
méd p con n € Z, de donde, conjugando, x + y(?~! = an mdéd p. Un resultado de Kummer afirma que

las unidades de Z[(] verifican & = ¢* para cierto k, luego podemos escribir

z+y¢ =un=Can = (z+y¢P N = ot +y¢h

de donde se sigue que p|[(z + y¢) — (x¢* + y¢F~1)].

Continuamos el estudio por casos segin el valor de k. Si k = p, entonces la igualdad se lee p|ly(¢ —
P YH =yl +1+¢+--+¢P?), de donde ply + 2yC + y(? + - -+ y¢P~2, que ya esta escrita en la base
de potencias de ¢ y por tanto p divide a todos los coeficientes, en particular p|y.

Si k = p — 1, entonces la ecuacién pasa a ser p|lz + y¢ —y(P~2 —x(-1—(—---—(P~2). Como p > 5,
el término (P~3 aparece de manera no nula con coeficiente x, luego p|x.

Para 1 < k < p — 2, la ecuacién p|[(z + y¢) — (z¢* + y¢*¥~1)] ya estd escrita en la base, y el término
constante es, si k # 1, z, luego plz, y si k = 1, es & — y, luego p|z — y y por tanto x = y mdd p.
Pero, en este caso, reaplicando el argumento a zP + (—z)? = yP, sigue que z = —z mdd p, de donde
2aP = aP + yP = 2P = —aP mdd p, luego p|3zP de donde p|x. O

Obsérvese que solo funciona si Z[¢] es un dominio de factorizacién dnica, cosa que no siempre ocurre,
como en Z[(23]. Esta condicién puede relajarse ligeramente atendiendo a los ideales en Z[(] en lugar de
a los elementos en si, basandose en el siguiente resultado de Dedekind:

Teorema 3 (Dedekind). Sea I C Z[(] un ideal no vacio. Entonces I = py -----p, de manera unica,
donde los py son ideales primos.

Aqui el producto de ideales denota el ideal formado por sumas finitas de productos de elementos de
los ideales. Es decir, AB = {>_ a;bj :a; € A b; € B}.

jEJ,|J|<c0

Definicién 4. Dados ideales I, J C Z[(], se dice que son equivalentes, I ~ J, si ol = 8J para «, 8 € Z[(].
El conjunto cociente J/ ~, donde J son todos los ideales, resulta ser un grupo abeliano finito con el
producto, donde el neutro es la clase formada por todos los ideales principales.

Definicién 5. Se define el niimero de clase de p como h, = [J/ ~ | < oc.
Definicién 6. Un primo impar p es regular si p { h,.

Lo que relaja un poco las condiciones del primer caso del teorema de Fermat que se ha demostrado
anteriormente:

Proposicién 9. Sea p > 5 un primo regular, y (x,y, z) una solucidn primitiva de xP +yP = zP. Entonces,
p | xyz.

Demostracién. Lo tnico que necesitamos es que x + y( = uaP, que es el Unico paso que dependia
del dominio de factorizacién tinica. Partimos de la igualdad de ideales principales: (2)? = (z 4+ y)(z +
Cy)...(x+ (P ly), y supongamos que hay un ideal primo p que divide a (z + y¢) y a otro (z + y¢*) con
k # 1. Entonces, (z +y¢) C p y (x +y¢*) C p, de donde, restando, y¢(1 — ¢*~1) € p, y, por ser ¢ unidad,
entonces y(1 — ¢*~1) € p, de donde yﬂf;é(l —¢’) € p y por tanto y®,(1) = yp € p. Como también se
tenia que p|(z)P, y hay factorizacién tnica en los ideales primos (por el resultado anterior de Dedekind),
entonces p|(z) luego z € p y como ademds (py, z) = 1, entonces myp + bz = 1 € p, contradiciendo que p
sea primo.

Por lo tanto, se tiene que (x4 y(¢) = I? para cierto ideal I (repitiendo el argumento de la Proposicién
6 y usando el teorema de Dedekind para la unicidad). Por tanto, como IP es principal, en el grupo de
clases sigue que o(I)|p, pero ademds o([I)|hp, y como p es regular, entonces forzosamente o(I) = 1 asi que

I es principal, luego (x 4+ y¢) = («)? y por tanto z + y¢ = ua?. O
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2. Cuerpos de nimeros y anillos de enteros

2.1. Cuerpos de nimeros y niimeros algebraicos

Definicién 7. Un cuerpo de nimeros es un subcuerpo K C C (por lo tanto, Q C K), que verifica
[K : Q] < c0.

Un resultado conocido de la teoria de extensiones de cuerpos es:
Teorema 4 (del elemento primitivo). Dado un cuerpo de nimeros K, se tiene un o € C con K = Q(«).

Como veremos posteriormente, los cuerpos de nimeros se relacionan estrechamente con los conocidos
como nimeros algebraicos, cuya definiciéon se presenta a continuacién.

Definicion 8. Se dice que o € C es algebraico si 3P € Q[X] \ {0} tal que P(«) = 0.

Observacion 6. Puede suponerse que P es moénico, dividiendo por su coeficiente principal. Asimismo, si
de todos los polinomios moénicos que se anulan en o tomamos uno de grado minimo, que denotaremos
P,(X), se tiene que este es irreducible.

De lo contrario, escribirfamos P, = @1 - (J2, ambos no constantes, y alguno de ellos deberia verificar
Qi(a) = 0 por regularidad de Q, de donde se contradice la minimalidad del grado.

Proposicién 10. Dado o € C algebraico, se tiene que P € Q[X]\ {0} anula a « <= P,|P.

Demostracion. <= es evidente, y para = basta con poner P = QP,, + R por divisién euclidea, de
donde sigue que R(«) = 0 y por minimalidad del grado de P, debe ser R = 0. O

Por tanto, P, es tnico y se denomina polinomio minimo.

El siguiente teorema relaciona los cuerpos de nimeros con los nimeros algebraicos:

Proposicién 11. Dado a € C, equivalen:

1. « es algebraico.

2. Q(«) es un cuerpo de nimeros.

3. Se tiene un cuerpo de nimeros K con o € K.

Demostracion. Para 1 = 2, sea P el polinomio minimo de «. Consideremos el cuerpo K = %,
que es un cuerpo por irreducibilidad de P. Se tiene que la aplicacién T +— « es un isomorfismo de cuerpos
con Q(«) (estd bien definido porque envia el P(X) al 0 dado que P(a) = 0, es inyectivo dado que como P
es minimo, el tnico elemento que se anula es el ideal generado por P, es decir, el neutro, y es sobreyectivo
porque tanto a como Q estdn en su imagen).

Para 2 = 3, basta tomar K = Q(«).

Para 3 = 1, si dim K = n entonces se tiene que {1, ,...,a™} son linealmente dependientes, de
donde > 7_;aja’ = 0y entonces v anula al polinomio 7 a; X7. O

Definicién 9. Se define el cuerpo de los nimeros algebraicos Q como el conjunto de todos los
nimeros algebraicos.

Proposicién 12. Se tiene que Q es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostracién. Para ver que es un cuerpo, si a € Q, por el resultado previo se tiene Q(a) € Q luego
en particular —a, a1 son algebraicos. Asimismo, dado otro 8 € Q se tiene que Q C Q(a) C Q(«v, B) es
finita (por el resultado previo) y entonces o+ y aff son algebraicos al pertenecer al cuerpo de nimeros

Q(a, B).
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Ahora veremos que es algebraicamente cerrado. Sea P(X) = ;0 X J un polinomio con a; € Q. Dado
v € C con P(v) = 0, se tienen las extensiones:

Q C Q(ao) - Q(QOaal) c---C Q(a()?' "aan) C Q(GJOP")an)’Y)v

todas ellas claramente finitas, de donde v € Q. O

Ahora nos preguntamos si el polinomio minimo de un nimero algebraico puede escribirse con sus
coeficientes en Z, dado que, si bien puede obtenerse un polinomio con coeficientes en Z satisfecho por
cualquier niimero algebraico, no esta garantizado que este sea monico, o irreducible. Comenzamos con la
siguiente definicién:

Definicién 10. Dado a € Q, si existe un polinomio ménico (irreducible o no) P(X) € Z[X] que verifica
P(a) =0, se dice que « es un entero algebraico.

Por ejemplo, los enteros, las raices cuadradas de enteros o las raices de la unidad son enteros alge-
braicos. La definicién puede cambiarse por una equivalente en virtud del siguiente lema:

Lema 2 (Gauss). Sea f € Z[X] un polinomio ménico que descompone como f = gh con g,h € Q[X],
ambos mdnicos. Se tiene entonces que g, h € Z[X].

Demostracién. Sean mo = min{m € N : mg € Z[X|} y no = min{n € N : nh € Z[X]}. Se afirma que
m =n = 1. En caso contrario, suponemos que mg > 1 y p|mg es un divisor suyo. La observacién clave
es que [mogl, [noh] # 0 en Z/pZ. Esto es asi porque, por un lado, si p dividiera todos los coeficientes de
mog, entonces %g €Z[X]y % es un entero menor que my, contradiciendo su minimalidad. Por otro
lado, si p dividiera todos los coeficientes de ngh, entonces %h €EZX]y % es un entero menor que ng,
dado que como g era ménico, ng es el coeficiente de mayor grado (luego p lo divide), y esto contradice la
minimalidad de ng. Sigue entonces la igualdad absurda en Z/pZ[X]: 0 = [mgno f] = [mog][noh] #0. O

Del lema se obtienen este corolario relevante:

Observacién 7. El ntimero algebraico a@ € Q es un entero algebraico si y solo si su polinomio minimo,
P,(X), tiene coeficientes enteros. En particular, los tinicos enteros algebraicos que hay en Q son los
elementos de Z.

Razén. Esto es asi porque si « es un entero algebraico, anula a un polinomio P € Z[X], y se puede
poner P = Q- P,(X) y aplicar el lema previo.

Es posible caracterizar los enteros algebraicos de una manera similar a la conocida para nimeros
algebraicos:

Teorema 5. Dado o € C, son equivalentes:
1. « es un entero algebraico.
2. El anillo Z|a] verifica que (Z[a],+) es un grupo abeliano finitamente generado.
3. Hay un anillo R C C con o € R que verifica que (R,+) es un grupo abeliano finitamente generado.

4. Hay un subgrupo G < (C,+) que es abeliano y finitamente generado, que cumple aG C G.

Demostracién. Para 1 = 2, se tiene que Z?:o ajaj = 0, donde a; € Z y o, = 1, de donde se

tiene que o™ = — Z;L;OI a;o? y por lo tanto (Z[a],+) = (1,«,...,a" ). Para 2 = 3 basta con tomar
R =Z[a]. Para 3 = 4 basta con tomar G = (R, +).

Para 4 = 1, escribimos G = (ay,...,a,). Como aG C G, se tiene que aa; = > ., n;;a;, donde
ni; € Z. Asi, la matriz A = « - I,, — (n;j); ; verifica que A - (aq,...,a,)" =0, por lo que, al tener nicleo

no trivial, fuerza que 0 = det A = P(«), donde P(X) = det(X - I, — (ns5): ;) € Z[X], como se querfa. [
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Teorema 6. Sea A C C el conjunto de los enteros algebraicos. Se tiene que A es un anillo.

Demostracion. Como Z C A, solo hace falta probar que si o, € A, entonces aff y o + 5 € A. Por
el teorema previo, podemos escribir Z[a] = (1 = 70,71, --,7n) ., donde el subindice + enfatiza que estd
siendo considerado como grupo abeliano con la suma. Del mismo modo, Z[] = (1 = 4o, - - ., dm)_, pero
entonces sigue que Z[a, 8] = ({Ilv;6;}) . , y por el punto 3 del teorema previo, se tiene lo que se querfa. [

Definicién 11. Sea K un cuerpo de ntmeros. Se define el anillo de enteros de K como O = KN A,
donde A es el anillo de enteros algebraicos.

Por ejemplo, en virtud de la observacién 7, sigue que Og = Z.

Proposicién 13. Sea K un cuerpo tal que [K : Q] = 2 y, por lo tanto, K = Q(v/d) donde d es un entero
libre de cuadrados. Se tiene entonces:

o ZIVd) = {a+b/d:abe L}, d#1 méd 4
BTz = (Ve g b e Zoa=b méd 2}, d=1 méd 4

Demostracion. Sea a = 7+ s5v/d un elemento arbitrario de Q(v/d). Encontraremos su polinomio mfnimo
para ver cuando es de coeficientes enteros. Tenemos que (o — r)? = s2d, de donde se tiene que el minimo
es X2 —2rX +r2—s2d. Por tanto, hace falta que 2r, 72 — s?d € Z. Esto fuerza que r = 5, conn € Z, luego
% — s2d € Z, lo que implica que s?°d = "LT‘*K con K € Z. Como d es libre de cuadrados, es necesario
entonces (para que aparezca el denominador 4), que s = %2 con m € Z.

2
Por tanto, o = %’“/E con %2d = "2_%. Reordenando, se llega a que m?d —n? =0 mdéd 4. De este

modo, si m es par, hace falta n? = 0 méd 4 luego n es par, y si m es impar, hace falta que d = n? méd 4.
En este caso, n no puede ser par, o d = 0 mdd 4 contradiciendo que sea libre de cuadrados, por tanto
debe ser d =1 mdd 4 y n impar. Estos pasos son reversibles, es decir, que si n, m son pares entonces los
coeficientes del minimo son enteros, y si n,m son impares y d =1 mdd 4 también (esto es verificable de
inmediato en la expresién encontrada previamente para el minimo), luego hemos acabado. O

Definicién 12. Sea o € Q. Las raices de su polinomio minimo, P, o(X), se denominan conjugados de
a.

Observacion 8. Hay exactamente deg P, o conjugados de a distintos.

Esto es asi porque si P, g := P tuviera una raiz doble 3, entonces P'(5) = 0, de donde P|P’, lo cual
no es posible porque deg P’ < deg P y P’ # 0. (Nétese que en otros cuerpos de caracteristica no nula es
posible que P’ = 0, y esto no serfa cierto).

Proposicién 14. Sea K un cuerpo de nimeros con [K : Q] = n. Entonces existen n inmersiones
distintas, o1,...,0n, donde o; : K — C son homomorfismos de cuerpos.

Demostracién. Escribimos K = Q(«), por el teorema del elemento primitivo. Como K ~ Q[X]/ (P, o)
mediante el tinico homomorfismo definido por « — X, para definir morfismos de K en C es necesario
y suficiente escoger la imagen de X como un 3 que verifique P, o(8) = 0, es decir, cada uno de los
conjugados da lugar a un homomorfismo distinto. O

Observacion 9. En el caso del resultado anterior, si escogemos un @ € K con Q(a) C K, se tiene entonces
la cadena Q C Q(a) C K, donde la primera extension es de grado d|n y la segunda de grado 5. De este
modo, existen d inmersiones {0;}¢_; de Q(a) en C.

Tras esto, es posible escribir K = Q(a)(), con 8 de grado % sobre Q(«), dando lugar a % inmersiones
de K en C que extienden a o; para i fijo (mediante conjugados de ), para recuperar las d - 5§ = n
inmersiones tnicas.

10
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Definicién 13. Las inmersiones o : K — C con o(K) C R se denominan inmersiones reales. En caso
contrario, son inmersiones imaginarias.

El ntimero de inmersiones reales de una extensiéon K con [K : Q] = n se suele denotar por r, y el
ntimero de inmersiones imaginarias por 2s (véase que ha de ser par dado que es posible postcomponer la
conjugacién con cualquiera de ellas para obtener otra). Evidentemente, 2s + r = n.

Definicién 14. Sea K un cuerpo de nimeros de grado [K : Q] = n. Se define la traza de la extensién
como la aplicacién T : K — Q dada por T'(a) = o1(a) + - - + 0, (), y la norma de la extensién como
la aplicacién N : K — Q dada por N(a) = o1(a) - -+ - - on(a).

En ambos casos, {0;}}_; son las tinicas n inmersiones de K en C.

Notese que la definicién depende fuertemente del cuerpo K y el cuerpo base Q, es decir, no esta bien
definido hablar de la norma de un elemento sin establecer estos cuerpos.

Proposiciéon 15. Se tiene en el conterto anterior que:
1. T(a+B) =T(a) + T(B)
2. N(aB) = N(a)N(8)
3. T(q) =nq y N(q) = q" para q € Q.

Demostracién. 1 y 2 son inmediatas de la definicién. Para 3 basta con observar que los o; fijan los
racionales al ser homomorfismos de cuerpos. O

Proposicién 16. Se tiene efectivamente que T'(a), N(a) € Q, y st o € Ok, entonces T'(a), N(a) € Z.

Demostracién. Si « es de grado n, es decir, K = Q(«), entonces su polinomio minimo tiene grado
nyes P(X)=1I"_,(X — 0i()), luego la norma y la traza aparecen en los coeficientes de grado 0 y
n — 1 de P, respectivamente, garantizando lo que se quiere probar. Si no, entonces se tiene la cadena
Q C Qo) C K, de grados d y 5. Por la discusién realizada en la observacién 9, si {7;} son las d
inmersiones de Q(a), los valores 7;(a) aparecen cada uno % veces en el listado de los o;(«). Por tanto,

sigue que Tk (a) = 2Ty (@), y Nk () = (Ng(a) ()@, y puede aplicarse el caso anterior. O

2.2. Cuerpos ciclotémicos

27

» . El polinomio minimo de

Definicién 15. El cuerpo ciclotémico de orden n es Q((,), con ¢, = e
¢n se denomina polinomio ciclotémico de orden n y se denota @,,(X).

Ya sabemos que @,(X) = );p:ll. El siguiente resultado caracteriza el resto:
Proposicién 17. Se tiene que X™ —1 = I3, ®4(X), de donde ®,,,(X) = % En particular,

el grado de la extension ciclotémica de grado m es p(m).

Demostracion. Por induccién en m. Si m = 1 o m = p primo, el resultado es inmediato. Ahora, por
hip6tesis de induccidén se tiene que deg m =m — Igjm,a«m®a(X) = p(m), para lo que se ha
usado también el hecho de que m = 3~ ¢(d). Para acabar la prueba, mostraremos que ¢, tiene ¢(m)
conjugados, lo que garantiza que ese sea su minimo.

En concreto, se afirma que (¥ es conjugado de (,, en el m-ésimo cuerpo ciclotémico si y solo si
(m, k) = 1. En efecto, si (m,k) = d > 1, entonces (¢¥)@ = 1, luego ¢ es una raiz de X¢ — 1, no
satisfecho por (,, luego no es conjugado. Ahora queda ver que si (m,k) = 1, ¢¥ si es conjugado. Para
ello, mostraremos que ®,,(¢*) = 0, para lo que basta mostrar que si p { m, entonces ®,,(f) = 0 =
®,,(67) = 0, e iterar en los divisores de k.

11
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Para esto tltimo, escribimos X™ —1 = ®,,, - g, ambos en Z[X] y ménicos por el lema de Gauss. Como
0" — 1 =3,(0)g(0) =0-9g(f) =0, se tiene ™ = 1, y por tanto: 0 = ™ — 1 = &,,,(?)g(6?). Para
acabar solo hay que ver que g(6”) # 0. Si lo fuese, entonces ®,,[g(X?) (porque este tltimo anula a 0), y
entonces, médulo p, se tiene ®,,[g(X)P, donde se usa que elevar a p es un homomorfismo médulo p. De
ahi sigue que ®,,, y g tienen un factor comin h, luego h?|®,,5 = X™ — 1. Esto supone que X™ — 1 tiene
una raiz doble, es decir compartida con su derivada mX™~1. Como p { m, entonces m # 0 luego la tnica
tal raiz es 0, que no anula X™ — 1, contradiccién. O

2.3. Discriminantes

Definicién 16. Sea K un cuerpo de ndimeros con |K : Q| = n y sean oy,...,0, : K — C las n
inmersiones correspondientes. Dados ag,...,a, € K, se define como sigue su discriminante:

disc(a, ..., o) = det((o4())i4)°

Proposiciéon 18. Se tiene en el conterto de la definicion previa que, si T es la traza de K sobre Q,
entonces disc(ay, . .., o) = det((T(a;0y5))i5)-

Demostracién. Calculamos el discriminante como det((o;)(a;) - (0:(cy;))), pero esa matriz tiene como

entrada 7, s el valor: > _; ox(a)o(as) = > p_, onlaras) = T(aras). O
Teorema 7. Se tiene que disc(aq,...,an) =0 < {aq,...,an} son linealmente independientes sobre
Q.

Demostracién. Para <= , pongamos que Zj gja; = 0 para ¢; € Q no todos nulos. Entonces 0 =
oi(22;a5¢5) = > a;0i(a;), de donde sigue que (0(ctj)i,5) - (¢;); = 0, por tanto la matriz tiene nicleo
no trivial y determinante 0, como se queria.

Para = | se razona por contradiccién. Supongamos que ag,...,q, son linealmente indepen-
dientes con discriminante nulo. Entonces, hay racionales no todos nulos ¢ = (q1,...,¢,)" tales que
q - (T(a;05))i,; = 0 (dada la proposicién anterior). Si llamamos F; a las filas de la matriz (T'(as¢;5))i 5,
eso quiere decir que Y, Fyg; = 0, luego, como T es Q-lineal, sigue que 0 = T'(3", ¢;;)crj. Llamando
a = (>, ¢i), que es no nulo por independencia lineal de los «a;, sigue entonces que 0 = T'(«wc;) para
todos los j. Como los {«;}; forman base de K sobre Q por ser linealmente independientes, también lo
hacen {aq;};, y como T es Q-lineal esto implica que T' = 0, contradiciendo que T'(1) = n. O

Proposicién 19. Supongamos que K = Q(a) con grado n sobre Q. Sea f = P, g el polinomio minimo.
Sean {aq,...,an} los conjugados de «. Se tiene la siguiente expresion para el discriminante de las
potencias de «:

diSC(l, a, ..., Oénil) - H(Olr - 045)2 = :l:N(f,(Ol)),

r<s

donde el signo final es positivo si y solo sin=0,1 modd 4.

Demostracion. disc(1, a,...,a" 1) = det(o;(a?))? = det(o;()?)* =[], . ,(r — as)? usando la identi-
dad de Vandermonde. Por otro lado, sabemos que f(X) = [[(X —«a;), luego ( ) Zk 1 [ apn (X —a).
Evaluando, f'(a;) = [],,,(ar — a;). Por tanto, N(f'(a)) = | [Topr(r —as) = £]], o (ar — as)?.

El signo aparece porque, si r < s, en el producto inicial se tienen (.. —as) v (s — ), es decir, hay que
revertir por cada elecciéon de 7 y s uno de los dos términos de la pareja. Hay (g) tales emparejamientos,

n(n 1)

es decir, , que es par precisamente cuando n = 0,1 mdd 4. O

Observacion 10. En el caso del cuerpo ciclotémico Q((,) para p un primo impar, se tiene disc(1,¢, ..., P2y =
+pP~2 con las mismas reglas para el signo que en la proposicién previa. Esto se puede observar utilizando

XP_1 i . . 1 teri
~—7 como polinomio minimo en lo anterior.

12
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En adelante, cuando K = Q(«), con grado n, denotaremos disc(a) = disc(1, a, ..., " 1).

Proposicién 20. Se tiene que disc(C)|m?™ para cualquier m € 7.

Demostracion. Sea f(X) = ®,,(X) el minimo de (,,. Sabemos que hay un polinomio ménico de
coeficientes enteros ¢ que cumple X™ — 1 = fg, de tal manera que, derivando, mX™~ ! = f'g + gf’.
Evaluando, se tiene que m¢™ ™1 = f'((n)9(Gn), es decir, que m = f'(¢n)g(¢m)¢m- Tomando normas,
sigue que m?(™ = 4 disc(Cn) - N(g(Cm)ém), donde esa norma es un entero por tomarse a un elemento
de Z[(], luego hemos acabado. O

2.4. Estructura aditiva de los enteros
El objetivo es estudiar el grupo (Ok,+).

Definicién 17. El grupo abeliano G es un grupo abeliano libre con n generadores si se tienen
elementos {a1,...,a,} C G tales que G = {> m;a; : m; € Z}. Es decir, G = @ a;Z ~ Z". En este
contexto, los elementos {aq,...,a,} se conocen como base del grupo abeliano libre.

Se tiene el siguiente resultado de teoria de grupos:

Proposicién 21. Si G es abeliano libre en n generadores y H < G es un subgrupo, entonces H es
abeliano libre en r < n generadores.

Puede darse el caso de que r = n incluso aunque H C G.

Proposicién 22. 5i A C B C C son grupos abelianos y A, C son libres con n generadores, entonces B
también.

Demostracion. Ya sabemos que B es libre con » < n generadores aplicando el resultado previo a
B C C. Si se aplica ahora a A C B, sigue que r > n luego r = n. O

Proposicién 23. Sea o € Q un miimero algebraico. Entonces, 3d € 7 que verifica que do € O@, es decir,
es un entero algebraico.

Demostracién. Sea X" + Z?_l ¢; X7 el minimo de a. Si d es el minimo comtin denominador de los
qj, entonces se tiene, multiplicando por d", que (dX)" + Z?’_l q;(dX)7d"~7 es un polinomio ménico en
dX con coeficientes en Z, que se satisface cuando X = « y por tanto da es un entero algebraico. O
Observacion 11. Por tanto, dada una base {a1,...,a,} de K/Q una extensién de grado n, puede supo-
nerse de enteros algebraicos dado que, si no, es posible obtener otra {dy«;,...,d,a,} por la proposicién
previa.

Suponiendo ahora que {a1,...,a,} es de enteros algebraicos, entonces en particular todas las sumas
finitas realizadas con esos elementos son enteros algebraicos de K (porque Ok es un anillo), y por tanto
@ O[jZ C Ok.

Ahora se quiere encontrar otro grupo abeliano libre de n generadores que contenga a Ok, para poder
afirmar asimismo que Ok es abeliano libre en n generadores.

Proposicién 24. Sea {a1,...,a,} una base de K/Q compuesta por enteros algebraicos. Entonces,
cualquier entero algebraico o € Ok admite la expresion:

Yo myay

a:?7

donde d = disc(ay, ..., a,) y ademds d | m?.
Por tanto, Ox C P %Z, deduciéndose asi (junto con la observacion previa) que Ok es un grupo
abeliano libre en n generadores.

13
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Demostracién. Escribimos o = )" z;a; donde cada z; € Q. Si 01,...,0, son las inmersiones de K,
entonces o;(a) = Y x;0;(e), es decir:

o1(a) 1
on(a) Tn

donde M = (o;(a;))i,;.- Sabemos de un resultado de Cramer que z; = ¥, donde § = det M y

o1(a)
y; = det M;, donde M surge de sustituir la j-ésima columna de M por
on (o)
Entonces, sigue que z; = % = %, luego basta con ver que 0y; € Z. Pero como d € Z por ser enteros

algebraicos los a;, se tiene que dy; = d - z; € Q, y ademas tanto  como y; son enteros algebraicos por
ser determinantes de matrices en enteros algebraicos. Se sigue entonces que dy; € Og = Z.
Finalmente, para ver que d divide al cuadrado, basta con ver que (y;0)* = y3d, y y; € Z (al ser el

discriminante de {a1,...,a;-1,Q,j41,...,0y}), luego se tiene lo que se queria. O
Definicién 18. Una base entera de K son {ay,...,a,} C Ok que forman base del grupo abeliano
libre OF.

Observacion 12. Si {aq,...,a,} es una base entera de K, es asimismo una base de K como Q-espacio.

Esto es asi porque si f € K, entonces sabemos que hay un entero con df € Ok, luego df =Y mja; y
por tanto 5= %aj.

El reciproco en general es falso, como se puede comprobar con K = Q(\/ﬁ) con d =1 mdbd 4, cuyo
anillo de enteros es Z[H'T\/E]
{17 1+2\/&
no es una base entera (porque el grupo abeliano libre en esa base es Z[/d)).

. Este conjunto con la suma resulta ser un grupo abeliano libre para la base

}, v se tiene que el conjunto {1, \/E} es una base de enteros algebraicos de K que por el contrario

Definicién 19. Dado un cuerpo K con |K : Q| = n, se define disc(K) = disc(a, ..., a,) := Ak, donde
{a1,...,a,} es una de las bases enteras de K.

Vamos a ver que esta bien definido. Para ello:

Proposicién 25. Sea {a1,...,a,} C K una base como Q-espacio vectorial de K. Sean {f1,...,0n} C K.

B1 aq
Es posible escribir, entonces, | ... | =M - | ... | con M una matriz n X n de entradas en Q. Se tiene:

Bn o

disc(B1, Ba, - - -, Bn) = (det M)*disc(ay, o, . . ., o)

oi(f1)
Demostracion. Se debe a que las inmersiones o; son Q-lineales y, por tanto, también se tiene . =
ai(Bn)
ag; (011)
M - e . Entonces, si Mgy M, son las respectivas matrices cuyo determinante cuadrado es el dis-
ag; (O[n)
criminante, sigue que Mg = M - M, y el resultado es inmediato. O

Proposicién 26. Sea A = {a1,...,a,} C K una base entera de K. Sean B = {f1,...,0n} C Ok. Es

B1 851
posible escribir, entonces, | ... | =M - | ... |, con M una matrizn X n de entradas en Z. Equivalen:

Bn ap
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2. CUERPOS DE NUMEROS Y ANILLOS DE ENTEROS INDICE

1. B es base entera.

2. M es invertible en Z.
3. det(M) = £1.

4. disc(B) = disc(A).
Asimismo, equivalen:

5. B es Q-base de K.

6. det(M) # 0.

7. |disc(B)| > | disc(A)].

aq
Demostracion. Para 1 = 2, si B es base entera entonces se puede poner también [ ... | =
an,
fr
Msy-| ... | ,con My una matriz cuyas entradas son enteras, y por lo tanto My - M = I. Ahora, 2 —> 3
Br

sigue de un resultado conocido en teoria de anillos que afirma que M en el anillo de matrices M,,(R),

con R un dominio, es invertible si y solo si det(M) € U(R). Para 3 = 4 basta con usar la proposicién

previa. Por otra parte, para 4 = 1, basta con ver que por el resultado previo, sigue que det(M) = +1,
aq B

dado que ademas es entero, luego M es invertible y se puede poner | ... | = M~ | ... | asi que B es
Qn B

base entera (porque A lo era 'y M ~! tiene coeficientes en Z.

Para 5 = 6, se tiene de la proposicién previa que disc(B) # 0 y ya hemos establecido que esto
implica la independencia lineal de B. Para 6 = 7, basta con usar la proposicién previa. Finalmente,
para 7 = 5 basta con ver que, por la proposicién previa, det(M) # 0 luego disc(B) # 0. O

De este resultado sigue que el discriminante esta bien definido. Una observacion:

Observacion 13. Si, en el contexto de la proposicién anterior, disc(B) es libre de cuadrados, entonces es
base entera.

Esto es asf porque entonces, como disc(B) = det(M)? disc(A), sigue que disc(M) = %1, o si no no
seria libre de cuadrados.

A continuacién vamos a calcular el anillo de enteros de Q(¢) donde ¢ es una raiz m-ésima de la
unidad. En concreto, lo demostraremos para m = p' una potencia de primo. Para ello son necesarios
algunos resultados:

Lema 3. Se tiene, si ¢ es una raiz p'-ésima de la unidad primitiva con p primo, que en Q(¢) se cumple
N(1-¢)=p

1
Demostracién. N(1 —¢) = [[(1 — ¢*) = ®,:(1). No obstante, sabemos que ®,(X) = XP o1 —

ol xr'=t 1
(xP Pl (xP P2 4 41 Tuego (1) =p. O
Lema 4. Se tiene, si ( es una raiz p'-ésima de la unidad primitiva con p primo, que =2~ € Z[(], para

(1-0¢
cualquier i con 0 < i < [Q(C) : Q] = p(p").
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3. RESIDUOS CUADRATICOS INDICE

Demostracién. En Z[¢] se cumple (1 — ¢)|(1 — ¢¥) para cualquier & > 1, dado que (1 — ¢*) = (1 —

_ _rk
C)(L+¢+---+¢* ). Por tanto: = (1]\1(41)¢(Cp)z) = pl;[ % = pl;[(l + ¢+ 4¢P € Z[¢], como
k k

se queria. N
Con esto, podemos pasar a demostrar el resultado principal:

j2
(1—¢)#h)

Teorema 8. Sea ( = em la raiz m-ésima primitiva de la unidad. Entonces el anillo de enteros de

K =Q(¢) es Ok = Z[¢].

Demostracién. La demostracién se da para el caso m = p' potencia de primo p. Se denota por
n = [K : Q] = ¢(m). Obsérvese que Z[¢] = Z[1 — (] (porque ¢ =1 — (1 — ()), hecho que se usard a lo
largo de toda la demostracion.

El cuerpo K tiene una base formada por enteros: {1,(1 — ¢),...,(1 — ¢)"~'}. Entonces, si d =
disc(1,(1—=¢),..., (1 =¢)" 1), dado o € Ok sabemos que o = W Si fuese Z[¢] € Ok, entonces
alguno de los a € Ok tendria un jy tal que mj” ¢ 7.

Observando que también coincide que d = disc(1,¢,...,¢" 1) (esto sigue rdpidamente de la proposi-
ci6n 19), se tiene que d\m“’(m) y por tanto d = p® para cierto s. Multiplicando al a anterior adecuadamente:

B=pla= 2m1=¢)
p

donde p f m, . Si jo es el primer indice donde eso ocurre, entonces restando todos los enteros algebraicos
%(1 — ()7 para j < jo, se tiene finalmente el entero algebraico:

_ Ejzjo m;(1 — ¢y .

p
Es posible obtener, en virtud del lema previo, otro entero algebraico:
p m;j i—jo—1
(1— g)jo+17 =1 ,]OC + Z m(1—= ()77
J>Jo

y como el tltimo sumando esta formado por enteros algebraicos (en concreto, por elementos de Z[¢] dado

que j —jo — 1 > 0), esto permite concluir, finalmente, que Tj‘é es un entero algebraico. Tomando normas

n
mj

sigue que € Z, contradiciendo que p { m,. O
3. Residuos cuadraticos

El objetivo es determinar cuando, dado un n € Z, se tiene que n = a? méd p para cierto a. Eviden-

temente, si p|n, entonces n = 02 méd p. Asimismo, si p = 2 es inmediato que todos los niimeros son
cuadrados. Con el fin de estudiar el resto de casos, se introduce la siguiente notacién:

Definicién 20. Dado p un primo y n € Z, se define el simbolo de Legendre:
, pln

()z 1, pin,da€Z,n=a®> mddp

~1, ptn,fac€Z,n=a®> médp

Puesto que se define en términos de clases médulo p, se tiene que (5) : Z/pZ — {0,1,—1}. Una

primera pregunta es, fijado el p, obtener los n simbolos de Legendre para saber qué numeros son residuos
cuadraticos médulo p:
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3. RESIDUOS CUADRATICOS INDICE

Teorema 9 (Criterio de Euler). Sea n € Z y p un primo impar. Se tiene que (%) =n"7 méd p.

2

Demostracion. Si p|n, entonces ambos lados son 0 evidentemente. Si no, si n = a* méd p, entonces

n =a?~ ' =1 méd p, como se queria, usando el pequeno teorema de Fermat, asi como que p 1 a porque
p 1 n. Finalmente, hay que observar esta factorizacién en Z/pZ[X]: XP~1 —1 = (XPT_1 - 1)(XPT_1 +1).
Como hay exactamente prl cuadrados no nulos médulo p, dado que elevar al cuadrado es una funcién
sobreyectiva 2 a 1 en Z/pZ*, sigue que los elementos que no son cuadrados deben ser raices de X By 1,
porque todos los elementos no nulos son raices de X?~1 —1 por el pequeiio teorema de Fermat. Por tanto,
si n no es un cuadrado moédulo p, entonces n"T +1=0 méd p, como se queria. O

Una pregunta mas complicada es, fijado el n, para qué primos es un residuo cuadratico. Dado que
hay infinitos primos, no se pueden comprobar uno a uno con el criterio previo, es necesario establecer
resultados al respecto.

Observacion 14. Del criterio previo sigue que, si p es un primo, se tiene que (%) = (%) (%) para
cualesquiera m,n € Z.
. p—1 p—1 p—1 .
Esto es asi porque (mn)z = m"z n z . Para p = 2, que no cubre el teorema previo, se puede

verificar facilmente.
2mi

Lema 5. Sea p un primo impar y( =e » . Sea 7 = Zi;} (%) ¢®. Entonces, se tiene que 72 = (_71) -p.

Demostracién. 72 = (Zi;} (%) (“)(Zﬁ;ll <%) Y=, (%’) ¢+t Aprovechando que, como a # 0,

x — az es un isomorfismo, podemos escribir b = ac y entonces 72 = Dae (%) ¢otae =3 (%) S (o),
donde el ultimo paso utiliza que (%2) =1 al ser a? un cuadrado.
p—1, c=p-1

Ahora, se tiene que I+eya
que >, (¢77°) 1 l<e<p2

, donde el segundo resultado se obtiene de

que Zi;i (%) = 0 dado que sabemos que exactamente la mitad de nimeros son cuadrados médulo p.

Entonces, 72 = ", (%) S (Cireyr =2 (%) +(p-1) (ﬁ) =p (%), donde de nuevo se utiliza
. -2 1

el mismo hecho que antes para que > -_; — % =7 ) O

El siguiente teorema establece algunas propiedades ttiles que, junto a la observacién previa, permiten
en multitud de ocasiones calcular los simbolos de Legendre de manera rapida:

Teorema 10 (Ley de Reciprocidad Cuadratica). Sean p,q dos primos impares distintos. Entonces:

Demostracién. El punto 2 ya se ha probado en el lema 1. Para el punto 1, vamos a denotar p* = (‘71) p.

.
En ese caso, el teorema se reescribe como que (%) (%
27

las definiciones, que (%) = (-)= = (g). Definimos 7(z) = >27_; (%) zhy (= =c¢r.
Por un lado, se tiene que (%) 7(¢9) =P ] (%) ¢oe =Pt (9> ¢¢ = 7(¢), donde usamos de nuevo

p

) = 1, puesto que es facil comprobar, deshaciendo

que £ — g es un isomorfismo de Z/pZ.
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3. RESIDUOS CUADRATICOS INDICE

1

Por otro lado, trabajando médulo g en Z[(], sigue que 7(¢) = ( ) (¢ = (7) T(()1 = (1> (%) 7 7(¢)

9 q
P P P
%) (p*) =R 7(¢) = (%) (%) 7(¢) méd g, donde se ha usado el lema previo y el criterio de Euler.

Es decir, que (1— (3) (i))T(C) =0 mdd g. Para terminar de establecer que (%) (ﬂ) =1, veamos

p) \ q q
que, si fuese —1, se tendria que 27(¢) =0 méd g, luego 472(¢) =0 mdbd g, es decir que 47%(¢) = ga con
a € Z[¢]. Esto implicarfa que oo = %, es decir, seria racional ademéas de entero algebraico, luego « € Z,
contradiciendo que p y ¢ sean primos impares distintos.

Finalmente, vamos a demostrar el punto 3. Analizamos la ecuacién z? + y?> = 2 méd p, donde p
es un primo impar. Solo hay 4 soluciones con z = =¥, dado que entonces la ecuacién es 2z? = 2
méd p = 22 =1 méd p. Ahora, si z # +y y ademds ambos son no nulos, cada ecuacién (a,b) viene
acompanada de todas las siguientes: (+a, +b), (£b, £a), luego hay un multiplo de 8 de soluciones de este

tipo. Finalmente, si uno de los dos es cero, la ecuacién tiene la forma z? = 2 méd p, que tiene 4 soluciones
((%a,0), (0,+a)) si (%) =1y 0 en caso contrario.

Es decir, si (%) =1 hay 8k+4+4=0 mdd 8 soluciones, y si no, hay 8k +4 =4 mdd 8 soluciones.

Ahora vamos a contar exactamente las soluciones. Puesto que (1, 1) es una solucién, basta con intersecar

con larecta y = t-(x —1)+1 para extraer las deméds, ademés de (1, —1) que se obtiene con la recta x = 1.
t2—2t—1

T cuando 1 +#2 # 0, que ademés es distinto del

Al calcular la interseccidon, se obtiene el punto x =
propio x = 1 si t # —1. Es decir:

= Si —1 no es un cuadrado médulo p, es decir, si p =3 mdbd 4, entonces se tienen precisamente p + 1
soluciones (una por cada valor de ¢, aquella que no es (1,1) o bien (1,1) si t = —1, més (1,—1)), y
por tanto se tiene, del andlisis anterior, que (%) =1 <= p+1=0 méd8 < p= -1 mdbd 8,

que es compatible con p =3 mdbd 4.

= Si —1 es un cuadrado moédulo p, es decir, si p = 1 mdd 4, entonces se tienen dos soluciones de

menos, es decir p — 1, y ahora (%) =1 < p=1 mdd 8, que de nuevo es compatible.
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4. FACTORIZACION EN DOMINIOS DE DEDEKIND INDICE

4. Factorizacién en dominios de Dedekind
Teorema 11. Sea R un anillo (conmutativo y con unidad). Son equivalentes:

1. Todo ideal I C R es finitamente generado.

2. Sil; C Iy C... es una cadena ascendente de ideales de R, entonces se estabiliza, es decir, AN tal
que Iy = Inqk, Yk > 0.

3. 5 S #0 es un conjunto de ideales de R, tiene un elemento mazimal (para el orden de inclusidn).

Demostracién. Para 1 = 2, dada una tal cadena, consideramos el ideal I = | I, que es tal a causa
de las inclusiones (en general, la unién de ideales no tiene por qué serlo), y escribimos I = (ay,...,a,).
Por construccién, Jk; tal que a; € Ir,. Sea K = méx{k;}, entonces se tiene que Ix = I, y por tanto
I = 1, VK' > K. Para 2 = 3, si no hubiera maximales en un conjunto de ideales S, se puede
formar una cadena Iy € Iy € ..., de ideales de S, en contradiccién con 2. Para 3 == 1, sea I un
ideal y S = {J C I : J es finitamente generado}. Como 0 € S, es no vacio, asi que tiene un maximal
M. Ha de ser M = I, porque, si no, poniendo M = (as,...,a,), y escogiendo b € I\ M, se tendria
M C (ay,...,an,b) € S. Asi, I es finitamente generado. O

Definicién 21. Un anillo R es noetheriano si cumple alguna de las condiciones del teorema previo.

Por ejemplo, todo dominio de ideales principales es noetheriano (como K[X] para K cuerpo). El
dominio K[X7, Xs,...] de polinomios en un conjunto numerable de indeterminadas con coeficientes en
K no es noetheriano, porque la cadena (X;) C (X1,X2) C ... no estabiliza. Sin embargo, el dominio
K[X1,...,X,] si que es noetheriano si K es un cuerpo, en virtud del teorema siguiente:

Teorema 12 (Base de Hilbert). Si A es noetheriano, entonces A[X] también.

Demostracién. Supongamos que I C A[X] no fuera finitamente generado. Entonces, podemos escoger
f1 € I\{0} de grado minimo y definir I} = (f;) € I. Ahora, podemos escoger fo € I'\ I; de grado minimo
(por tanto, deg f1 < deg f2), y definir Iy = (f1, f2) C I. Iterativamente, se consiguen los polinomios { f, }
tales que {deg f,}n es creciente y cada Iy, = (f1,..., fx) C I.

Sea ahora J = (a1, as,...) el ideal generado por los coeficientes principales de los polinomios, es decir,
fi = andeng' + fj, con degfj < deg f;. Como A es noetheriano, debe ser J = (a1,...,an). Es decir,
an+y1 = Ziv bja; para ciertos b; € A. Definimos ahora el polinomio g = fn41 — Ziv b; X deg fnyi—degfi f.
Por construccion se tiene g € Iyy1, y ademds g ¢ Iy o si no se tendria fy11 € In. No obstante, su grado
cumple deg g < deg fn+1, dado que el coeficiente del término de grado deg fy41 €s a1 — Zf[ bja; = 0.
Esto es una contradiccién y se tiene lo que se queria. O

Proposiciéon 27. Sea R un dominio noetheriano. Todo a € R no nulo se descompone como producto:
a=ul[;_, bi, donde u € U(R) y los b; son irreducibles (no necesariamente de manera inica).

Demostracién. Supongamos que no fuese asi. Sea S el conjunto de los ideales (a), donde a es un
elemento no unidad que no se descompone como tal producto (en particular, ag no es irreducible). Sea
(ap) € S el maximal de S. Escribiendo ag = a3, con «, 8 ¢ U(R), se tiene entonces que («), (5) ¢ S,
puesto que (ag) € («), (8). Entonces se podria poner o y 8 como producto de irreducibles, luego también
se podria ag. O

Definicién 22. Un dominio R se dice dominio de Dedekind si verifica:

1. R es noetheriano.
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4. FACTORIZACION EN DOMINIOS DE DEDEKIND INDICE

2. R es integramente cerrado, es decir, si K es el cuerpo de fracciones de R, entonces OF = R, siendo
OF el conjunto de raices de polinomios ménicos con coeficientes en R (en analogia con los enteros
algebraicos usuales, donde R = Z).

3. Todo ideal primo no nulo es maximal, es decir, no existen cadenas (0) C P, C P> donde P;, P; son
primos. Dicho de otro modo, dim R < 1.

A lo largo de esta seccién consideraremos dominios de Dedekind que no son cuerpos, es decir, dim R =
1. Por ejemplo, todos los dominios de ideales principales son de Dedekind. Un ejemplo de dominio de
factorizacién tnica noetheriano que no es de Dedekind es K[X,Y] con K cuerpo, dado que se tiene la
cadena de ideales primos (0) € (X) € (X,Y).

El objetivo, a continuacién, es, dado un cuerpo de nimeros K C C, comprobar que el anillo de enteros
de K es de Dedekind. Para ello, unos lemas previos:

Lema 6. Si A es noetheriano y ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos sobreyectivo, entonces B es
noetheriano (equivalentemente, todos los cocientes A/J son noetherianos).

Demostracién. Los ideales de A/J son de la forma I/J, donde J C I C A es una cadena de ideales de
A. Asi, como I es finitamente generado, también lo es I/J (tomando clases). O
Lema 7. Sea K un cuerpo de nimeros. Si I es un ideal con 0 C I C Ok, entonces Ok /1 es finito.

Demostracién. Dado « € I, la aplicacién Ok /(a) — Og /I ~ o;;(/(i(;) es sobreyectiva, luego basta

probarlo para I = («). Del mismo modo, si tomamos m = N(a) € Z su norma, resulta que m € « - O,
puesto que 7 € K, y ademés es un entero algebraico al ser el producto de todos los conjugados de
a (salvo este ltimo), que lo son. De esa relacién se deduce que m € («), asi que de nuevo es posible
establecer la aplicacién sobreyectiva Ok /(m) — Ok /(a), luego basta verlo para I = (m).
Ahora, dada una base entera {aq,...,a,} C Ok, se tiene que (Og,+) ~ Zay P -+ B Zay,, luego
(m) ~mZay & --- & mZay,, asi que Og/(m) ~Z/mZ & --- & Z/mZ, luego es finito. O
Con esto, es muy facil probar el resultado buscado:

Teorema 13. Si K es un cuerpo de numeros, Ok es un dominio de Dedekind.

Demostracién. Es noetheriano porque, dada una base entera {aq, ..., a,} C Ok, se tiene la aplicacién
sobreyectiva Z[ X1, ..., X,] — Ok dada por X; — «;, y como Z[X1,...,X,] es noetheriano, uno de los
lemas previos muestran que Ok es noetheriano.

Es integramente cerrado porque, si P(X) = X" + Z:;()l a; X" € Ok[X], y a € K verifica P(a) = 0,
sucede entonces que o = — Z:;Ol a;a’, de donde se deduce que o’ € O + aOk + -+ a" 1Ok, para
cualquier j (reduciendo las potencias mediante el polinomio). Ahora solo basta poner Ox = @ aiZ,
para la base entera {ax}y, de donde sigue entonces que Z[a] C @y 1<j<, 4 aralZ. De aqui sigue que
R = a7 es un anillo finitamente generado que contiene a Z[a], y por lo tanto « es algebraico (y como
pertenecia a K, se tiene que a € Ok).

Finalmente, dado un ideal primo I C Ok, como Ok /I es un dominio y ademads es finito (en virtud
del lema previo), debe ser un cuerpo, siendo I maximal. O

A continuacién veremos algunos resultados de ideales en dominios de Dedekind.

Lema 8. Todo ideal I C R no nulo en un dominio de Dedekind R contiene un producto de ideales primos
no nulos.

Demostracién. Supongamos que no fuese asi, y sea S # 0 el conjunto de ideales que violan la propiedad
del lema. Sea M € S su elemento maximal. Como no es primo, se tienen r,s € R\ M con rs € M. Por
tanto, M + (r) y M + (s) contienen estrictamente a M, luego contienen productos de ideales primos:
P ... P, C M+(T), Ql'le CM+(S). Asi, PlkalQl C (M+(T))(M+(S)) :MM+(’I’)
M+ (s) - M+ (r)(s)CM+M+ M+ (rs) C M+ (rs) = M, lo que es una contradiccién. O
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Lema 9. Sea I C R un ideal propio no nulo de un dominio de Dedekind R que no es un cuerpo. Sea K
su cuerpo de fracciones. Entonces, 3y € K \ R con YR C R.

Demostracién. Sea a € I un elemento no nulo. Por el lema previo, hay ideales primos P ... P, C (a),
que tomamos con r minimo. Como I no es el total, hay un ideal maximal (por tanto, primo) P, que
cumple I C P. Es decir, P;...P. C (a) C I C P. De P;...P, C P se deduce que uno de ellos, sin
perder en generalidad Py, cumple P; C P. Esto es asi porque, si no, habria a; € P; \ P para cada j, pero
11 ;a5 € P, contradiciendo P primo. Como, por ser R de Dedekind, se tiene que P; es también maximal,
ha de ser P; = P, es decir, P;...P. C (a) C I C P;. Como Ps...P,. C (a) por minimalidad del r, debe
haber b € P,... P\ (a).

Se afirma que v = 2. Como b ¢ (a), se tiene v ¢ R. Asimismo, v/ = 2I Cc 2P Cc 1P - (P,...P,) C
@ _ R, O

a

Teorema 14. Si R es un dominio de Dedekind, e I C R es un ideal no nulo, entonces 3J C R otro ideal
nulo tal que IJ = (a), con a € R.

Demostracién. Sea a € I no nulo. Sea J := {v € R: I C (a)}. Es facil comprobar que es un ideal,
y ademés no nulo porque a € J. Por la definicién de J, se tiene JI C (a). Sea A := LJI, que verifica
A C L(a) =R,y es otro ideal.

Ahora vamos a ver que A = R, de donde seguiria que (a) = ()R = (a)A = JI. Si fuese A C R,
podriamos escoger un v € K \ R, donde K es el cuerpo de fracciones de R, por el lema previo, tal que
7A C R. Como yA = y2JI, lo que se tiene entonces es que 7JI C R(a) = (a), es decir, los elementos de
~J multiplicados por I estdn en (a), de tal modo que yJ C J por la definicién de J.

Ahora, si J = (a1,...,a,), se tendrd ya; = Y, 75ja;, para cierta matriz (r;;); ; de elementos de R.
Esto quiere decir que la matriz vI,, — (7;;);,; tiene niicleo no trivial (el vector (a1, ..., ay) por lo menos),
luego el polinomio det(X I, — (755)), que es ménico y de coeficientes en R, se anula en +, de donde sigue
que v es un R-entero de K, asi que como R es de Dedekind y por tanto integramente cerrado, sigue
v € R, lo que es una contradiccion. O

De este teorema siguen ciertos corolarios:

Proposicién 28. Sea R un dominio de Dedekind y H = {ideales de R no nulos}/ ~, donde I ~ J <—
al =bJ < (a)I = (b)J (para ciertos a,b € R). Entonces, H es un grupo con la operacion [I]-[J] = [I.J].

Demostracion. Todas las propiedades de grupo, asi como que la operacion esta bien definida, pueden
comprobarse con teoria de ideales bésica (sin tener en cuenta que R sea un dominio de Dedekind) siendo
el neutro la clase de los ideales principales, salvo la existencia de inversos. Esta se demuestra con el
teorema previo: si I C R es un ideal no nulo, entonces el J tal que IJ = (a) hace que [IJ] = [(a)], que
es el neutro. O

Proposicién 29 (Propiedad cancelativa). Sea R un dominio de Dedekind. Dados ideales no nulos
A,B,C C R con AB = AC, se tiene que B = C.

Demostracion. Sabemos del teorema que habrd un J tal que AJ = (a), luego, multiplicando por ese
J, sigue (a)B = (a)C, es decir aB = aC, luego B = C al estar en un dominio. O

Proposicién 30. Sea R un dominio. Si A, B C R son ideales tal que AC = B para cierto C, se dice
que A divide a B, y se denota A|B. Obsérvese que, en ese caso, B = AC C A. Se tiene que, si R es un
dominio de Dedekind, entonces A|B <= B C A.

Demostracién. = ya estd explicada en el enunciado. Para <=, escogemos el J que hace AJ = (a).
Se afirma que el ideal C = %JB es el buscado. En primer lugar, como B C A, entonces C' C %JA =

1(a) = R, asi que efectivamente es un ideal de R. Por otro lado, AC = LAJB = @ p—B. O

a a
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4. FACTORIZACION EN DOMINIOS DE DEDEKIND INDICE

El siguiente resultado es un teorema de gran importancia. Recordemos que los elementos de un dominio
de Dedekind descomponian como producto de primos, pero quizds de manera no tnica. En los ideales
esto ultimo mejora:

Teorema 15. Sea R un dominio de Dedekind e I C R un ideal no nulo. Entonces I se escribe de manera
unica como producto de ideales primos.

Demostracion. Para ver la descomposicion, si hubiese ideales que no descompusieran, el conjunto S de
tales ideales seria no vacio. Sea M € S un elemento maximal. Entonces M C R, dado que R es producto
de un conjunto vacio de ideales primos. Por tanto, hay un ideal maximal (y primo) P con M C P,y por
el lema previo, P|M luego M = PJ para cierto J. Véase que se tiene M = PJ C J. Si fuese PJ = J, se
tendria entonces PJ = J = RJ, luego, como se tiene cancelacién, seria P = R contradiciendo que P sea
primo. Por tanto, PJ = M C J asi que J es producto de ideales primos: J = P; ... P,, contradiciendo
que M no lo sea, dado que M = PJ = PP, ... P,.

Para la unicidad, supongamos que P ... P. = Q1 ... Qs con todos ellos primos. Como @1 ... Qs C Py,
se tiene que uno de los ¢); C P; por primalidad de P;. Sin perder generalidad, sea j = 1. Entonces
@1 C P, y al tratarse de un dominio de Dedekind vale la igualdad, asi que pueden cancelarse y ahora
se tendria Q2 ...Qs = P» ... P,.. Inductivamente se tiene la igualdad de todos ellos, asi como que r = s
puesto que si no alguno de los P; o @, seria todo R (en el paso en el que uno de los dos lados de la
igualdad sea el producto vacio). O

Teorema 16. Si R es un Dominio de Dedekind que es dominio de factorizacion iunica, entonces es
dominio de ideales principales.

Demostracién. Sea I C R un ideal no nulo. Ponemos IJ = (a) para cierto J y a € R, por uno de
los lemas previos. Al tratarse de un dominio de factorizacién tnica, ¢ = umy ..., con u € U(R) y los
7; € R irreducibles (y, equivalentemente en un DFU, primos), de manera unica. Entonces, IJ = (a) =
(my...7) = (m1) ... (7). Por el teorema previo, factorizando I y J en sus ideales primos y por unicidad,
ha de seguir que I = (m;,) ... (m;,) luego I = (m;, ..., ), como se queria. O
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