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Acerca de este documento

Estos apuntes son una versién revisada de los de la asignatura Algebra lineal y geometria del grado
en matematicas, tomados en Enero de 2019 por Miguel Gonzélez. La asignatura fue impartida por Yo-
landa Fuertes. A los apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves
parrafos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado
los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Algebra lineal y geometria

En esta asignatura se aplica y amplia el dlgebra lineal con el fin de estudiar la geometria afin en
espacios euclideos. Los dos principales objetos de estudio son, en primer lugar, los espacios afines, que
intuitivamente pueden pensarse como desplazamientos de espacios vectoriales y, en segundo lugar, las
curvas coénicas y superficies cuddricas en el plano y en el espacio (es decir, los conjuntos de ceros de
polinomios de grado dos en dos o tres variables).

Requisitos previos

1. Familiaridad con la notacién matematica bésica.

2. Conocimientos de la asignatura dlgebra lineal, es decir, manejo de los espacios vectoriales de di-
mensién finita, transformaciones lineales, diagonalizacion...
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1. Espacios euclideos y unitarios

1.1. Formas bilineales y sesquilineales. Productos escalares.

Comenzamos definiendo el espacio euclideo:

Definicién 1. Un espacio euclideo es un R-espacio vectorial V' junto con una forma bilineal simétrica
definida positiva, el producto escalar, ¢ : V2 — R. Se denota E = (V, ).

Un espacio unitario es el anilogo pero con C el cuerpo de los escalares, en cuyo caso se pide del
producto que sea una forma sesquilineal, hermitica y definida positiva.

A continuacién definimos los términos que aparecen anteriormente:

Definicién 2. Una forma es una aplicacién que va sobre el cuerpo de un espacio vectorial, es decir, si

V es un K-espacio, es una aplicacién del tipo ¢ : V" — K.

Definicién 3. Una forma ¢ : V x V' — K es bilineal si es lineal en cada componente, esto es, si Vv € V|

las formas ¢, : V — K dada por ¢,(w) = ¢(v,w); y ¢ : V — K dada por ¢ (w) = ¢(w,v) son lineales.
A continuacién determinaremos como expresar con facilidad cualquier forma bilineal en términos de

matrices.

Observacion 1. Fijada una base B C V, una matriz A € M,,(K) y vectores z,y € V, si denotamos por
[x] 5 al vector columna con coordenadas de B, tenemos que la aplicacién:

Y1

a1 A1n Vs

$(x,y) = [2]pAlls = (21 22 ... ) : :
anl Gnn yn

es bilineal.

Razén. Se da para el primer factor, siendo andlogo para el segundo: ¢p(Az+z’,y) = [A\e+ 82" Ayl =
(Al2l's + Bla') Alyl B = Az]5 Ayl + Bl2'5Aly] B = Ao (x,y) + Bo(x,y). Se ha usado la distributividad
en el producto de matrices y el hecho de que asociar a cada vector sus coordenadas es un isomorfismo.

Ahora veamos que toda forma bilineal se puede expresar como en esta observacién.

Proposicién 1. Sea B = {v1,...,v,} C V una base del K-espacio vectorial V. Sea ¢ : V? — K una
forma bilineal cualquiera. Entonces, AMp(¢) € Mn(K), Mp(¢) = (aij)i,; tal que Vu,v € V, se tiene que
¢(x,y) = [z]5Mp(¢)[y]5-

Dicha matriz se obtiene con las imdgenes de la base, poniendo a;; = ¢(v;,v;).

Demostracién. Sean u,v € V arbitrarios. Entonces u = 1 \jv; y v = Y| Bjv;. Ahora nos valemos de
la bilinealidad para ver que ¢(u, v) = ¢(3°7 Nivi, )7 Bivy) = D25 =y NiBid(vi,v;) = 320 i1 Nid(vi, vy)B; =
(2]’ Aly] B, donde A = (a;;);,; tiene a;; = ¢(v;,v;). Como A no depende de los vectores, solo de la base,
basta con hacer Mp(¢) = A. O

Observemos que el coeficiente que acompaiia a cada producto de coordenadas A;3; es precisamente
dicho ¢(v;,vj) = a;;. Por ejemplo, en el producto escalar usual de R? dado por ((z1,z2), (y1,92)) =
T1y1 + T2y9, €l coeficiente en cada par con coordenadas de mismo indice es 1 y de distinto indice es 0,
por lo que su matriz es Is.

A continuacién veremos como cambiar la base de la matriz de una forma bilineal.

Proposicién 2 (Cambio de base en una matriz de forma bilineal). Sea V un K-espacio, ¢ : V? — K

una forma bilineal, y B = {v1, ..., vn}, B' = {v],v},...,v),} sendas bases de V. Supongamos, ademds, que

se conoce Mp(¢) y la matriz Cp:p formada, en columnas, por las coordenadas de los vectores de B’ en
B, de manera que [u]lg = Cpglulp Yu e V.
Entonces, se tiene que Mp:(¢) = Ch zMp(¢)Cpp.
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Demostracién. En adelante se abrevia Cp g como C'. Sean u, v € V. Tenemos que ¢(u, v) = [u]l; Mp(d)[v]p =
(Clulp)'Mp(¢)C|p = [ul C*Mp(¢)Clv]p = [u]l (C*Mp(¢)C)v]p, lo que querfamos ver. Hemos
usado que (AB)* = BtA. O

Definicién 4. Una forma bilineal ¢ : V x V — K es simétrica si Vu,v € V| se tiene ¢(u,v) = ¢(v, u).

Proposicién 3. Fijada B = {v;}} C V base, se tiene que ¢ : V x V — K es simétrica si y solo si
M(¢)p = (aij)i,; lo es, es decir, siy solo si Mp(¢) = Mp(p)".

Demostracién. Para =, veamos que como ¢ es simétrica se tiene en particular que a;; = ¢(v;, v;) =
¢(v;,v;) = aj;. Por otra parte, para <=, sean u,v € V, entonces, notando que los escalares no varfan
al trasponerse, se tiene: ¢(u,v) = ¢(u,v)" = ([u]lzMp(¢)[v]B)" = [V]5Mp(¢) ulp = [v]sMp(P)|ulp =
o(v,u). O

Veamos, sin embargo, que en espacios unitarios la bilinealidad no es conveniente. Si queremos que el
producto induzca una norma real, la bilinealidad impide que el escalado de vectores sea coherente, puesto
que si ¢(u,u) es real, si ¢ fuese bilineal, entonces ¢(Au, Au) = A2¢(u,u) que puede ser complejo. Para
evitar esto, haremos que uno de los factores se conjugue, obteniendo A (u, u) = [A2¢(u, u).

Definicién 5. Sea V un C-espacio vectorial. Se dice que ¢ : V x V — C es una forma sesquilineal si
verifica las siguientes propiedades Vu;,v; € V, A € C:

(
2. ¢(u,v1 +v2) = d(u,v1) + ¢(u, ve)
3. o(Au,v) = Ap(u,v)
4. ¢(u, W) = Ao (u,v)

Por ejemplo, las formas

¢1: C" x C" — C dada por ¢1((x1, ey @)y (Y1s e Yn)) = D1 TiTis

¢2 : C%a,b] x C°a,b] — C dada por ¢o(f,9) = [. f(x)g(x)dz, donde C°a,b] = {f : [a,b] — C
continuas} y

¢3 : My, (C) x M, (C) — C dada por ¢3(A, B) = tr(A'B)

son sesquilineales.

Proposicién 4. Sea B = {v1,...,v,} C V una base del K-espacio vectorial V. Sea ¢ : V? — K una
forma sesquilineal cualquiera. Entonces, AMp(¢) € My (K), Mp(¢) = (aij)i; tal que Vu,v € V, se tiene

que ¢(x,y) = [2]5Mp(d)[Y]5.
Dicha matriz se obtiene con las imdgenes de la base, poniendo a;; = ¢(v;,v;).

Demostracion. Completamente andloga a la proposicién 1, teniendo en cuenta que las coordenadas
del segundo vector se conjugan al salir de la forma. O
Observacién. En algunos contextos tiene sentido hablar de vectores conjugados, sin embargo la propo-
sicién anterior se refiere exclusivamente a conjugar las coordenadas del segundo vector, no dicho vector.

Proposicién 5 (Cambio de base en una matriz de forma bilineal). Sea V un K-espacio, ¢ : V2 — K
una forma sesquilineal, y B = {v1,...,v, }, B' = {v],v4,...,v],} sendas bases de V. Supongamos, ademds,
que se conoce Mp(p) y la matriz Cp g formada, en columnas, por las coordenadas de los vectores de B’
en B, de manera que [ulp = Cp plulp Yu € V.

Entonces, se tiene que Mp:(¢) = Ct, s Mp(6)Chp.

Demostracion. Es andloga a la proposicion 2, veamos: sean u, v € V. Tenemos que ¢(u,v) = [u]s Mp(¢)[v]p =
(Clulp)!Mp(¢)Clvlp = [u]5 Ct'Mp(¢)Cvlp = [u]k (C*Mp(¢)C)[v]s, lo que querfamos ver. Hemos

usado que (AB)! = B'A', y (AB) = A- B. O




1. ESPACIOS EUCLIDEOS Y UNITARIOS INDICE

Definicién 6. Una forma sesquilineal ¢ : V' x V — C es hermitica si y solo si Yu,v € V, se tiene
$(u,v) = ¢(v, u).

Observemos que en una forma de este estilo, ¢(u, u) € R al ser invariante a la conjugacién y por tanto
la diagonal y la traza de Mp(¢) son reales.

Proposicién 6. Fijada B = {v;}} C V base, se tiene que ¢ : V x V. — K es hermitica si y solo si
M(¢)g = (aij)i,j lo es, es decir, siy solo si Mp(¢)t = Mp(¢).

Demostracién. Para =, veamos que como ¢ es hermitica se tiene en particular que a;; = ¢(v;,v;) =
¢(v;,v;) = Gj;. Por otra parte, para <=, sean u,v € V, entonces, notando que los escalares no varfan

-t

al trasponerse, se tiene: é(u,v) = ¢(u,v)! = ([ul,Mp(o)[v]B)! = thB(gb)t[u}B = [v]p Mp(¢)[ulp =

(W] Mp(9)[uls = ¢(v, u) O
Definicién 7. Una forma bilineal o sesquilineal ¢ : V x V' — K es definida positiva si Vu € V| se tiene
¢(u,u) >0, con ¢p(u,u) =0 <= u=0.

Para la siguiente proposicién, observemos que det(A) € R si A es hermitica, dado que det(A) =

det(A?) = det(A) = det(A).

Proposicién 7 (Sylvester). Sea ¢ sesquilineal o bilineal y B = {u;}7 base de cada espacio de partida, con
Mpg(¢) la matriz asociada. Sea Mg (), cada menor angular de dicha matriz, formado por las primeras
r filas y columnas de la misma. Entonces:

@ es definida positiva < det(Mpg(¢),) >0, Vr € {1,2,...,n}.

Demostracién. (Requiere proposiciones que aparecen posteriormente). Denotamos F,. =< uq, ..., u, >
y entonces es fécil observar que Mp(¢), = M{y,};(¢|r,.). Para =, vamos a construir B" = {w1, ..., w,}
de V ortonormal mediante el Teorema de Gram-Schmidt (Teorema 2). También vamos a denotar por P.
la matriz de cambio de base de {u;}] a {w;}] en F,.. Entonces:

det(Mp(¢)r) = det(Mu, 3 (6lr,)) = det(P My, y; (6|5, ) Pr) = det(Pr 1 Py) = det(P;)det(Pr) = | det(Pr)[* > 0

al ser P de cambio de base.

Para <=, vamos a suponer primero todos los menores angulares positivos. Vamos a elaborar B’ =
{wy,...,wy} ’ortonormal’ (en el sentido de que los productos distintos dan 0 y los iguales dan 1) a partir
de B por un procedimiento similar a Gram-Schmidt. Esto es, a priori, posible, salvo porque ¢(u;,u;)
podria ser 0 en cuyo caso no podriamos normalizar. Veamos que nunca se da este caso por induccién:

1. En primer lugar, ¢(u1,u1) # 0 dado que si no Mp(¢); seria 0.

2. Suponiendo que ya llevamos {wy, ..., w,}, que se han podido normalizar, creamos w,;1 como es
usual y tenemos que

1 0 0

0 1 0
M{wl,.‘.7wr,wf+1} (¢|Fr+1 ) =

0 0 ... o(wir,wii1)

y resulta que qs(w;-‘rl’w;-i-l) = det(M{w1,---7wmwr~+1}(¢‘Fr+1)) = det(PtM{v1,--<7vr+1}(QS‘FT-H)ﬁ) =
| det(P)|?- Mp(¢), > 0 por hipétesis, por tanto el producto es no nulo y se puede normalizar w, .

Finalmente, podemos escribir entonces en esta base ¢(u,v) = [u]z, - I,, - [v]p por como se ha
construido (para que la matriz quede I), y entonces tenemos que ¢((x1, ..., Tpn)pBr, (X1, .oy Tn)pr) =
1 |@i? y por tanto es definida positiva. O
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1.2. Norma en un espacio euclideo o unitario.
Definicién 8. Una norma en un espacio vectorial V' es una aplicacion p : V' — R que verifica:
1. p(x) >0, p(x) =0 <= z=0Vz V.
p(Az) = |Ap(z) VA e K,z e V.
3. p(z +y) < p(x) +ply) Yo,y € V.

Definicién 9. En un espacio euclideo/unitario, la norma inducida por su producto escalar ¢ viene

definida como |||, : V' — R dada por [[v[|, = \/¢(v,v).

La propiedad 1 de las normas viene simplemente por la definicién positiva del producto escalar. La
2 es facilmente demostrable del siguiente modo (sin perder generalidad se hace con ¢ sesquilineal, ya

que en el caso real todos los escalares son invariantes a la conjugacién): \/¢(A\z, \x) = \/Aé(z,2) =

VIMPo(z, ) = |\/¢(z, x). La tercera propiedad, que se conoce como desigualdad triangular, requiere
un resultado previo:

Teorema 1 (Cauchy-Schwarz). Si E = (V,¢) es euclideo/unitario con su norma inducida, se tiene,
Yu,v e V:

|¢(u, v)| < lull - [[v]l
Vale la igualdad st y solo si u y v son proporcionales.

Demostracién. Sean u,v € V. Denotamos ¢(u,v) = (u,v) en adelante. Tenemos 2 casos:

= Si son proporcionales, entonces |(u,v)| = |(Av,v)| = [A(v,v)] = [A||v]]® = M| o]l = ||| 0] ¥
vale la igualdad.

= Si no lo son, generan un subespacio W =< u,v > de base B = {u,v}. Observemos que:

2
Me(o) — () (u,v)> _ (IIUII (uav)>
5(9) <<v, W (@) " o) ol
Ahora bien, como se trata de un producto escalar, el criterio de Sylvester asegura que det(Mp(p)) =

l[ul| 0] = | (u, v)|2 > 0, conque se tiene la designaldad estricta ||u|? ||v]|> > |(u,v)|? de donde sigue
lo que se queria.

O
Ahora podemos demostrar que se tiene la triangular:

Proposicién 8. Sea E = (V, ¢) un espacio euclideo/unitario con la norma inducida. Yu,v € V, se tiene
l[w 4 vl < [lull + [[o]]-

Demostracion. |[u 4 v||> = (u4v, u+v) = (u, u)+ (v, v)+ (u, v)+ (v, u) = |Ju]® +|v]|>+ (u, v) + (u, v) =
2 2 2 2 2 2
[ull” + [[]I” + 2Re((u, v)) < lull™ + ol + 2 (w, )| < fJull™ + [0I7 + 2 [l o]l = (Jull + [v])? B

Proposicién 9 (Ley del Paralelogramo). Si E = (V,¢) es euclideo/unitario con su norma inducida
entonces Yu,v € V, se tiene |lu + v||> + [[u — v||* = 2(J|u|® + ||v]?).

Demostracion. |[u + v||* + ||u — v||> = (u+v,u+v) + (u—v,u—v) = (u,u) + (v, v) + (u,v) + (v, u) +
(u,u) + (v,0) — (u,v) — (v,u) = 2(u, u) + 2(v,v), como queriamos. O
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1.3. Ortogonalidad

Definicién 10. Sea V un espacio vectorial con producto escalar ¢. v € V es unitario si y solo si
¢(v,v) = 1, es decir, |jv] = 1.
u,v € V son ortogonales si y solo si ¢(u,v) = 0.

‘ — el — 1 Esto

Observacion 2. Siu € V no es unitario ni nulo, el vector ﬁ lo es, puesto que ‘ Tl

_u_
flul]
permite encontrar un vector proporcional a uno dado que sea unitario (y por tanto genera el mismo
espacio).

Proposicién 10. En un espacio euclideo/unitario E = (V, @), si los vectores de la familia {v1,...,v} CV
son ortogonales dos a dos y no nulos, entonces es linealmente independiente.

Demostracién. Supongamos que los escalares {\;}} verifican )} \;v; = 0. Entonces, por la bilineali-
dad,Vj € {1,...,n}: 0 = ¢(37 Nv; = 0,v;) = Y7 Nidb(vi, vj) = Xjo(vj,v;), dado que los demds productos
de la suma son nulos. Ahora, como v; # 0, ¢(v;,v;) # 0 de modo que A\; = 0 Vj = {1,...,n} como se
queria demostrar. O

Definiciéon 11 (Bases ortogonales y ortonormales). Una base B = {u;}7 C V es ortogonal si y solo
si ¢(u;,u;) = 0 Vi # j, es decir, si los vectores son ortogonales dos a dos. Serd ortonormal si ademés
todos son unitarios, es decir, ¢(u;,u;) =1 Vi € {1,...,n}.

Proposicién 11. Sea E = (V, ¢) un espacio unitario/euclideo n-dimensional y sea B = {v;}} C V base.
Entonces:

» B es ortogonal < Mpg(¢) es diagonal.

= B es ortonormal <= Mp(¢) = I,,.

Demostracién. Ponemos Mp(¢) = (ai;)i ;. Es ortogonal <= ¢(v;,v;) = a;; =0Vi# j <= Mp(¢)
es diagonal.

Es ortonormal <= ¢(v;,v;) = a;; =0 Vi # j, ¢(vi,v;) =1 =a;; Vi <= Mp(¢) = I,. O

Corolario. En una base ortonormal B, ¢((21, ..., %) B, (Y1, Yn)B) = 21 Zili, al ser su matriz I.

Corolario. Para toda base existe un producto tal que B es ortonormal en él, en concreto el que se
obtiene al definir Mpg(¢) = I.

Proposicién 12 (Coordenadas en una base ortonormal.). Sea B = {uy,...,un} C V una base ortonormal
de E = (V;(,)). Sea x € V. Entonces, [z]p = ((z,u1), (z,u2), ..., (x,uy)).

Demostracién. Ponemos z = Y \ju;. Veamos que (z,u;) = (2 = Y7 Niwg,uy) = D0 Ni(us, uj) = A;
al ser ortonormal, como se queria ver.

1.3.1. Meétodo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Teorema 2 (Gram-Schmidt). Sea {vi,..,v,} = B base de E = (V;(,)) cualquiera. Denotamos por
F, =< vy, ...,v, ast tenemos que Fy C Fy C ... © F,, = V. Eziste una base ortonormal {wy, ..., w,} tal
que < w1, ...,w, >= F, Vk € {1,...,n}. El método para su obtencidn se detalla en la demostracion.

Demostracién. Haremos, en primer lugar wy = HZ%H De este modo es unitario y claramente < wy >=

Fy. Ahora, obtendremos un vector ortogonal a este: ws = v — (vg, w1 )w;. Veamos 2 observaciones clave:

1. (wq,ws) = 0, dado que (w1, ws) = (wy, vy — (ve, w1)wy) = (w1, v2) — (vVo,wr)(wy,wr) = (wy,vg) —
(v2,w1) = (w1, v2) — (w1,v2) = 0.
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2. < wi,wy >= Fy, dado que ws es combinacién lineal de vy y w; con escalares no nulos. Asi, si
v = Avg + fwy = A(Wa + (va, w1)wy) + Pwy, y andlogo a la inversa.

Veamos que ninguna de las observaciones anteriores cambia si lo hacemos unitario: wy = H%H El

resto de vectores se construyen asi. Supongamos que ya tenemos {ws, ..., w} tal que generan Fj y son
ortonormales. Hacemos:

k

W1 = V41 — E (Vkt1, ws)w;
i—1

Y las dos observaciones anteriores valen de inmediato:
1. Con j € {L,...k}, (wit1,w;) = 0, dado que (wiy1,wj) = (Vpp1 — Doioy (Vi1 wi)w;, wy) =
k
(Vkg1,wj) = iy (Vg1 wi) (Wi, wj) = (Veg1, ws) — (Vg1 wy) = 0.

2. < wi,Wa, ..., Wk, Wit1 >= Fi41, dado que hasta el k-ésimo ya generan Fj, y w41 es combinacion
lineal de escalares no nulos de los demés.

Basta con hacer wg41 = ”Z’;ﬁ Inductivamente hemos formado la base que se queria. O

Definiciéon 12. Dos subespacios Wy, Wa son ortogonales en E = (V, ¢) si Yw € Wi, w' € Wa, se tiene
que ¢(w,w’") = 0.

Definicién 13. Dado S C V no vacio, se define su espacio ortogonal S+ = {v € V : ¢(v,s) = 0Vs € S}.
Proposicién 13 (Propiedades).

1. St es subespacio.

2. SCR = R+ cCS*

g St =<§>+

4. <S>nst={0}

5. <S>c(shHt

Demostraciones:

1. Dados 51,52 € S+ y s € 9, se tiene que ¢(\s1 + B2, 5) = Ap(s1, 8) + Bo(52,8) = 0A+ 08 = 0, luego
As1 + Bso € St. Ademés trivialmente 0 € S+.

2. Sear € Rt,y s € S arbitrario. Hay que mostrar que ¢(r, s) = 0, lo cual sigue de que s € R también.

3. Es evidente que < S > C S por el punto anterior. Ahora, si s € S+ y s’ €< S >, hay que mostrar
que ¢(s, s’) = 0. No obstante, si ponemos s’ = Y1 \;s; donde cada s; es un elemento de S, entonces
#(s,8") =27 Agp(s,8i) =0 al estar s en S+.

4. Sea s €< S >, S*. Entonces por definicién ¢(s,s) = 0, de modo que no queda otra que s = 0.
5. Sis €< 8 >y pe S+ arbitrario, entonces ¢(s,p) = 0 por definicién con lo que s € (S+)*.
O

Proposicién 14. Sea W subespacio en E = (V,¢) con V < +oco. En este caso, V=W @ W+. A este
ultimo se le denomina complemento ortogonal.
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Demostracién. Por la propiedad 4 anterior tenemos que la suma es directa. Para ver que da el total,
sea B = {uq,...,u,} C W base ortonormal, que completamos a By = {u1, ..., Up, Ur41, ..., U } base de V. Si
ahora aplicamos Gram-Schmidt, como los primeros r vectores no cambian, obtenemos B’ = {uq, ..., un}
ortonormal. Lo que se va a demostrar es que {u,1,...,u,} es base de W+, finalizando la demostracién.
Sabemos por la proposicién 12 que si v € W+, entonces v = 1 (v,u;)u; al ser B' base de V. Como es
perpendicular a los de W, los primeros r términos desvanecen: v = ZfH(v,ui)ui y por tanto W+ Cc<
Upg1, - Uy >. La otra inclusion es evidente al ser ortonormal la base. Ademas son vectores linealmente
independientes al ser subconjunto de B’, con lo que hemos acabado. O

Observacion 3. En dimensién infinita sigue aplicando que la suma sea directa, pero no que de el total dado
que hemos necesitado bases para esa prueba. Por ejemplo, en el espacio de sucesiones con términos no
nulos finitos, con el producto coordenada a coordenada, podemos considerar el subespacio W de sucesiones
cuya suma de términos impares iguala a la de los pares. Veamos que si (ay, ...,an,0,0,...) € W+, basta
tomar (0,0, ...,0,1,1,0,0,...) € W, donde el primer 1 estd en la N-ésima coordenada, y como su producto
es nulo, se tiene ay = 0. Andlogamente para el resto de coordenadas, tendremos que a; = 0Vi € {1,..., N}
luego W+ = {0} y la suma no da el total.

1.3.2. Proyecciones y proyecciones ortogonales.

Definicién 14. Dado V un K-espacioy W, W' C V subespacios con W@®W’ = V| entonces la proyeccion
sobre W en direccién de W’ es pit, : V — W tal que pl¥ (z) = w si z = w + w’ de forma tnica con
weW,w eW.

Definicién 15. La proyeccién ortogonal sobre W en un espacio euclideo/unitario E = (V, ¢) es pJW
tal que pﬁv = p%i dado que estaban en suma directa.

Observacion 4. Si W =0, p%/ =0ysiW=V, p%/ = Idy.

Teorema 3 (Definicién equivalente de proyeccién). Sea f:V — V lineal tal que fo f=f, Im(f) =W
y Nuc(f) = W'. Entonces f = pl¥. . El reciproco es evidentemente cierto.

Demostracién. Se tiene que f? — f = 0, de modo que el polinomio minimo de f ha de dividir a
X(X — 1), luego el caracteristico tiene esos factores y por tanto V = Nuc(f) & Nuc(f — Id) (es posible
que alguno sea el cero, pero da igual).

Vamos a ver ahora que en este caso Nuc(f — Id) = Im(f). Sea v € Nuc(f — Id), entonces f(v) = v
luego v € Im(f). Siv € Im(f), entonces hay un w con f(w) = v, luego f(f(w)) = f(v) = f(w) = v asi
que f(v) —v =0y v € Nuc(f — Id).

Asi, tenemos hasta ahora que V = Nuc(f)@Im(f) = WeW’'. Veamos que dado z, se tiene z— f(x) €
Nuc(f) dado que f(z — f(2)) = f(z) — f*(x) = 0, por tanto, pji’ (z) = piy’ (z — f(2) + f(x)) = f(x), con
lo que p%/ = f. O

Proposicién 15. SiW C V es subespacio en (V, (,)), six = y+2z cony € W, entonces ||z| > HpJV_VJ- (2)]|-
. 2 2 2 2 2 2
Demostracion. ||z]|* = [l — y|I* = ||pjy. (2) + piw (@) — yl|” = ||piyo (@) || +[|p3w (2) — y[|” = [Jpgp. @),
donde hemos usado el teorema de pitagoras dado que (pyy () —y) € W por hipétesis y por tanto es or-
togonal a la proyeccién sobre W+, O
1.3.3. Calculo de proyecciones ortogonales.

Comenzamos con un caso preliminar en el que conocemos una base ortonormal del espacio sobre el
que se proyecta:
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Proposicién 16. Sea W =< uy,...,u, > un subespacio de E = (V;(,)) donde esos vectores son base
ortonormal. Sea B una base de V cualquiera. Denotamos las coordenadas de cada w; por (Utgy vy Uni)B-
Entonces, Mp(piy,) = A+ At - Mg((,)), donde A = ([u1]p, ..., [ur]B) En el caso de B ortonormal, serd

simplemente A - At.

Demostracion. Sea z = (21, ..., &) g Escribimos p(z)gy, = 377 Aju;. Sabemos que (z—Y""_; Ajuj, u;) =
0 Vi€ {1,...,r}, al estar esa resta en W-=. Si ahora nos valemos de la ortonormalidad de la base de W y
desarrollamos, obtenemos: 0 = (z,u;) — A; de modo que

r s Uiy 1

p(x)ﬁ,:Z(w,uj)uj:iuj(uj,x)zz s @G Tg) Me(())

i=1 1
J Unpy Ty
Por tanto, sacando el factor de las coordenadas de x, tenemos que:

v U

Mp(piv(@) =) uilup2) =) | ¢ | (@5 ... @) Ms(()) = AAM5((,))
j=1

1

unj

O
A continuacién demostramos con generalidad la proposicién anterior.

Teorema 4. Sea W =< uq,...u, > un subespacio de E = (V;(,)) y B CV una base. Las coordenadas
de cada u; son (Uiqy ..., un;)p. Definimos ademds las matrices:

A= ([u1]B, - [Un]B)

(uhul) (Ulyur)
G=Mw((,)lw) =

(Umul) (Umur)

Entonces, la matriz de proyeccion sobre W es:

Mp(pw) = A-G=1- A" Mp((.))

Demostracién. Sea x = (21, ..., ¥,) g. Ponemos pij-(r) = Y7 A\ju;, y entonces, para cada i € {1,...,7}:
T

0= (x> Ajug,up) = (z,w) — (3] Njuy,wi) <= (ui,x) = 35 Aj(uy, ;). Matricialmente:

(Ul,.ﬁ) (ul,ul) ‘e (’U;,«,Ul) )\1 )\1 )\1
2 il DA I I Gl I I Cl I
(um x) (ul, ur) ce (ur, ur) )\r )\r )\r

Por otro lado:

woo)\  (lpMs((Dlls\  (falp) I
= z = | Me(C) s = AT M () - []s.
(wr2)) \wlsMp((Dlels/ [l

10
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Es decir, combinando ambas expresiones:

A A1
AL Mp(() [2ls =G| ¢ | <= G- AT Mp((,)) - [a]s = |
Ar Ar
A1 A1
Ahora, observando que [pyy (2)]p = ([wi]lp ... [us]B)-| : | =A-| : |, podemos escribir:
Ar Ar
i (2)]p = A-G=1- AT Mg((,)) - [2]5.
De modo que finalmente Mp(py,) = A-G—1- Af - Mp((,)). O

1.4. Aplicaciones adjuntas y autoadjuntas

Definicién 16. Sea (V;(,)) euclideo/unitario, f : V' — V lineal. Se dice que g : V' — V es la aplicacién
adjunta de f, adj(f) si Vu,v € V se tiene (f(u),v) = (u,g(v)).

Definicién 17. Una aplicacién f es autoadjunta si adj(f) = f.
Lema 1. Si (z,2) = (y,2) Vz € V, entonces v = y.

Demostracion. Por linealidad, (x —y,2) = 0 Vz € V. En particular, (x — y,z — y) = 0 de modo que
r—y=0 = z=y. O

Proposicién 17. Sea f : V — V lineal en E = (V;(,)) euclideo/unitario. Si dimV < +oo, entonces
g € L(V,V) tal que adj(f) = g, y ademds

Mp(g) = Mp((,))~" - Mp(f)" - Mp((,))

En particular, si B es ortonormal, Mg(g) = Mp(f)*.

Demostracion.

(fu,v) = [fulp - Mp((,)) - [v]s = (Mp(f)[us])" - Mp((,)) - [v]s = [up]'Mp(f)" - Ms((,)) - [v]5

Por otro lado, si definimos g como aquella de matriz Mg (g) = Mp((,))~' - Mg (f)t- Mp((,)), entonces

(u, gv) = [ulp - Mp((,)) Mp((,)) - Mp(f)' - Mp((,)) - [v]p = [u]p - MB(f)" - Mp((,)) - [v]5 = (fv,u)

con lo cual dicha g es adjunta de f.
Para ver que es tnica, nos valemos del lema previo. Si g, h son ambas adjuntas de f, entonces (fu,v) =
(u, gv) = (u, hv) Yu,v € V, de modo que gv = hv Yv € V con lo que g = h. O

Observacién. f es autoadjunta siy solo si en B ortonormal, Mp(f) = Mpg(f)*, es decir, si su matriz
es hermitica.

Proposicién 18 (Propiedades).
1. adj(Idy) = Idy
2. adj(adj(f)) = f
3. adj(f +g) = adj(f) + adj(g)

11
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4. adj(f o g) = adj(g) o adj(f)
5. adj(f~") = adj(f)~*

Demostracion. Sean z,y € V :

L (Id(z),y) = (z,y) = (x, Id(y))

2. (f(@),y) = (z,adj(f)(y)) = (adj(f)(y),x) = (y,adj(adj(f))(x)) = (adj(adj(f))(z),y), por tanto
f = adj(adj(f))-
)

3. (f+9)(@),y) = (f(x),y) + (9(x),y) = (x,adj(f)(y)) + (x,adj(g9)(y)) = (z, (adj(f) + adj(g))(y))
(fog(x),y) = (9(x),adj(f)(y)) = (z,adj(g)(adj(f)(y)))-
5. adj(fo f~') =adj(f~' o f) =adj(Idy) = adj(f~")oadj(f) = adj(f)cadj(f~') = Id.

O

Proposicién 19. Sea f:V — V lineal, (V;(,)) euclideo/unitario y dimV < 4o00. Entonces, Nuc(f) =
Im(adj(f))* y Im(f) = Nuc(adj(f))*

Demostracién. v € Im(adj(f))t < Vv € V, (u,adj(f)(v)) =0 <= (f(u),v) =0VYv € V
<~ f(u) =0 < u € Nuc(f).

Para la segunda igualdad usamos la primera: Nuc(adj(f)) = Im(adj(adj(f)))* = Im(f)t =
Im(f) = Nuc(adj(f))* al estar en dimensién finita. O

Corolario. Si f es autoadjunta, Nuc(f) = Im(f)*.

1.4.1. Diagonalizacion en aplicaciones autoadjuntas.

Proposicién 20. Si W es invariante por f, W= lo es por adj(f), y por tanto si f es autoadjunta, dado
un invariante W lo serd también W,

Demostracién. Sea w € W, Entonces, Vv € W, al ser W invariante, se tiene que: (f(v),w) =0 =
(v,adj(f)(w)) =0 = adj(f)(w) € W+ al verificarse para todo v. O

Veamos que las aplicaciones autoadjuntas siempre diagonalizan, y no solo eso, sino que lo hacen en
base ortonormal:

Proposicién 21. Sea f : V — V autoadjunta. Entonces, todos sus autovalores son reales (es decir, el
polinomio caracteristico tiene todas sus raices reales).

Demostracion. Si V' es un R-espacio, vamos a extenderlo brevemente a los complejos para asegurarnos
de que existe un autovalor suyo (aunque tenga que ser complejo), y después probaremos que de hecho
es real. Para ello, permitimos escalares complejos en V dando lugar a V¢, extendemos la funcion f a fc
definida por fc((@1,....,2n)B) = Mp(f) - (21, ...,2,)" como es usual (solo que ahora permitimos escalares
complejos) y finalmente extendemos el producto escalar ¢ a ¢¢ dado por ¢c(x,y) = [2]5Mp(¢)[y]s como
es usual. Seguira siendo producto escalar al mantenerse la misma matriz.

Una vez hecho esto, obtenemos un autovalor A € C, que sabemos existe al tener fc su polinomio
caracteristico en los complejos. Ahora bien, en este caso, si v es autovector de este valor: ¢c(Av,v) =
dc(fe(v),v) = ¢c(v, fc(v)) = oc(v, Av), de modo que A(v,v) = A(v,v), y como v # 0 por hipétesis,
A = X luego A € R. Como el polinomio de f y el de fc son el mismo al tener la misma matriz, y A era
arbitrario, sigue que todos los autovalores de f son reales. O

Teorema 5. Sea f:V — V autoadjunta en el espacio (V,(,)) de dimension finita. Entonces es diago-
nalizable en una base ortonormal.

12
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Demostracién. Se procede por induccién en dim V. Si dim V' = 1, entonces por la proposiciéon anterior
hay un autovalor de vector v, y por tanto {”Z—H} es la base buscada.

Asumimos que se cumple si dimV = n, y veremos con facilidad que lo hace para dimV = n + 1.
Tomamos un autovalor y su vector v, y entonces < v > es invariante por f, de modo que f| 1
estd bien definida, sigue siendo adjunta y sobre un espacio de dimensién n, luego diagonaliza en base
ortonormal B = {vy, ..., v, }. Tomamos la base B" = {v1, ..., vn, ﬁ} Es evidente que todos son unitarios,
y ademés es ortogonal porque H%\I €< v >y el resto, que ya eran ortogonales, estdn en su complemento
ortogonal. Como tanto < v > como su ortogonal son invariantes, la matriz resultante es diagonal. O

1.5. Aplicaciones ortogonales

Definicién 18. Sea E = (V, (,)) un espacio euclideo/unitario. La aplicacién f : V' — V es ortogonal (o
unitaria en espacios unitarios) si Vz,y € V, se tiene (f(z), f(v)) = (z,y). Es decir, preserva el producto
escalar.

Ejemplos son los giros centrados en el origen o las simetrias ortogonales.
Proposiciéon 22. Son equivalentes:

1. f es ortogonal en E = (V;(,))

2. Vx eV, || f(x)|| = ||z|| (preserva normas)

3. Si{vy,...,vn} es base ortonormal en V., {f(v1),...f(v,)} también lo es.

4. adj(f)o f = Id, es decir, adj(f) = f~1.

Demostracién. (1) = (2). Se tiene ||f(z)|| = /(f(z), f(z)) = /(2,2) = ||z||.

(2) = (1). Usaremos la siguiente identidad (se demuestra directamente):

1 2 2 . 2 . 2
(@,y) = Sz +ylI” +iflz +ayll” = @+ f|lz]" = 1 +9) [y])

Entonces, tenemos que (f(x), f(y)) = 3(If(@) + fW)I” + /(@) +if )" = 1 +4) [ f@@)]* = (1 +
DIF @I = 5L @+ I +i L f @ + i)l = (1+0) | F@) )= 1+ 1F 1) = 30+ yl*+i o+ iy|*~

(14i) ||z||* = (1+4) |ly|l*) = (z,y). En espacios euclideos se verifica la identidad prescindiendo de la parte
imaginaria, y el procedimiento es analogo.

(1) = (3). Se tiene que (f(v), f(vy)) = (vi,v;) = {

tanto base).
= (1). Sean z,y € V, entonces en ambas bases y por linealidad de f se tiene: x = Y | z;v;,
z

)
y =21 vivi, f(@) = 37V @i f(vi), f(y) = 327 yif (vi). Como ambas son ortonormales, (z,y) = (21, ..., Zn)-
Iy (Y1, yn)t = (f(x), f(y)) al ser las mismas sus coordenadas.

(1) = (4). Se tiene Va,y € V que (z,y) = (f(2),f(y)) = (x,adj(f) o f(y)), por tanto y =
adj(f)(f(y)) Yy € V y por tanto son la misma.

(4) = (1) Tenemos que Vz,y € V, se da (z,y) = (z,adj(f)(f(y))) = (f(2), f(y))- O
Observacion 5. Si f es ortogonal /unitaria, es biyectiva y ademas f~1 = adj(f).

lsii=j

.7 luego son ortonormales (y por
0sii+#j

Razon. Si lleva una base en otra base, como hemos visto anteriormente, debe ser biyectiva. Por tanto,
como adj(f) o f = Id, sigue que su inversa es adj(f).

Proposicién 23. Si f es ortogonal/unitaria, fijada base ortonormal B, se tiene que |det(Mp(f))| = 1.
En particular, si es ortogonal, deberd ser 1 o —1.

13
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Demostracién. Tenemos en base ortonormal que Mp(f)*Mp(f) = I, por tanto, tomando determinan-
tes, det(Mp(f))det(Mp(f)) =1 = |det(Mp(f))|> = 1. O

Cabe destacar que la condicién anterior no es suficiente puesto que hay contraejemplos. Ahora vamos
a conocer la estructura de las aplicaciones ortogonales/unitarias:

Proposicién 24. Si f : V — V es ortogonal/unitaria y A es un autovalor suyo, entonces || = 1.

Demostracion. Sea A un autovalor de la aplicacion. Si no tiene, podemos permitir escalares complejos,
extendiendo el espacio a V¢, la aplicacién a f¢ y el producto a (, )¢ de la manera evidente (misma matriz,
permitiendo escalares complejos, conjugando en el producto). Entonces, si v es autovector asociado, se
tiene que (v,v)c = (fc(v), fc(v))c = (A, A)c = AN (v,v) = |A|?(v,v) y como v # 0, se tiene A2 =1. O

Observemos que, a diferencia de las autoadjuntas, no se garantiza que las aplicaciones ortogonales
tengan autovalores reales, y puede ser necesario el paso a los complejos. No obstante, también dejan
invariantes los ortogonales y esto permitira repetir el argumento de las autoadjuntas:

Proposicién 25. Sea f : V — V ortogonal/unitaria y W invariante por f. Entonces W también lo es.

Demostracién. Observemos que flw : W — W estd bien definida, es biyectiva por ser ortogonal y
por tanto f~! : W — W también lo estd. Sea u € W+ y w € W arbitario. Entonces, (f(u),w) =
(u, f~Y(w)) = 0 dado que f~!(w) € W como hemos visto, por tanto f(u) € W+. O

Teorema 6. Sea f : V — V wuna aplicacion unitaria en el espacio unitario (V,(,)). Entonces, es
diagonalizable en base ortonormal.

Demostracion. Por induccion en dim V. Si dim V' = 1, entonces evidentemente es diagonalizable, y si u
es uno de los autovectores, entonces {m} es la base buscada. Supongamos que lo es cuando dimV = n.
Ahora, si dimV = n + 1, sea A una raiz del polinomio caracteristico, que existe al estar en C[X], y
sea u un autovector de A. Ahora, < u >1 es un invariante n-dimensional y f sigue siendo unitaria alli,
luego f|.,~1 diagonaliza en base ortonormal B. Ahora B U {ﬁ} es ortonormal y por construcciéon f
diagonaliza en esa base. 0

Ahora nos interesa ver qué sucede con las aplicaciones en R. Daremos una ’forma canénica’ que todas
alcanzan, compuesta por invariantes de orden 1 que se quedan fijos (o se invierten) e invariantes de orden
2 que giran. Después clasificaremos todas las aplicaciones ortogonales posibles de R? y R3.

Lema 2. Si f : V — V es una aplicacion ortogonal/unitaria y A\, p son 2 autovalores distintos con
autovectores v, w respectivamente, entonces (v,w) = 0.

Demostracién. (v, w) = (f(v), f(w)) = (A, pw) = Nia(v,w). Si (v,w) # 0, entonces debe ser A\t =

1 = 7= A"! = ) al tener médulo 1, lo cual contradice que sean distintos. O

Teorema 7 (Forma candnica de las aplicaciones ortogonales). Sea f:V — V wuna aplicacion ortogonal
con (V,(,)) un espacio euclideo. Entonces, existe una base ortonormal B tal que:

I, O 0 0 0
0 -1, O 0 0
0 0 Ay O 0
Mp(f)={0 0 0 A, 0
0 0 0 0 ... A

cosq; —sinaq;

Donde Iy, es la identidad de orden k y cada bloqgue A; = <
;€ [O, 271‘).

. ara algun dngulo
sin o cosai> p g g
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Demostracién. Realizamos cada uno de estos pasos hasta que podamos, es decir, hasta agotar el
procedimiento correspondiente o hasta obtener dim V' vectores para B, comenzando por el espacio W = V:

1. Si f|w tiene el autovalor 1, tomamos el autovector v y agregamos a nuestra base al vector HUTH
Nuestra base hasta el momento es el conjunto T'. Ahora, continuamos tomando como nuevo espacio
W' =< T >1. (Este paso se realiza k veces)

2. Cuando f|w ya no admita al 1 como autovalor, hacemos lo mismo que el paso anterior para el valor
—1. (Este paso se realiza [ veces)

3. Hemos llegado a f|w que no admite autovalores reales. Para obtener los vectores que faltan, to-
mamos A € C, A = a + ib raiz del polinomio caracteristico. Como este tiene coeficientes reales,
tomamos A = a — ib el conjugado de dicho autovalor, que también es autovalor. Sea w = u — v el
autovector de fc|w unitario para el valor A, con u,v € V, y sea W = u + v, que por construccién
también es unitario ya que sus coordenadas son las conjugadas de las de w.

No es dificil comprobar ahora que w es un autovector de E, dado que si M es matriz en base
cualquiera de f|w, entonces Mw = \w — Mw = Mw = \w. Ademds, se tiene que w + W = 2u
y que w — w = 240.
Ahora veremos que u, v forman un invariante, dado que que f(w) = f(u + iv) = f(u) +if(v) pero
también f(u + iv) = (@ — ib)(u + v) = au + bv — ibu + iav, de modo que:
fw) = au + b (1)
fw) = —-bu+ av

A continuacién veamos que son ortogonales, es decir que el invariante es de orden 2 con base
ortogonal {u, v}. Para ello, vemos que (u,v) = 4 (w+w, W—w) = —(w, w)+(W, W)+ (w, W)— (W, w) =
—14+14+0+0=0, por el lema previo.

Para finalizar, lo Gnico que debemos hacer es anadir a nuestra base a los vectores { HZH , Hf—)“} Como

2 2 ] s .
lw+w|]” = ||w — w||” = 2 al ser estos ortogonales entre si (teorema de pitdgoras), entonces, dichos
vectores se pueden escribir como {v/2u, v/2v}, y vemos que la relacién (1) se sigue manteniendo en
esa base, y por tanto:

a —=b
M{\/Qu,\/ﬁv}(f|<\/§u,\/§v>) = (b a )

Como A tiene médulo 1, sique que a® + b?> = 1 y por tanto se puede expresar a = cosa y b = sina,
como se queria.

(Este paso se repite ¢ veces.)
4. Finalmente, es evidente que la base obtenida es ortonormal, dado que los vectores son unitarios
v se han ido tomando cada uno en el ortogonal de lo que generaban los anteriores. Los vectores

anadidos en el paso 1 y 2 son autovectores de 1 y —1, y las parejas de vectores anadidas en el paso
3 dan lugar a los bloques de 2 x 2. O
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1.5.1. Clasificaciéon de aplicaciones ortogonales

Observacién 6. Si f : R? — R? es ortogonal, entonces hay una base ortonormal B = {u,v} donde
tiene una de las siguientes formas:

cosa —sina . 1 0
. o bien
sihae  cosa 0 -1
El primer caso, de determinante det f = 1, es un giro de angulo «. En el caso de o = 0 es la

identidad, y si a = 7 es la simetria central o —Id.

El segundo caso, de determinante det f = —1 es una simetria ortogonal con respecto a < u >,
donde evidentemente la direccién de la simetria es < v >.

Observacion 7. Estos son los casos que se pueden dar para f : R3 — R? en base ortonormal

B = {u,v,w}:
1 0 0
a) [0 cosa —sina |, con det f = 1. Es un giro de angulo « respecto del eje < u >.

0 sina cosa
Cabe notar que Tr(f) = 1 + 2cosa, que es invariante a la base, y que, en base ortonormal
B = {u,v,w}, se tiene (fv,w) = sin «. Estos dos métodos permiten hallar el &ngulo sin calcular
explicitamente la matriz en dicha base.

Si = 0 es la identidad y si @« = 7 también se puede ver como una simetria respecto del eje

<u >.
1 0 O
b) {0 1 0 |, condetf=—1.Es una simetria ortogonal respecto del plano < v,w >.
0 0 -1
-1 0 0
¢) | 0 —1 0 |, condetf=—1.Es una simetria central.
o 0 -1
-1 0 0
d) 0 cosa —sina |, con det f = —1. Es una simetria respecto de < u >t=< v, w >

0 sina cosa
compuesta con un giro respecto de < u > de o grados.

Vemos que los giros, dependiendo del orden en que se escoja la base del plano a girar, se realizan en
un sentido o en otro. Normalmente, se busca el sentido que induce el vector del eje como es usual, para
lo que vamos a definirlo formalmente:

Definicion 19. Dos bases de R", B y B’, tienen la misma orientacion si det C' > 0, donde C' es el
cambio de base de una a otra. En caso contrario, no tienen la misma orientacién.

Observamos que esto define una relacion de equivalencia en el espacio de bases de R™. Orientar un
espacio serd cambiar el orden de la base para que coincida en orientacién con una dada.

Definicién 20. Diremos que una base estd positivamente orientada en R" si su orientacion es la de
la canoénica, es decir, el determinante de las coordenadas de los vectores es positivo.

Observemos que, por ejemplo, en R3, dados dos vectores w1, uy linealmente independientes, un tercero
que forma base positivamente orientada con ellos es uq X us.

Definicién 21. Un isomorfismo f : V — V conserva la orientacién si det f > 0, y la invierte si
det f < 0.
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1.5.2. Obtencién de giros y simetrias
Observacion 8. Las simetrias se pueden obtener facilmente dado que S§;, = Py —Py. = Py —(Id—Py) =
2PVJ‘; — Id, y sabemos ya como obtener simetrias.

A continuacién vemos como obtener una matriz de giro de R? dados sus elementos geométricos. (En
R? es evidente, en base ortonormal se coloca la forma que ya conocemos con cos y sin.)

Observacion 9. Queremos obtener el giro o simetria+giro G de eje < u; > y angulo a.
Sea B = {uj,us,us} la base ortonormal tomada con orientacién positiva, de modo que:

+1 0 0
Mp(G)=| 0 cosa —sina
0 sina cosa

La orientacion se toma positiva para que el giro sea en el sentido inducido por u;. El primer 1 ird con
signo negativo si revierte orientacién por una simetria con < u; >*. Si observamos:

1 00 0 0 O 0 0 O
Mp(G)=+10 0 0| +cosa|0 1 O] +sinaf{0 0 —-1]=

0 0 0 0 01 01 0

::l:MB(Pin)+CosaMB(P<Lul>l)+sinaMB(Mul)

Donde M, (x) = u; x z, dado que como es ortonormal la base, y positivamente orientada, u3 X us = us
y U1 X ugz = —us.
Finalmente, entonces, podemos decir que:

_ 4pl i .
G==+P, 5 +cosaP_, . +sinalM,,

Y como ya sabemos obtener matrices de proyeccién (Y ambas estdn relacionadas facilmente por

Id = Pi_u1> + Pi_u1> 1), v la matriz de la aplicacién de producto vectorial también es sencilla, podemos
obtener la matriz de G en cualquier base.
Observacion 10. Esto da lugar a otra manera de obtener sin ¢, sin necesidad de obtener bases ortonor-
males. La idea es que los dos primeros sumandos anteriores conforman una matriz autoadjunta g, y el
ultimo sumando es una matriz antiautoadjunta h. Es decir, si denotamos al giro f, tenemos que f = g+h
luego adj(f) = g — h, y por tanto h = f—#b(f) (esto vale para descomponer cualquier otra funcién en
suma de autoadjunta y antiautoadjunta).

Es decir, dada la matriz A en canénica del giro, podemos obtener B = (A — A*) (con el producto
usual para que canénica sea ortonormal), y esta matriz B debe verificar B = sin aM.(M,, ), que de hecho,

si u; = (a,b,c¢) (unitario, como era necesario en la demostracién anterior), entonces:

0 —c b
B=sina| c 0 -—a
-b a 0

Como el vector es unitario, se tiene que, para la matriz B, b3, +b2; +b32, = sin® a(a?+b?+c?) = sin® a.

En resumen, si se toman esas entradas de %(A — A?) y se elevan al cuadrado, se obtiene el
seno al cuadrado. Si luego se dividen por sina, se obtienen las componentes del eje u;.
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2. Geometria Afin

Hasta ahora, la teoria de &dlgebra lineal aplicada a la geometria tiene una importante restriccion:
solo son subespacios aquellos elementos que pasan por el origen. El objetivo ahora es poder extender de
manera natural todo a un espacio en el que no haya puntos distinguidos como el origen:

Definicién 22. El conjunto no vacio A es un espacio afin sobre un K-espacio vectorial V' si estd dotado
de la operacién ¢ : A x A — V, que se suele denotar ¢(p,q) = ]ﬁ, tal que verifica las propiedades:

1. Vp € A, se tiene que ¢, : A — V, dada por ¢,(q) = pé, es biyectiva.
2. Vp,q,r € A, se tieneﬁ—i—(ﬁ :p7.

La dimensién del espacio afin es dim V.

A los elementos del espacio afin se les suele denominar puntos. El espacio V es la direccién del
espacio afin. El primer axioma se puede entender como que cada punto encierra un espacio vectorial, V,
centrado en él. El segundo axioma es bastante intuitivo si se visualiza ¢ como la funcién que proporciona
un vector con origen y extremo en un punto dado.

Un ejemplo de espacio afin es (V, V, ) donde V' es un K-espacio que ademds acttia como conjunto de
puntos, con el operador ¢(v, w) = w — v, independientemente de la base.

Las siguientes propiedades siguen de inmediato:

Proposicién 26. Se verifican en un espacio afin A:
1.Vp,ge A, pl=0 < p=gq

2. VP,QGA, —Zﬁ:?
3. Vp,q,r s €A, pGg =78 = pt=qb (Ley del paralelogramo)

Demostracion:

1. <= se tiene por el segundo axioma: ]70 + @ = ]70 == @ = 0. Para =, veamos que si ;@ =0,
entonces @ = ]ﬁ como hemos visto antes, y por el primer axioma p = q.

2. Por el segundo axioma,ﬁ—&—@:ﬁfozo.
N S N

O
Cuando ﬁ = u € V, se suele denotar p + u = ¢. A continuaciéon generalizamos el concepto de
subespacio a espacio afin:

Definicién 23 (Variedad lineal). Sea a € Ay F C V un subespacio en el espacio afin (4, V, ¢). Se define
la variedad lineal de a en direccién de F por:

a+F={beA:£eF}
Su dimensién es dim(a + F) := dim F.

Observacion 11. Las variedades lineales son subespacios afines sobre el espacio F' con la aplicacion ¢q+F,
que ahora lleva los vectores exclusivamente sobre F' y hereda las propiedades de ¢. Ejemplos son el punto
a+ {0}, la recta a+ < u >, etcétera.

Veamos que cualquier punto de la variedad sirve para representarla:

Proposicion 27. Sibc a+ F, entoncesa+ F =b+ F.
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o Demostricién. Sea z € a4+ F. Entonces at € F. Como también % € F, entonces @ € F luego
ba + at = bz € F., asi que z € b+ F. A la inversa, se tiene que si x € b+ F, entonces bx € F luego
ab+bi=at e F. O
Corolario. Si p,q € a + F, entonces ;ﬁ € F, dado que p_& + cﬁ eF.
A continuacién veremos como estudiar la posicién relativa de dos variedades lineales:

Proposicién 28. Dos variedades a+F yb+G del espacio afin (A, V, ) se cortan (es decir, su interseccion
es no vacta) <= ab € F+G.

%
Demostracion. Si se cortan, sea ¢ € (a4 F) N (b+ G). Entonces, at € F y bc € G = b € G. Por

lo tanto, %: %—FZ € F + (. Para el reciproco, si % € F + G, entonces %zu—l—v conu € F,veQqG.
Como ¢, es biyectiva, entonces dc € A tal que at = u, de modo que ¢ € a + F. Veremos que también

estd en la otra: ab—at =v e G = £€G = bc e G = c€b+ G, con lo que se cortan en ¢. [
Definicién 24. Dos variedades a + F' y b+ G son paralelas si F C G o G C F.

Proposicién 29. Sean a + F y b+ G dos variedades paralelas con F C G sin perder en generalidad.
Entonces, o bien (a+F)N(b+G) =0, o bien (a+ F) C (b+ Q).

Demostracion. S%)ongamos que su interseccién_e)s no vacia. Entonces, si ¢ € (a + F) N (b+ G), se
cortan, con lo que ab € F + G = G, con lo que ba € G, es decir a € b+ G luego a + G = b+ G.
Naturalmente, a + F' C a + G, dado que si x € a + F), ateF = ateG = =z € a + G, luego se
tiene lo que se queria. O

Definicién 25. Dos variedades lineales se cruzan si ni se cortan ni son paralelas.

2.1. Interseccion y suma de variedades lineales. Variedad generada.

Proposicién 30. Sean a+F, b+G variedades lineales en (A, V, ) que se cortan, con c € (a+F)N(b+G).
Entonces, (a+ F)N(b+G) =c+ (FNG) y por tanto es otra variedad lineal.

%
Demostracién. Observemos primero que a € F y be € G. Sea = € (a 4+ F) N (b + G). Entonces

¢ = T4 + at € F al estar ambos en F (ﬁ = —af que esté en F), y anédlogamente Tt = xb+ b—c> € G,
luego z¢ € F NG asi que z € ¢+ F N G. Por otra parte, si z € ¢+ F NG, entonces Tt € F,G y entonces
ﬁ::?c)—%er;g:x_)c—b_geGluegoxe(a+F)ﬂ(b+G). O

Por otra parte y al igual que sucedia en subespacios, la unién de 2 variedades no es variedad lineal,
dado que deberia contener muchos puntos mas que se generan. Para aplicar este concepto a variedades,
definimos:

Definicién 26. Dados los puntos {ag,...ax} C A, se define la variedad lineal generada por tales
puntos como L(ag, ...,ar) = ap+ < agai, apas, ..., agaj >.

Proposicién 31. La variedad L generada por los puntos {ag, ...,ar} es la menor que los contiene.

Demostraciéon. Claramente contiene a los puntos, dado que como cada aoa, esté en el subespacio, se
tiene por definicién que a; € L. Por otra parte, sea a + F una variedad tal que {ag,...,ax} C a+ F.
Entonces, a + F = ag + F' y por tanto aoa; € F Vi = 1,...,k, lo que quiere decir que al ser subespacio
<¢m,...m>CF,oloqueeslomismo,LCa+F. O

Definicién 27. Se define la suma de las variedades lineales L1 = a + F', Ly = b+ G como la variedad
lineal Ly + Ly == a + (F + G+ < ab >).
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Esta definicién es la que garantiza que contiene a ambas variedades lineales y que es la minima con
tal propiedad. Vedmoslo:

Proposiciéon 32. La variedad L1 4+ Lo es la minima que contiene a L1 y a Lo.

Demostracién. Manteniendo la notacién de la definicién. Si € Ly, at € F con lo que at € F +
G+ < c% >y ax € Li + Ly. Por otro lado, veamos que b € Ly + Lo, ya que c% €< ab >, luego
Li+Ly=b+(F+G+< @ >), y andlogamente al anterior ya se puede ver que Lo C L1 + L2.

Para ver que es la menor, sea c+ H tal que Ly Cc+ H, Lo Cc+ H. Sise tieneeso,c+ H=a+Hy
entonces, como a + F C ¢+ H, debe ser que F' C H. Analogamente G C H. Como a,b € ¢+ H, también
ab € H luego < ab >C H. Como la suma de subespacios es el menor que los contiene, debe ser que
F+G+ % C H, y se tiene lo que se queria ya que L; + Lo y ¢+ H pasan por el mismo punto. O

Proposicién 33 (Grassmann). Sean L1 = a+ F, Ly = b+ G variedades lineales. Si se cortan, se tiene:

dlle + LQ = dlle + dlmLQ - dlle n LQ

Si no se cortan no tiene sentido hablar de variedad interseccion y la formula varia:

dimL; + Ly =dim Ly +dim Ly —dim FNG + 1

Demostracién. Si se cortan, % € F+ G conlo que (F+G+ @) = F+ G, luego dim Ly + Loy =
dim F' + dim G — dim F N G por Grassmann de espacios vectoriales, de donde sigue lo que se queria.
Si no, entonces dim(F + G+ < ab >) = dim(F 4+ G) + dim(< ab >) —dim((F + G)N < ab >) =
dim F +dim G —dim FNG +1—0, como se querfa ver. Que dim((F + G)N < ab >) es cero se sabe porque
al no cortarse, ab ¢ F+G. O

2.2. Sistemas de Referencia en Espacios Afines

Buscamos generalizar el concepto de base a espacios afines.

Definicién 28. Un sistema de referencia cartesiano en un espacio afin n-dimensional (4, F, @) es el
conjunto R = {p;ey,...,e,} = {p; B} donde p € A es el 'origen’ y B = {ey, ..., e, } es una base de E. Para
cualquier z € A, sus coordenadas son (z)r = (p£)p = (21, ..., 2,) 5. Son tnicas por el primer axioma de
espacio afin y la unicidad de coordenadas dada una base.

Observacion 12. Si b = a+w, es decir, ab = W, entonces (b)g = (a)g + (W) p de manera muy conveniente,
dado ue (ph) = ()5 + (ab) .

Para definir el otro tipo de sistema (baricéntrico) se requieren conceptos previos:

Definicién 29. Los puntos {aq,...,ar} C A son afinmente independientes si {aia3, ay, a3, ...,a1a;}
es un conjunto linealmente independiente de vectores.

Proposiciéon 34. Son equivalentes:

1. {a1,...,ar} son afinmente independientes.
2. V1 <i <k, {aaj, : h # i} son linealmente independientes.

3. Vp € A, si se tiene Z]f )\jpTL; =0 y ademds Z’f Aj =0, entonces A\; = ... = A\, = 0.
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Demostracién. (1) = (2) se tiene porque si 0 = 37, Anaial, = >onzi An(aiar + arap) =
—(Zh# An)aia; + Zh# Apaiap, y como es una combinacién nula de los vectores que segin (1) son
independientes, se tiene A\;, = 0 Vi # h, como se queria ver.

(2) = (1) se tiene particularizando (2) con ¢ = 1.

(1) = (3) se tiene porque 0 = Yy Apa; = Yy A;(paf + aay) = (X4 A)pai + Y5 Ajana; =
O—I—Zg )\cha;, y por (1) se tiene que A; = 0Vj = 2, ..., k, no obstante, como A\ = — Zg Aj por hipdtesis,
entonces también A\; = 0.

(3) = (1) se tiene porque si p € A arbitrario y Zg Ajara; = 0y definimos A; = — Zl; Aj, entonces
0= 35 Nara; = S5 Nj(@p+paj) = —Map+ 35 \jpa; = Mipai +3 5 A;pa;, donde ademds S35 A; = 0,
luego por (3) sigue lo que se querfa: \y = ... =\, =0 O

A continuacién vamos a ver que se puede saber cudntos puntos afinmente independientes hay co-
mo maximo. Evidentemente, en un espacio de dimensién n, un conjunto de n + 2 puntos nunca seran
independientes ya que dan lugar a n 4+ 1 vectores. No obstante:

Proposicién 35. Sea (A, E, ) espacio afin n-dimensional. Sean ay, ...,ar (k < n) afinmente indepen-
dientes. 3{agy1, ..., an} tales que {ag,...,an} son n+ 1 puntos afinmente independientes.

Demostracién. Completamos el sistema {agai, ..., agaj } a base de V: B = {agai, ..., GgGk, Vg41, -+ Un }-
Ahora basta con poner a; como aquel tal que apa; =v; Vj € {k+1,...,n}. O
El siguiente lema prepara los sistemas baricéntricos:

Lema 3. Sean pg, ..., px puntos de (A, E, @) un espacio afin n-dimensional. Sea © € A. Si Ip € A tal
que:

{m =k jzpp, (1)
Y gwi=1 (2)

Para algunos xq, ..., x; € K, entonces:

1. Dado q € A, vale la expresion (1) reemplazando p por q.

2. Si{po,...,pk} son afinmente independientes, los escalares x; son unicos, es decir, no hay otros tales
que esa suma de pft.

Demostracion. Para 1, sea ¢ € A. Entonces ¢ = qp + pt = qp + ZIS TP, = Qb + Zg xz(ﬁ + ﬁ) =
(—1+ Zlg z:)pg + Z’g ziqp; = 0+ Zlg 2;qp;, como se queria.

Para 2, supongamos que son independientes, y que {yo, ...,y } también cumplen lo que se dice. En-
tonces, Zlg PP, = Zg yipp, — Zg(% fy,)]ﬂ = 0, y como ademas Zg(:p, —y;) =1—1=0, entonces
por las equivalencias vistas anteriormente, se tiene que x; —y; = 0 Vi € {0, ..., k}, de manera que z; = y;
para toda 1. O

Ahora veremos si se tienen justo n+1 puntos independientes, todo punto puede ser expresado co-
mo en el lema anterior, y como hemos visto, de forma tnica. Esto constituye el sistema baricéntrico
o afin:

Definicién 30 (Sistema de referencia baricéntrico o afin). Un sistema afin del espacio n-dimensional
(A, E, ) es un conjunto R = {ao,...,a,} de n + 1 puntos afinmente independientes. Las coordenadas
de un punto z € A se forman de esta manera: por la proposicién 34, y como {z,ay,...,a,} ya no son
independientes, dp tal que:

0=ApE+ Y _ \ipa;
0

21



2. GEOMETRIA AFIN INDICE

con A+ Zg Ai = 0 y no todos los escalares nulos. Ademaés, no puede ser que A = 0 porque en ese caso
se contradice la proposicién 34. Por tanto, despejando y multiplicando por el inverso de A, queda que
existen x; con:

n
pEt =" xpd;
0

n
e s . , _ s
Estas son las coordenadas baricéntricas: (z)r = (2o, ..., ). Ademds, > g z; = =525 = % =1,

luego por el lema previo, son tnicas y ademas no dependen del punto p elegido.

Es decir, finalmente, las coordenadas de z € A son (xg, ..., 2, ) g tales que pt = >o z;pa,, sin importar
p € A, que ademdas cumplan Zg x; = 1.

En este caso, se denota x = xgag + x1a1 + ... + T, ay.

Observaciéon 13. Dada R = {aq, ..., a, } una referencia baricéntrica y x € A tal que (z)r = (2o, ..., Tn),
entonces, si R. = {a;,a;af, : h # i} es la referencia cartesiana con origen en a; y base los vectores que
parten de a;, las coordenadas de @ son: (Z)g, = (Tgy .oy Tim1y Tit 1y -oes Tn)-
Esto es asi porque a;# = Z?:o Ty = Y, T3,

Observacion 14. Dado R = {po;v1, ..., v, } referencia cartesiana con (x)g = (z1,...,%,), entonces en el
sistema Ry = {po,p1 = po + V1, ..., Pn = Po + Un}, que, dado que pop; = v;, son puntos independientes,
se tiene que (z)g, = (1 — 3.7 i, 1,22, ..., 2, dado que pod = 3.7 zipop, y por lo tanto solo hace falta
cuadrar la primera coordenada para que sumen 1.

2.2.1. Cambio de coordenadas

Proposicién 36 (Cambio en sistemas afines). Dados dos sistemas afines R = {po,....pn} y R =
{Dhs -, Pl }, podemos cambiar de R' a R si conocemos las coordenadas del sistema R’ en R. En este caso,
si (p;)r = (Aoj, -y Anj) y consideramos la matriz de paso P = (Nij)i;, se tiene, Vo € A:

[z]r = P [x]r

Donde, como hemos dicho, P es:

P=(lpolr Iilr - [pnlr)
Demostrac_ig')n. Supongamos que (z)g = (g, ..., Tn) ¥ (¥)rr = (x4, ..., z),). Entonces, fijado p € A,
pt = b aipp, = S0 (@ > iso \jibp;) = im0 Z\\jipp;, es decir, que z; = x/\ji, o, en notacién
matricial:

!/
i) on)
A A
T 00 on xll
A A |
T n0 nn 1,{(1
O
Proposicién 37 (Cambio en sistemas cartesianos). Dados dos sistemas cartesianos, R = {p,B =

{e1,..,en}} y R ={p', B’ = {€l,...,e,}}, podemos cambiar de R' a R si conocemos el cambio de base
de B a B yp' en R. Suponiendo que P = ()\i;) es el cambio de base, es decir, que €; = o1 Nijeis y que
(P)r = (p1,--,Dn), entonces, dado x € A:
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—
Demostracién. Pongamos que (2)g = (z1,...,2n) v ()5 = (2, ...,2. ). Entonces, p'x = >, 2’.e/, =
R 1 n j=1"5¢;
— =
Z?Zl a3 Nijer = Doy Z?Zl(x;)\ij)ei. Por otra parte, p'z = p'p + pt = 1 (z; — pi)e;. Igualando

los coeficientes anteriores, queda que 2?21 xiNij = (z; — pi) Vi € {1,...,n}, o, matricialmente, que:
!

X1 A1 - Ain €y P1

’
Tn Al oo Ann Ty, Pn

2.3. Ecuaciones de variedades lineales

Proposicién 38 (Ecuaciones paramétricas). Dada a+ F una variedad lineal k-dimensional en (A, E, )
n-dimensional, con base de F': {v1,...,vr}, y dado un sistema cartesiano R = {p; B = {ex,...,en}}, donde
[vj]B = (V1j, V25, ..., Unj), Y (@) g = (a1, ..., an), entonces, dado x € A con (x)g = (21,...,Zn), Se tiene que
r€a+F < at €F, y como at = ap + pt, entonces [cﬂ]B = (21 — a1, ..., &p — ap). Por tanto,

Tl — a1 V14

To — Ao n V24

r€a+F — . ZZ)\Z‘ ]
: n :

Tn — Qn Uni

para algunos escalares \;. FEsto se conoce como ecuaciones paramétricas de la variedad.
Eliminando los pardmetros, o bien con el método siguiente, se obtienen las ecuaciones cartesianas:

Proposicién 39 (Ecuaciones cartesianas). Con la notacion anterior, x € a + F si y solo si at es
combinacion de la base de F, es decir:

V11 V1ik V11 N V1k Tr1 — ap
$€Q+F<:>7‘g : =rg
Unl .- Unk Un1 . Unk Tp — Qp

Suponiendo que el rango de la primera matriz (la dimension del subespacio) es r, bastard con tomar
la seqgunda matriz y escalonarla con el método de gauss, imponiendo que las n—r filas finales sean nulas
para que mantenga rango r. Esto nos proporciona r ecuaciones:

1121 + -+ Q1pTn = by

121+ 0+ Gy, = by
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Que son precisamente las ecuaciones cartesianas. Alternativamente se pueden obtener a través de
los determinantes menores: el mayor menor no nulo debe ser de tamano r, luego se forman n—r menores
independientes de tamano r + 1, y se igualan a cero.

Andlogamente, dadas ecuaciones cartesianas como las anteriores, describen una variedad lineal de
subespacio direccion:

a11r1 + - +apx, =0

Ar121 + -+ A &p = 0
Y que pasa por un punto solucion al sistema.

El siguiente teorema proporciona la dimensién de la variedad generada por una serie de puntos. Para
el mismo, necesitaremos un sencillo resultado previo:

Lema 4. Dado R = {po, ..., pn} un sistema baricéntrico y qo, ..., gm puntos tales que (¢;)r = (qoj, --s qnj)-
Se tiene que en base {popi, ..., poPn}, las coordenadas de cualquier M son (q1; — 4105 -+ Gnj — gno) =
(¢;)r—(qo) r- Es decir, en la "base inducida por el sistema baricéntrico’, las coordenadas se pueden obtener
restando.

Demostracién: qo—qj>- = Poq;—DPoqo = Zg (¢ij —gio)Popi, ¥y como popy es nulo se tiene lo que se querfa. [

Teorema 8. Sea R = {po,...,pn} sistema baricéntrico yqo, ..., ¢m puntos tales que (¢j)r = (qoj, s qnj)-
SiV = L(qo, .-, qm), entonces:

qoo ---  Qqom
dmV=rg | : . 1 |=1=rg((@)r --- (am)r)—1
dno .-+ 4nm
Demostracion.
oo --- Qom oo qo1 —@goo --- Gom — Goo
rg|l o - : =rg| - : :
dno .-+ 4nm dn0 qn1 —4qn0 .- Gnm — qno

Ahora, sumamos a la primera fila todas las demads, y como son baricéntricas:

1 0 0 Q11 —q0 -+ qim — q10
=rg| : : | =1+rg : : =1+dimV
dn0  Adn1 —4n0 49nm — 4no dnl —4no ---  Gnm — 4no

Dado que esta tltima matriz, por el Lema 4, contiene las coordenadas de los vectores de la base de V'
escritas en una base. O

Observacion 15. Las ecuaciones implicitas en coordenadas baricéntricas también se pueden hallar con
el razonamiento de antes: z € A, con (x)gp = (21,...,Zn), estd en V = L(qo,...,qm) si y solo si
rg((Qoq]Bl .- [ Toamle) = rg((Toaulsl. - [T oam]s[x: — qo]?), donde B es la base inducida B =
{9041, ---sq0qn }, lo que por el Lema 4 nos garantiza que las coordenadas de go# sean esas. Imponiendo esa
condicién se obtienen n — m ecuaciones, y la que falta (dado que dim V' =m — 1 y por tanto debe haber
n —m+ 1 ecuaciones, suponiendo siempre que los m puntos sean independientes), se obtiene imponiendo
> z; = 1 para obtener coordenadas baricéntricas.

Si ya se tienen las ecuaciones en cartesianas se obtienen ficilmente las del sistema de referencia
baricéntrico asociado agregando la condicién Y x; = 1.
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2.4. Afinidades

El concepto de afinidad generaliza el de aplicacién lineal:

Definicién 31. Dados dos espacios afines, (A1, E1, p1) y (A2, B2, 02), se dice que la aplicacién f: A; —
Az es aplicacién afin o afinidad si 3f : By — FE» lineal tal que Va,b € Ay, se tiene ¢o(f(a), f(b)) =

f(p1(a,b)), es decir, f(a)f(b; = f(%) Se dice que f es la aplicacién lineal asociada a la afinidad.

En adelante, si no se indica lo contrario, las aplicaciones afines irdn entre (Ay, F1, 1) v (A2, Ea, ¢2).
La siguiente caracterizacion es importante:

Proposicién 40. Son equivalentes:
1. f es aplicacion afin.
2. fla+@) = f(a) + J(@) Va € Ay y @€ Ey. Bs decir, f(b) = f(a) + f(ab) Va,b € A;.
Demostracion. Supongamos que se tiene 1, y sea b € A; tal que a + @ = b. Entonces sabemos de la
definicién de afinidad que f(b) = f(a) + f(%), es decir, f(a + @) = f(a) + f(i@). Por otra parte, si se

tiene 2, sean a, b € A, arbitrarios, entonces f(b) = f(a) 4+ f(ab) (particularizamos para @ = ab, con lo

cual f(a)f() = f(ab). 0

Una aplicacién afin queda completamente determinada por su parte lineal y la imagen de un punto:

Proposicién 41. Sean f, g afinidades tales que f(p) = g(p) para un p € Ay, = g. Entonces, f = g.

yf
Demostracién. Dado a € A; arbitrario, f(a) = f(p) + f(pd) = g(p) + §(pd) = g(a), luego son
iguales. O
Se comportan mas o menos como aplicaciones lineales en tanto que basta con dar las imégenes de una
'base’ para obtenerlas. Para ver cudndo existen aplicaciones afines usaremos el siguiente lema previo:

Lema 5. Sean q € A1, u,v € Eq. Entonces, (¢ +u)(¢+v) =v —u.

Demostracién. Evidentemente, ¢ +v = (¢ +u) + v — u, pero esto es equivalente a que (¢ + u)(qg + v; =
v —u.

Proposiciéon 42. Sea ® : Ey — Eo una aplicacion lineal, y sean p € Ay y q € Ay. Entonces, 3!f : Ay —
Ay afin tal que f(p)=qy f=2.

Demostracién. Dicha aplicacién es la definida por f(a) = f(p) + ®(pa) = q + ®(pa), Ya € A;.
Efectivamente es afin, dado que para cualesquiera a, b € Ay, se tiene f(a)f(b; = (q+ D(pa))(q + (b(ﬁ)) =

@(1%) — O(ph) = P(ap + 1%) = @(%), luego es afin de aplicacién lineal @, y efectivamente f(p) =
q+ @(ﬁ) = ¢+ ®(0) = g. Ademas es tnica por la proposicién 41. O

Proposicién 43. Dado el sistema afin {ag,...,a,} C Ay de puntos independientes, con n = dim Fy, y
dados {bo, ...,b,} C As puntos cualesquiera del espacio de llegada, 3\f : Ay — Ay afin tal que f(a;) = b;
Vj €{0,...,n}. Es decir, queda determinada por las imdgenes de un sistema afin.

Demostracién. Como {m , ...,M} es base de F, definimos f como la tnica aplicacién lineal tal
que f(m) = E;b? Vi € {1,...,n}. Ahora, definimos f como la tnica afin de componente lineal fy
tal que f(ag) = bo. Por la proposicién anterior existe, es tnica y estd dada por f(a) = by + f(aod).
Ahora veamos que satisface lo pedido: f(a;) = by + f(aoa;) = by + bob; = b; Vj € {1,...,n}, y ademés
f(ao) :b0+0:b0 O
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2.4.1. Afinidades importantes

Definicién 32. Sea (A, E, ) espacio afin y sea v € E. Se define la traslacién de vector v como la
aplicacion T, : A — A dada por T,(a) = a + ¢ Va € A, es decir, aTU(a; = .

Proposicién 44. La traslacion de vector v es afin, de aplicacion asocidada Idg.

Demostracién. Sean a,b € A. Se tiene Ty (a)T,(b) = Ty(a)a + ab + 0T, (b)) = —v + ab +ov= %, luego
es una afinidad de aplicacion lineal asociada Idg. O

Proposicién 45. Sea f: A — A una afinidad tal que f = Idg. Entonces es una traslacion para algin
vector v.

Demostraciéon. Como f(a)f (b) = %, para todos a y b, se tiene por la identidad del paralelogramo
—

— —
que f(a)a = f(b)b. Como a y b son arbitrarios, sigue que Jvg tal que f(a)a = vy Va € A. Es decir, es la
traslacion de vector —vg, dado que f(p) =p+pf(p) =p— vy Vp € A. O

Definicién 33. La afinidad f : A — A es una proyeccién si f2 = f.

Proposicién 46. Dada una proyeccion afin, su aplicacion asociada cumple f2 = f, es decir, es una

proyeccion sobre Im(f).

Demostraciéon. Fijado a € A, todo vector de E admite una expresién como %. Como fﬁ(ﬁ) =
F(F@ ) = (@) f20) = Fa)f 0] = Fab). O
Observacion 16. Los puntos fijos de una proyeccién f son exactamente su imagen, es decir, Im(f) = {a €
A: f(a) = a}.

Demostracién. Claramente si a es punto fijo estd en la imagen dado que f(a) = a. Por otra parte, si
a € Im(f), Ib € A con f(b) = a, luego a = f(b) = f%(b) = f(a), con lo que a es punto fijo. O

Observacion 17 (Clasificacién de proyecciones). Si m(X) es el polinomio minimo de f con f una proyec-
cién, entonces sabemos que m(X)|X? — X. Distinguimos tres casos:

. —
1. Si m(X) = X, entonces, f = 0, luego ( f(a)f(b)) = 0 Va,b € A, es decir, f(a) = f(b) Va,b € A,
luego se trata de la proyeccién sobre el punto f(a). (Es una funcién constante).

2. Sim(X) = X — 1, entonces f = Id, con lo que se trata de una traslacién, pero como ha de fijar
puntos, o de lo contrario no tendria imagen, no queda otra que sea la identidad. f = Id.

3. S8i m(X) = X(X — 1) es una proyecciéon propiamente dicha, con E' = Sy @ S; donde Sy = Nue(f)
y S1 = Nuc(f — Id).

Observemos que si a € A es un punto cualquiera, y p € I'm(f) es punto fijo, y escribimos ;zﬁ = uy+ug
cada uno en un autoespacio, entonces f(a) = f(p) + f(u1 +uo) = p+ u1, luego f(a) € p+ 51.

—
Por otro lado, como f(a)a = f(a)p + pl = —uy + u1 + up = u, sigue que f(a) € a + So.

Es decir, f(a) € (p+ 51) N (a+ Sp). Ademas como dim Sy + dim Sy = dim E, y estaban en suma
directa los autoespacios, estas variedades intersecan solo en el punto f(a), asi que se obtiene la
siguiente proposicion.

Proposicién 47. Sea f : A — A proyeccion afin, con Sy y S1 los autoespacios de nicleo y de puntos
fijos de f. Entonces, sip € Im(f) es un punto fijo de f, se tiene:

fla) = (p+51)N(a+S)
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Demostracion. Se vio en la observacién anterior. O
Proposicién 48. Sea f afinidad de parte lineal f. Entonces:

1. f es inyectiva <= f lo es.

2. f es sobreyectiva <= f lo es.

Demostracién. 1. = . Supongamos que f(u) = f(v). Entonces, fijado a € Ay, se tiene f(a)f(a + u) =
fla)fla+v) = fla+u)=fla+v) = a+u=a+v = u =v. Para <=, supongamos que

f(a) = f(b). Entonces, 0 = f(a)f (b} = f(ab) — ab=0 — a=b.
2. = . Sea v € A,. Fijado as € As, sea by tal que asby = v. Entonces Jai,b; € A; tales que
fla) f( §

5
flar) = a2y f(b1) = by. Por tanto, v = b1) = f(a1b1), luego ese vector lleva a v. Para <=, Sea
p2 € Im(f) con pa = f(p1), y sea as € Ay arbitario. Entonces, Ju; € E; con f(u1) = paaj. Sea ay el que

garantiza pja; = u;. Entonces f(a1) = f(p1) + f(ul) = po + p2as = as. O

Definicién 34. Una afinidad f es una homotecia de razén r, donde r # 0,1, si f = rldg, es decir,
fla) = f(p) + rpé fijado p € A.

Es biyectiva al serlo rIdg.

Proposiciéon 49. Una homotecia tiene un dnico punto fijo, ¢, llamado centro de la homotecia. Se
L pf(p) Vp € Ay

verifica que ¢ = p +

—
Demostracién. Sus puntos fijos son los a tales que a = f(a) = f(p) + T fp)a = T

—
flp)p + p_& = Tﬁi = ﬁ = pf(p;, como queriamos ver, sin importar p. Si hubiera otro punto fijo,

1—r

b, entonces ab = fla)f( ) = f(%) = r%, lo cual no puede ser dado que r # 1. O
Definicién 35. Dados r puntos ai, ..., a,, su baricentro es b € A tal que b= )] %ai.
Definicién 36. Una afinidad f es una simetria si f2 =1Idy.

Proposiciéon 50. Si f es simetria, entonces f también lo es.

Demostracién. Ya,b € A, se tiene fz(ﬁ) = F(f(a)F (b)) = f2(a)f2(b) = ab. O
Proposicién 51. Va € A, el punto m = %a + %f(a) es fijo bajo la simetria f.

Demostracién. Dado p € A, sabemos que pm = %}ﬁ + %pf(a;. En particular, si p = a, am = % f(a;.

Aplicando f a ambos lados, queda f(a)f(m) = 1f(a)f*(a) = Lf(a)a + %f(a)f(aj7 luego f(m) = fa+
Lfa) =m. O
2

Observacion 18 (Clasificacién de simetrias). Si m(X) es el polinomio minimo de f con f una simetria,
entonces sabemos que m(X)|X? — 1. Distinguimos tres casos:

1. Sim(X) = X +1, entonces, f es una homotecia de razén —1, y con lo que ya hemos visto, su centro
(Gnico punto fijo) es ¢ =p + %pf(p; Vp € A.

2. Si m(X) = X — 1, entonces f = Id, con lo que se trata de una traslacién, pero como ha de fijar
puntos, como hemos visto antes, no queda otra que sea la identidad. f = Id.
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3. Sim(X) = X (X —1) es una simetria propiamente dicha, con E = S_;®S; donde S_; = Nuc(f+1d)
y S1 = Nue(f — Id).
Observemos que si a € A es un punto cualquiera, y p € Im(f) es punto fijo, y escribimos p_& =
u1 + u—1 cada uno en un autoespacio, entonces f(a) = f(p) + f(ul +u_1) =p+wu; —u_y. En
particular, si a es otro punto fijo, entonces f(a) =p+u; —u_1 =p+u; +u_1 =a, luegou_1 =0
y a € p+ Si1. Es decir, los puntos fijos son la variedad p + 5;.

Por otro lado, sin importar a, se tiene af(a; =—2u_jalsera=p+tur+u_1y fla)=p+u —u_q.
Es decir, f(a) € a+ S_;1. Va € A.

En resumen:

ta+if(a) ep+ S
fla) ea+S_1

Lo que deberia permitirnos hallar f(a) en cualquier caso.

Proposicién 52. Sean f: Ay — Ay y g: Ay — As afines. Entonces también es afin gof ygo f = go f.
Demostracién. g o f(a)g o f(b) = §(f(a) f(8)) = GF(ab). O

Proposicién 53. Sea f: Ay — Ay biyectiva y afin. Entonces también lo es f~! y f:1 = (f)_l.

Demostracion. Sean ay, by € Ay y ay, by sus preimégenes. Entonces f(f~(az)f 1 (b2)) = f(a1)f(by) =
c;b;. Aplicando la inversa de f a ambos lados, queda que fYaz)f~ (b)) = f‘l(agbg). O

Proposicién 54. Sea f : Ay — Ay afin y a+ F C Ay variedad lineal. Entonces f(a + F) es variedad
lineal y fla+ F) = f(a) + f(F).

Demostracion. Esté claro que como a € a+ F, f(a) € f(a+ F). Ahora, sea b € f(a+F), con f(c) =b.
f(a)b= f(at) € f(F) dado que at € Falseraca+Fycea+F. O

Proposicién 55. Si b+ F C Az es variedad lineal, con a € f7L(b), entonces se tiene la variedad
fHo+F)=a+ f7H(F).

Demostracion. z € {1 (b+ F) <= f(z) €b+F <= bf(z) € F <= f(a)f(x) = (@) e F =
at € f[7Y(F) <= zeca+ fU(F). O

Proposicién 56 (Corolario de lo anterior). Dada f : Ay — Ay afin, se tiene que dim Im(f) = rg(f) =

dim S(f), y que lleva variedades lineales paralelas en otras paralelas.

Demostracién. En primer lugar, estd claro que Im(f) = f(A1) = f(a) + f(E1) = f(a) + Im(f).
Ahora, dadas dos variedades paralelas a + F'y b+ G con F' C G sin perder en generalidad, tenemos que
fla+F)=fla)+ f(F)y fOb+G) = f(b) + f(G), y como F C G = f(F) C f(G), son paralelas
también. O

Proposicién 57. Si el conjunto de puntos fijos de f : A — A es no vacio, con f(a) = a, entonces ese
conjunto es a + Nuc(f — Id).

Demostracién. b es fijo <= f(b) = b = f(ab) = f(a)f(b; —ab — b €
Nuc(f — Id) <= b€ a+ Nuc(f — Id). En el paso marcado con #*, la implicacién a la izquierda viene
dada porque ab = f(ab) = f(a)f (5} = af(b), luego ha de ser b= f(b). O

Proposicién 58. Si f : A1 = As es afinidad y x = Y w;a; para el sistema afin de puntos {a;}}, entonces
f(x) =>"xif(a;). Es decir, los puntos imagen ’generan’ la imagen de x con las mismas coordenadas.
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Demostracion. pt = Y aip@, = [(@#) = Yo f(@) = [0)[(@) = Y aeif@)fa) = flz) =
> zif(aq). [
Proposicién 59 (Expresién de una afinidad en coordenadas cartesianas.). Sea f : A1 — Ay afinidad,
con dimA; = n, dimAs = n, Ry = O1; By y Ry = {O9; Bo} sistemas cartesianos de cada espacio. Se
pueden hallar las coordenadas de la salida en funcién de las de la entrada como:

F@)]r, = [027(01)] 5, + ME:(f) - [a] R,

es decir:
f(x) T
f(@)2 B T2
U (MB’;‘(f) (021 (0 ]BQ> -
: 0 1 :
f(m)m Tn
1 1

A la matriz por la que se multiplica en la expresion de arriba se le denomina matriz de la afinidad
f en los sistemas R, y Rs, es decir, Mgf(f)

Demostracién. Si trabajamos exclusivamente con vectores como sabemos, entonces tenemos que Oy f(x) =
o

O2f(01) + f(O1)f() = O2f(O1) + f(Or
base, tenemos, entonces, que: (Oaf(z))p, = O2f(01 ;Bz + (fO12)B,, 0, 1o que es exactamente lo mismo,

(f(x))Rr, = O2f (01 ;Bz + ng . (0412“)31, es decir:
(f(@)r, = ng(01332 + M5 (2)R,

). Por el isomorfismo que conecta un espacio vectorial con su

O

Proposiciéon 60. Dadas f1 : A1 — As y fo : Ao — Az afinidades con Ry, Ry y R3 sistemas de referencia
cartesianos de cada espacio, entonces

M (F20 f1) = ME2(F2) - M2 (1) = <M§3<f2>M§f<fl> Mz [0/ (O1)]s. + [OSﬂOQﬂBS)
1 2 1 0 1

Ademds, dada f: A — A biyectiva, entonces Mp(f~=t) = (Mp(f))~!

Demostracion. Como fy () r, = M (f1)(a:)R1+[02f(013]32, entonces fo(f1(2))r, = ME: (f2) (M (f1) () r, +
[02f(01)]B,) +[03 £ (02)] B, = MEB(f2) MB (f1)(2) Ry + M B2 (£2)[02£(01)] B,) +[03 £ (O2)] B, como que-

riamos ver.
Ademiés, como fo f~! = Id, ha de ser Mp(f) - (Mp(f~')) = Id y al ser cuadradas se tiene lo que
se queria. O

3. Espacio afin euclideo

Definicién 37. Sea (A, E, ¢) espacio afin real con (E, ¢) espacio euclideo. Denotamos por (A, E, ¢) a lo
que se denomina espacio afin eucideo (espacio afin donde la direccién es un espacio eucideo).

Definicién 38. Sea X un conjunto. Una distancia en X d : X x X — R es una aplicacién tal que
Vp,q,7 € X:
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L d(p,q) 2 0,d(p,q) =0 < p=gq.
2. d(p,q) = d(q,p)
3. d(p,r) <d(p,q) +d(q,7).
Proposicién 61. En el espacio afin eucideo (A, E, @), se tiene una distancia dada por d(p,q ||]ﬁ||¢
Demostraciéon. Vemos que tiene las propiedades de norma:

1. Sale de la definicién positiva de la norma. Valdréa cero solo si pg = 0 <= p =gq.

2. d(p,q) = 4l = | - 1| ll@Bll = |@bll = d(g, p)-

3. d(p,r) = PG + @l < P4l + IgF || = d(p, ) + d(g, 7).
O
Proposicién 62 (Teorema de pitdgoras). Dados puntos p,q,7 € A afin euclideo con ¢(;@,ﬁ) =0,
entonces d(p,q)? + d(p,r)? = d(q,r)?.
Demostracién. d(q,r)? (7 7) = ¢ }7 PG, pt — ﬁ ﬁ ﬁ ) + o( ]ﬁ ]ﬁ — 2¢( @ ﬁ =
d(p,q)* + d(p,r)* +0. -

Definicién 39. Las variedades a + F' y b + G en un espacio afin euclideo son ortogonales si se tiene
alguna de las siguientes:

1. ¢(u,v) =0 Vu € F,v € G, en cuyo caso dimF + dimG < n, al ser F C G*+.
2. dimF + dimG > n y ademés son ortogonales a + F- y b+ G*.

Definicién 40 (Distancia entre dos variedades). Dadas L, L’ C A dos variedades lineales en un espacio
afin euclideo, se define d(L, L") = min{d(p,q) : p € L,q € L'}.

A continuacién veremos que tal minimo se alcanza y cémo calcularlo:

Proposicién 63. Si L=a+ W y L' =b+ W', se verifica:
d(L, L") = HP(LVVJer)L(%)H

Demostracién. Lo primero que vamos a ver es que ese valor esta bien definido, es decir, P(W SW)L (7)
es constante sin importar la eleccién de a y b. Sea U = W + W' para abreviar. Si ponemos a1,a2 € L'y
b1,by € L', entonces ag = a1+wy by = bi+w' conw € Wy w' € W’, de modo que c?;lz = a1+ (w'—w),y
como Pg-(w'—w) = 0 dado que w’'—w € W+W’, y la proyeccién es lineal, entonces PiF(az2bs) = Pir(a1by).
Ahora, como HP&- H H?H = d(a,b), con igualdad si % € U, lo tinico que basta con ver es

que hay ag € L, by € L tales que d(ag,bg) = HaoboH = HP aobo H 0, lo que es lo mismo, tales que

aobo € U. Definimos la variedad M = a + (W 4+ U), y estd claro que L C M. Como M + L' =

s
a+ W+ W+ WHt+ W+ < ab >) = a+ E = A, entonces ab € M + L' al ser el total, luego
MNL #(. Seabye MNL. ComoestéenM,existenweWquUtalesqueboza—i—w—i—u. Sea

—
a+w = ag € L. Entonces apbg = u € U y hemos acabado. ]

Definiciéon 41. Una aplicacién f : A — Ay es una isometria si d(f(a), f(b)) = d(a,b) Va,b € A;. Es
decir, preserva las distancias.
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Lema 6. Dada una aplicacion ortogonal f entre dos espacios vectoriales euclideos, [ siempre serd lineal.

Razén. Desarrollando con las propiedades de espacio euclideo y ortogonalidad, es facil probar que

O(f (u+v) = f(u) = f(v), flu+v) = f(u) = f(v)) = 0y que (f(Au) = Af(u), f(Au) = Af(u)) = 0, lo que

prueba que es lineal por la definicién positiva de ¢.

Proposicién 64. La aplicacion f: Ay — Ag es isometria <= f es afinidad y f es ortogonal.

Demostracién. <= . Sean a,b € A;. Entonces, d(f(a = Hf )H = Hf H (%)JE(%)) =

(% % = d(a,b)?, como se querfa.
Para = , vamos a fijar p € A; y definimos ¢ E; — Ea, con 9 ( ]ﬁ =f(p ) Esté bien definida por
la primera propledad de espacio afin. Ahora veremos que ademas es ortogonal Dados a,b € Ay, tenemos
_ s j 2 2 e 2 _
que d(a,b)? = (ap + pb,ap + pb) = |lap|” + 2(ap, pb) + |[pb||*, es decir, (ap,pb) = §(d(a,b)* — d(a,p)
d(p,b)? ) Por el mismo motivo, (f(a)f(P),f(p)(b)) = 3(d(f(a), f(0)* — d(f(a)vf(p))Q —d(f(p), f(0))?),

pero como es isometria, las distancias del lado derecho de ambas expresiones son las mismas, luego:

(@,ﬁ) = (f(a)f (), f() f(B)) = (1/)(@,1/}(}%)), y como a,b son arbitrarios cubren todos los vectores
y ¥ es ortogonal. Por el lema previo, ¢ ha de ser lineal. Asf, w(g) = 1/}(1% — m) = w(ﬁ) — w(p_&) =
F) ) = f(p)f(a) = f(a)f(b), luego v es la aplicacién lineal de f, que es afinidad, y es ortogonal. [

Definicién 42. Dos espacios afines son isomorfos si existe f afinidad biyectiva entre ambos.

Observacion 19. A; ~ Ay <= dim A; = dim A,

Razén. Si sus dimensiones son iguales, sabemos que existe isomorfismo f entre sus direcciones. Toda
afinidad de parte lineal f serd entonces biyectiva entre ambos, como ya vimos.
Se tiene una definicién mas fuerte en espacio afin euclideo:

Definicién 43. Dos espacios afines euclideos son isomorfos si existe isometria biyectiva f entre ambos.
Proposicién 65. Los espacios afines euclideos Ay y As son isomorfos <= dim A; = dim As.

Demostracién. = es evidente, dado que si lo son existe f isometria biyectiva, y por tanto afinidad
biyectiva, entre ambos, y f es biyeccion lineal entre sus espacios. Para <=, debemos ver que si ¢ : F; —
Es la definimos lineal y llevando una base ortonormal en otra base ortonormal (podemos dado que tienen
la misma direccién), sabemos que serd ortogonal y biyectiva al llevar base en base. Si ahora ponemos una
f afin cualquiera entre A; y A, tal que f = 9, serd isometria biyectiva. O
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3.1. Movimientos
Definicién 44. Un movimiento es una isometria de A2 o A2 en s{ mismo, con la distancia usual.

Proposicién 66 (Clasificacién de movimientos en A2). Dado un movimiento f de A%, sabemos que su
aplicacion asociada f es ortogonal en R?, de modo que, elegida base B = {u1,us} ortonormal adecuada,
tenemos las siquientes opciones:

1. MB(f) Idy. En este caso, f = Idg2, con lo que se trata de una traslacion, como ya sabemos.

2. Mp f < ) Este caso se caracteriza por det f = —1. Podemos escribir:

T a 1 0 x
1()-6)+6 5
en el sistema R = {P,u1,us}, para algin P. Sabemos, ademds, que (a,b) es el vector Pf(P) en la
base B. Este vector lo podemos separar en sus proyecciones sobre < u; > y < ug >, obteniendo asi:

1()=()+6)+ 6 5

Nos queda una traslacién de vector (a,0)p sumada con cierto movimiento, que resulta fdcil de
analizar, dado que tiene puntos fijos:

()=0) G 5)6)
(%)= %))

Es decir, los puntos fijos son la recta y = %

< ui >.

luego:

en este sistema de referencia. Tiene la direccion de

En cuanto a la traslacién de vector (a,0)p = auy, es paralela al eje de simetria. Por ello, este

movimiento es una simetria deslizante. Notese que au; = Pé-ul>(Pf = (u1, Pf(P))us,
segun hemos visto. Esto servird hallar los elementos geométricos cuando no tengamos el szstema de
referencia R determinado.

cosa —sina
sina  cos«

3. Mp(f) =

{P,u1,us} para algin P, tenemos que

z\ _(a cosae —sina) [z
fy7b+sina cos o Yy

luego los puntos fijos son los que verifican:
<x> <a) (cosa —sin a> <x>
= + (5
Y b sina  cosa Y
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es decir:

—a\ (cosa—1 —sina T
-b) sin o cosa—1) \y
Por tanto, si o # 0 (caso degenerado de la identidad), la matriz anterior corresponde con una

biyeccion, y solo hay un punto fijo Q = (x,y), el centro de giro. Asi, se trata de un giro de
dngulo « respecto de Q. De hecho, en el sistema R' = {Q,u1,us}, se tiene:

f 2\  (cosa —sina) (2’
y' sina  cosa y
donde se aprecia este comportamiento. Al igual que en R?, se tiene esa matriz en cualquier base
ortonormal.

Proposicién 67 (Clasificacién de movimientos en A2). Dado un movimiento f de A3, sabemos que
su aplicacion asociada f es ortogonal en R?, de modo que, elegida base B = {u1,us,us} ortonormal
adecuada, y en un sistema R = {P, B} tenemos las siguientes opciones:

1. Si Mp(f) = Ids, es una traslacion.

1 0 0
2. Si MB(f) =0 cosa —sina |, tenemos un movimiento con det f = 1. Si separamos Pf(P; en
0 sina cosa
su proyeccion sobre < uy > (eje de giro) y su proyeccion sobre < ugz,us >, vemos que, en R:

T a 0 1 0 0 T
flyl=10]+[b]+ |0 cosa —sina y
z 0 c 0 sina cosa z

Es decir, se tiene un desplazamiento de vector auy, y un giro cuyo eje tiene direccion < uj; > y €s
la recta de puntos fijos:

0 0 0 0 T
—-b] =10 cosa—1 —sina y
—c 0 sin « cosa — 1 z

Se trata, pues, de un movimiento helicoidal cuyo dngulo se puede hallar como de costumbre
(r(f) =142cosa y (f(u2),us) = sina si ug,us conforman junto al eje uy una base ortonormal
orientada positivamente), su vector deslizante se calcula como P2, - (Pf(P)) y su eje de giro es
la recta que se obtiene de resolver los puntos fijos de la funcidn menos el vector deslizante (el giro
propiamente dicho).

1 0 0
3. Si MB(f) =10 1 0 |, tenemos un movimiento con det f = —1. Si separamos Pf(P) en su
0 0 -1
proyeccion sobre < uy,us > (plano de simetria) y su proyeccion sobre < ug >, vemos que, en R:

T a 0 1 0 O x
flyl=1d]+10]+(0 1 O Y
z 0 c 0 0 -1 z
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Que se trata de una traslacion de vector auy + bus, paralelo al plano de simetria, mds una simetria
respecto al plano de puntos fijos dado por:

0 0 0 O T
O]=10 0 O Y
—c 0 0 -2 z

FEs decir, el z = en estas coordenadas. Por tanto, es una simetria deslizante de vector

[
2
Pi_u1>7<u2>(Pf(P ), con respecto al plano de puntos fijos de la simetria propiamente dicha, que se
obtiene restando el vector deslizante a la aplicacion.

~ -1 0 0 ~
4. Si Mp(f)=| 0 cosa —sina |, tenemos un movimiento con det f = —1, que corresponderia
0 sina cosa
a una antirrotacion en cuanto a aplicacion lineal. Esta aplicacion sabemos que mo tiene vectores
fijos salvo el 0, luego su espacio de puntos fijos es a lo sumo un solo punto. Si se tiene:

x a -1 0 0 T
fly]l =10+ 0 cosa —sina y
z c 0 sina cosa z

Es decir, la expresion en R como ya sabemos Pf(Pj + f(P)f(Xj, entonces el punto fijo vendria

dado por:
—a -2 0 0 x
bl =0 cosa—1 —sina y
—c 0 sin ar cosa — 1 z

Y como la matriz superior es biyeccidn, (salvo el caso degenerado o = 0, que es simetria deslizante)
se obtiene la solucion dnica @ = (x,y,z), que es el centro de la antirrotacion. El dngulo de
giro se halla como de costumbre, y el plano de giro es el que tiene direccion del plano de giro de la
aplicacion f, pero pasando por Q.

Cabe observar que el anéalisis se realiza en ese sistema de referencia para observar perfectamente las
caracteristicas de cada caso, pero si se mantienen los vectores y puntos de cada expresion, es valido en
cualquier base (las operaciones no dependen de la base) y para cualquier centro del sistema de referencia
(la eleccién de P ha sido arbitraria). La tnica diferencia serd que la expresién de coordenadas y matrices
no sera tan clara.

La manera de identificar un movimiento serd siempre estudiar su aplicacién lineal asociada, y una
vez identificada, clasificarlo segin las pautas anteriores y obtener sus elementos geométricos en el espacio
afin.

34



4. FORMAS CUADRATICAS Y CONICAS INDICE

4. Formas cuadraticas y cénicas

Definicién 45. Sea V un R-espacio vectorial. Una forma cuadratica es una funcién ¢ : V — R que
verifica:

1. VA € R, ¢(\) = A26(v).
2. La forma ¢, : V x V — R dada por ¢4 (u,v) = 3(¢s(u+v) — @4(u) — @4 (v)) es bilineal simétrica.

Observemos como se relacionan las cuadréticas y las bilineales:

Observacion 20. En general, dada una forma bilineal ¢ : V2 — R, la forma ¢, (v) = (v, v) es cuadrética.
Si ¢ ya es simétrica, coincide con la de la propiedad 2, y, por lo tanto, toda forma cuadratica se puede
expresar como @(u) = @4 (u,u), es decir, toda forma cuadratica viene de una bilineal.

Razon. La propiedad 1 sigue de la bilinealidad, y la propiedad 2 se puede ver dado que si ¢ es la funciéon
que se define en esa propiedad, entonces ¢ (u, v) = (p(u+v, u+v) —(u,u) — (v,v)) que claramente es
simétrica, y serd bilineal por la bilinealidad de ¢. Adema&s sabemos que, en formas bilineales simétricas,
se verifica ¢(u,v) = 1 (p(u +v,u + v) — ¢(u,u) — ¢(v,v)), de manera que si ¢ es simétrica, coincide con
1.

No obstante, se pueden obtener desde dos formas bilineales distintas la misma cuadratica, sin embargo,
cada cuadratica esta caracterizada por una y solo una forma bilineal simétrica:

e e s . .z sy n
Proposicién 68. Fijada una base, la expresion de una forma cuadrdtica es ¢p(x1,...,an) = > 4 a;x? +

>. Bijziz;. Solo hay una bilineal simétrica que genere esta expresion, y coincide con @g segin la
1<i<j<n
observacion anterior.

Demostracion. Se tiene, por la observacion anterior, que:

a1 921 ... Unl Z1
521 (6%} e "}/ng Zo
d(x1,y ey ) = (xl Lo ... xn) . . ] . . g oczsc + E (055 + vji) iz
. . . . . 1<i<j<n
6n1 (Sng (7% e

Como querfamos ver. Asi mismo, la Unica variante simétrica es aquella tal que 0;; + v;; = BTJ, y por
tanto es tnica. O

Definicién 46. Se define la matriz de la forma cuadratica ¢ en base B, Mp(¢), como la matriz
de la forma bilineal simétrica ¢, que la induce. (Sabemos que esta coincide con la que se obtiene de la
propiedad 2).

Proposicién 69. Sea V' espacio euclideo y Q : V — R cuadrdtica. Entonces 3B’ C V ortonormal tal
que Mp/(Q) es diagonal, y por tanto la expresion en esa base se reduce a una suma de cuadrados con
coeficientes.

Demostraciéon. Dada B C V ortonormal, se tiene que Mp(Q) ha de ser simétrica como sabemos.
Si la interpretamos ahora como una matriz de una aplicaciéon de V en V, sabemos que diagonaliza (al
ser autoadjunta en ese producto) en R, en base ortonormal B’. Si hacemos el cambio de base P de B’
a B, entendiendo la matriz como la de una aplicacién, se tendria Mp:/(Q) = P ' Mp(Q)P, pero si
entendemos P como aplicacién que lleva base ortonormal en base ortonormal, entonces es ortogonal y
Mp(Q) = PPMpB(Q)P, que es justo el cambio de base de forma bilineal, obteniendo as{ una matriz de
la forma en base B’ que es diagonal. O

Como obtener los autovalores y autovectores no siempre es facil, se tiene el siguiente método para
diagonalizar la cuadrética (aunque este no garantiza la base ortonormal, ya que no se corresponde con
los autovectores de la aplicacién asociada como en el método anterior).
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Observacion 21 (Método de Gauss para la obtencién de una forma candnica). 1. Completar cuadrados
si es posible. Para ello se toma una de las variables elevada al cuadrado, y se completa correspon-
dientemente. Por ejemplo: en Q = 2 + 322 — 4xy — 4xz + 4yz, podemos tomar la z, y agregar en
un cuadrado todas la variables involucradas con la z: Q = (z — 2y — 22)? — 22 — 4y? — 4yz. Ahora
se repite el método en la parte restante.

2. Si no hay cuadrados, se cambia de variable. Se toma un producto de 2 variables (por ejemplo, 4zy)
y se hace el cambio 2’ =z +y y ¥’ = x —y. Las demés variables involucradas se mantienen en este
cambio. En el ejemplo anterior quedaria 4z2 — 4y2.

3. Finalmente, se determina cudl es el cambio de base para que quede la forma canénica. Se obtendra
de combinar los cambios hechos en 2 con un 1ltimo cambio haciendo que cada expresién al cuadrado
en 1 sea una variable nueva.

Esto puede dar lugar a distintas formas canénicas, pero hay invariantes:

Proposicién 70 (Ley de inercia). Sea Q una cuadrdtica en el R-espacio V y sea B = {wy,...,w,} una
base respecto de la que Q(u) = > wiy? con y; las coordenadas en B y p < n para que p; # 0. Si se tiene

otra base B' = {vy,...,vn} en la que Q(u) = Zlf Xiz?, con x; las coordenadas y \; # 0 (k < n), entonces:
» p =k, es decir, hay los mismos términos no nulos.
s [N >0:1<i<k}=[{u;>0:1<i<p}
s [{N<0:1<i<k} = <0:1<1i<p}

A estos dos ultimos valores se les llama indices de inercia positivo y negativo y son invariantes
en toda forma candnica de la misma cuadrdtica. Asi mismo, la signatura de la cuadrdtica es el par
Sig(Q) = (Ip, I,) de ambos indices.

Demostracién. Vamos a suponer sin perder en generalidad (si no, reorganizar la base) que los primeros

¢ términos son positivos, es decir, Q(u) = Y1 ayy? + >0, | (—i)y7, con || = o > 0, e igualmente, que
k
Q) = 37} Bix? + Zr+1(_ﬁi)$?7 con |A;| = B; > 0.

Ahora definimos Vi =< wy,...,wq >y Vo =< Up41, ..., vy, >. Supongamos que ¢ > r, entonces como
dimVy 4+ dim Vs = ¢ +n — r > n, luego intersecan, asi que existe un u = Y {a;w; = Y. | biv;, luego
Qu) = Y Taa? = — Z:}H(ﬁi)bi, contradiccién dado que uno es positivo y el otro negativo, de modo
que ¢ < r. Intercambiando V; y V5 correspondientemente, se puede mostrar que r < ¢ del mismo modo,
luego r = ¢q. Si en lugar de esto se toma V; con los vectores cuyas coordenadas corresponden a coeficientes
negativos, se puede probar mediante dos similares pasos que p — ¢ = k — r, luego p = k. O

Definicién 47. La forma normal de una cuadrética corresponde a la canénica con coeficientes de médulo
1 (o nulos). Es tinica por la proposicién anterior y, dada Q(u) = > 7 w;y2, se obtiene con un tltimo cambio

zi = /|1l ys-

Definicién 48. La forma @ es definida positiva si Q(u) > 0 con igualdad si y solo si u = 0. Si no se
da esto ultimo, es semidefinida positiva. Es definida negativa si Q(u) < 0 con igualdad si y solo si
u = 0. Si no se da esto ultimo, es semidefinida negativa. Si no se da nada de lo anterior, es indefinida.

Dada una curva en forma canénica, es muy facil determinar su definicién. Si dim V' = n, entonces
Sig(Q) = (n,0) es evidentemente definida positiva, Sig(Q) = (0,n) es definida negativa, Sig(Q) = (p,0)
con p < n es semidefinida positiva y Sig(Q) = (0,p) con p < n es semidefinida negativa.

Observacion 22 (Criterio de Sylvester para definidas negativas). Como @ es definida negativa <— —Q
es definida positiva, y los determinantes menores de —@Q verifican det;(—Q) = (—1)* det(Q), entonces @Q
es definida negativa si y solo si det;(Q) < 0 en ¢ impar y det;(Q) > 0 en i par, fijada una base.
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4.1. Curvas cOnicas

Las curvas cénicas con las que resultan de seccionar un cono (como el de ecuacién pr? +qy? —rz2 = 0)
con un plano. Dependiendo de la posiciéon del plano respecto del cono, se obtendré una curva u otra. En
general, si el plano tiene ecuacién ax + by + cz + d = 0, entonces z = M y por lo tanto la curva
( —ar—by—d )2

C

resultante tiene la forma px? + qy? — r = 0, que, tras simplificaciones, acabara siendo de la

forma:

az? 4+ By? + yry + oz + ey +w = 0.

(x y)-A- (;)4—3- (;’;)Jw:o.

Con las A y B correspondientes. Es decir tiene una parte cuadritica y una parte lineal. Veremos
posteriormente que si se toma la A de la cuadrética simétrica, se puede diagonalizar mediante un cambio
ortogonal, simplificando su ecuacién sin alterar sus caracteristicas métricas ni dimensiones.

O lo que es lo mismo:

4.1.1. Elipse, hipérbola y parabola

Vamos a definir las tres curvas cénicas (no degeneradas) que se pueden obtener:

Definici6én 49. Una elipse en el plano afin A%, fijados dos puntos F; y F, llamados focos y una constante
positiva a (llamada semieje mayor) es el conjunto de puntos X € A2 tales que d(4, Fy)+d(A, F2) = 2a.

La distancia de cada foco al centro se denomina distancia focal y se denota por c. Es claro que
debe darse a > ¢ para que exista la elipse, dado que como d(A, F1) + d(A, F») > 2¢ por la desigualdad
triangular, si ¢ > a entonces d(A, F1) + d(A, F3) > 2a y no existirfa.

Se conoce como centro de la elipse al punto medio de los focos 3(Fy + F3).

El eje mayor de la elipse es la recta que une a los focos, Fi+ < FiFy >.

El eje menor o secundario de la elipse es la recta ortogonal al eje mayor que pasa por el centro.
Los vértices de la elipse A; y As son los puntos del eje mayor que pertenecen a la elipse.

La excentricidad de la elipse es la cantidad € = ¢. En este caso € < 1.

El semieje menor es la magnitud b = Va2 — ¢2 = av/1 — €2. En la siguiente proposicién veremos
que coincide con la magnitud del segmento entre el centro y la intersecciéon de la elipse con el eje menor.

A continuacién veremos cual es la ecuacién de una elipse centrada en el sistema de referencia. Cuando
no lo esté, emplearemos movimientos rigidos para alinearla con los ejes y obtener asi esta expresién:

Proposicién 71 (Ecuacién reducida de la elipse). Dada una elipse en un sistema de referencia ortonor-
mal, centrada en el (0,0), cuyo eje mayor es el eje X, semieje mayor a y focos F1 = (—c¢,0) y F» = (¢,0)
(c < a), entonces su ecuacion es:
2 2
x
S+5
a b

Si estd alineada con el eje Y, serd, evidentemente (tras un cambio ortonormal que permute x e y, no

=1

alterando sus medidas), gg—j + Z—z =1.

Con esto demostramos también que la distancia del centro a la interseccion de la elipse con el semieje
menor es b, dado que esta interseccion se da en los puntos donde x = 0 (pasa por el centro y es ortogonal
ay=0), luego se da donde y> = b>, o lo que es lo mismo, en (0,b) y (0, —b).

37



4. FORMAS CUADRATICAS Y CONICAS INDICE

Demostracién. Los puntos de la elipse son los (z,y) tales que:

Vi(E =+ 92+ V(@ +0)? +y? =2a

Desarrollando como es habitual para eliminar las raices, queda:

at + Pa? + 2d%cx = a®2® + a®P + 2d%cx + oy

Es decir:

a2(a2 o 62) _ xQ(GZ 762) +y2a2'

Con la definicién de b:

a20? = 226% + y2a?.,
Y dividiendo se llega a lo que se queria. O

Definicién 50. Una hipérbola en el plano afin A}, fijados dos puntos F; y F» llamados focos y una

constante positiva a (llamada semieje mayor) es el conjunto de puntos X € A tales que |d(4, Fy) —
d(A, FQ)‘ = 2a.

La distancia de cada foco al centro se denomina distancia focal y se denota por c. Es claro que
debe darse a < ¢ para que exista la elipse, dado que como |d(A, F1) — d(A, F»)| < 2¢ por la desigualdad
triangular (en su variante inversa), si ¢ < a entonces |d(A, F1) — d(A, F»)| < 2a y no existiria.

Se conoce como centro de la hipérbola al punto medio de los focos §(F; + F»).

El eje mayor de la hipérbola es la recta que une a los focos, F1+ < Fl_Fg >,

El eje menor o secundario de la elipse es la recta ortogonal al eje mayor que pasa por el centro.

Los vértices de la elipse A1 y A, son los puntos del eje mayor que pertenecen a la hipérbola.

La excentricidad de la hipérbola es la cantidad ¢ = ¢. En este caso € > 1.

El semieje menor es la magnitud b = v/c2 — a2 = av/e? — 1.

Las asintotas de la hipérbola son las rectas que pasan por el centro y por los puntos (a,b) y (—a,b)
con respecto al sistema afin ortonormal que forman el centro, el eje mayor y el eje menor. Es decir, con
respecto a ese sistema, las rectas y' = %x’ .

También tiene una ecuacién determinada cuando esté alineada:

Proposicién 72 (Ecuacién reducida de la hipérbola). Dada una hipérbola en un sistema de referencia
ortonormal, centrada en el (0,0), cuyo eje mayor es el eje X, semieje mayor a y focos Fy = (—c¢,0) y
Fy = (¢,0) (¢ > a), entonces su ecuacion es:

2?2 .
a? b2 '
Si estd alineada con el eje Y, serd, evidentemente (tras un cambio ortonormal que permute x e y, no

alterando sus medidas), —%j + 5—2 =1L

Demostracion. Al igual que en el caso de la elipse, un punto (x,y) estard en la hipérbola descrita si y
solo si:

IV (z =)+ 92— /(z+¢)? + 12| = 2a.

Elevando al cuadrado las veces necesarias para eliminar las raices:
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at + 2?4 2d%cx = a®2® + P + 2d%cx + oy
Es decir:
a*(a® — %) = 2%(a® — 2) + y%d®.

O lo que es lo mismo:

—a®V? = —b%2? + a*yt
Y dividiendo se obtiene lo que se queria. O

Definicién 51. Una parabola en el plano afin A2, fijado un punto F llamado foco y una recta r llamada
directriz, es el conjunto de los puntos X € A2 tales que d(X, F) = d(X, 7).

El vértice de la parabola es el punto mas cercano a la directriz, o lo que es lo mismo, el punto
medio del segmento que une F' con r ortogonalmente.

El eje mayor o de simetria de la parabola es la recta ortogonal a r que pasa por F.

El eje menor o tangente en el vértice de la pardbola es la recta ortogonal al eje mayor (paralela
a la directriz) que pasa por el vértice.

Proposicién 73 (Ecuacién reducida de la pardbola). Dada una pardbola en un sistema de referencia
ortonormal, centrada (su vértice) en gl (0,0), cuyo eje mayor es el eje X, su foco es el F'= (%,0) y su

directriz es, por tanto, la recta © = —$, entonces su ecuacion es:

y2 = 2px

Si estd alineada con el eje Y, serd, evidentemente (tras un cambio ortonormal que permute x e y, no
alterando sus medidas), x> = 2py.

Demostracién. El punto (z,y) estd en la pardbola si y solo si:

p_ _ Py e
T+ 5 (x 2) +y

Elevando al cuadrado:

2 2

x2+px+p— =x2—px+p—+y2

4 4

Simplificando:
v = 2px

Y se tiene lo que se queria. O

El objetivo es, dada una coénica cualquiera, desplazarla y girarla mediante movimientos ortogonales
para que quede alineada como se describe anteriormente, de forma que se obtenga su ecuacion reducida, lo
que permite obtener sus elementos geométricos y referirlos al sistema estdndar deshaciendo el movimiento.
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4.1.2. Secciones del cono

Antes, vamos a comprobar algunos detalles geométricos de estas curvas, como por ejemplo, que efec-
tivamente son las que se obtienen al intersecar el cono con un plano. Para ello, unos resultados previos:

Lema 7. Sean A, B puntos del plano. El punto P pertenece a la circunferencia de didmetro AB <=
AP 1 BP

Demostracién. Se tiene, si r es el radio de la circunferencia y P estd en ella, que: r? = ||CP||" =

(CA+AB.CB+BP) = (CA,CB)+(AP,CB) + (AP, BP)+ (CA, BP) = —12 — (AP,CA)+ (CA, BP) +
(ﬁ, ﬁ) =2+ (ﬁ, ﬁ) + (Cﬁl, BA) = —r2 +2r2 + (ﬁ, ﬁ), luego se tiene (ﬁ, B?) =0.SiP
no esté en ella, entonces se tiene (ﬁ, BP) # 0. O

Lema 8. Dada una circunferencia (o una esfera) de centro C' y un punto exterior A, si P, P' son los
puntos de tangencia de dos rectas tangentes a la circunferencia (o esfera) que pasan por A, entonces

—

i

Demostracién. Sea r el radio de la circunferencia (o de la esfera), y u un vector unitario en direccion de
— 2 —

ﬁ, tal que AP = Au, es decir, |AP| = A\. Como 12 = |CP|* = HC’A + /ﬁ’H = |CA|P+2X(CA, u)+X2.

Como P es un punto de tangencia, no puede haber dos valores de A distintos que satisfagan esta

ecuacion, dado que en ese caso habria dos puntos P distintos posibles alineados con A en la circunferencia
(o esfera), con lo que no serfan de tangencia. Por tanto, el discriminante de esa ecuacién debe ser 0, es

= = = . . Bl
decir: CA,u = HCA2H — 12, y entonces A = —(C'A, u). Combinando ambas, se tiene que \? = HA H =
2
|CA|" —r2.
Como vemos, el razonamiento anterior da lugar a una expresion de esa norma que no depende de P,
mientras que sea de tangencia. Asi, un razonamiento andlogo con P’, que también es de tangencia, da

lugar a Hﬁ . ICA|? —r2 = HﬁHQ O

Proposiciéon 74. La curva resultante de seccionar un cono con un plano cuyo dngulo con la horizontal
es menor que el que forma la directriz del cono, es una elipse. Si el dngulo es mayor, se trata de una
hipérbola.

Demostraciéon. Para la elipse, observemos la siguiente figuras:
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Las esferas son tangentes al plano y al cono. Los puntos de tangencia F; y F5 de cada esfera con el
plano constituiran los focos de la curva interseccién. Para ver que efectivamente es una elipse, veamos que

ot e e e

), al estar alineados. No obstante, JL es constante

si A pertenece a esa curva, entonces, por el lema previo, ) Por tanto,

ey — o
|47 + |7 = ar] + lan] = 3] -~ |72
luego es una elipse.
Ahora, queda ver que esa suma es igual a 2a, como habiamos definido. Esto es, no obstante, una

propiedad general de las elipses, asi que se podria prescindir de este detalle en la definicién (y pedir,
simplemente, que la suma sea constante). Para verlo, observemos que si A;, As son los vértices de la

+||dim Ay Fy|| = HAgFl H +||dim A3 F||. Reescribiendo ambos lados de la igualdad:

—_—
elipse, se tiene HA1F1

St e B el B B B R

— — -— -— .
Con lo que HA1F1 ‘ = HAQFQH. Ahora, si A es genérico en la elipse, HAFlH + HAFQH = HAlFlH +
] - [ + [ 7] -2

Para la hipérbola, vale un razonamiento completamente analogo al anterior, que se puede visualizar
en la figura siguiente:

O
Lo ltimo que veremos es que la definicion foco-directriz es valida para elipses e hipérbolas también:

Proposiciéon 75. Se pueden definir las elipses, hipérbolas y pardbolas como el lugar geométrico de puntos

X tales que, fijado un foco F' y una directriz I, se tiene dd(())(éll;‘)) =¢€. Sl e =1, como sabemos, es una

pardbola. Con € < 1 es una elipse, y con € > 1 es una hipérbola.

Demostracion. Utilizaremos las definiciones de elipse e hipérbola que acabamos de demostrar (como
secciones conicas). Es evidente que para la pardbola la proposicién es cierta dado que es su definicién
original. Observemos la siguiente figura:
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///@_/,/X\Q 7

Se interseca al cono con el plano 7 para obtener la cénica, como hemos demostrado. Ahora, construimos
la esfera tangente al cono y al plano. Vale cualquiera de las dos (superior o inferior), y serd tangente al
plano en el punto F' que constituird el foco. Ahora, construimos el plano 7’ horizontal y pasando por la
circunferencia de tangencia de la esfera con el cono. La interseccién entre n’ y 7 sera la directriz I.

Ahora, dado P en la cénica, ponemos M su proyeccién ortogonal en 7/, () su proyeccién sobre [
en direccion del eje mayor de la elipse, y A la interseccién de VP, con V el vértice del cono, con la
circunferencia de tangencia de la esfera con el cono. (Todo aparece en la figura anterior). Si « es el 4ngulo
de la directriz con la vertical, y v el de w con la vertical, se tiene, finalmente:

‘ﬁH _ lIPAl _ 7]

s cos

— — _co — LO57Y
[Pall - [Paf Il e
cos v

Para este razonamiento puede ser de ayuda el siguiente detalle de la figura anterior:

m 714
i

a

I
I
I
|

P

Con € = Zg;; se tiene lo que se queria. Estéd claro que si el dngulo del plano es el mismo que el de la

directriz, sale una pardbola. Si es mayor el del plano (con la vertical), se obtiene la elipse (como vimos

en las demostraciones anteriores) y si es menor el del plano se obtiene la elipse. O

Las figuras de las dos ultimas demostraciones provienen del libro ’Algebra lineal y Geo-
metria’ de Eugenio Herndndez, Maria Jestis Vdzquez Gallo y Maria Angeles Zurro.
4.1.3. Obtener elementos geométricos de una cénica

Si volvemos ahora a la definicién de cénica como expresién de la forma X‘AX + BX +c¢ = 0 con
X = (x,y) € A2, vamos a ver como modificarla mediante un movimiento rigido (isometrfa) para alinearla
con los ejes como describimos anteriormente, obteniendo la ecuacién candnica:
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Teorema 9. Cualquier ecuacion de cénica de la forma XtAX +BX +c =0, en un sistema de referencia
ortonormal, puede transformarse en una ecuacion reducida (Con A diagonal y B = 0 si A no tiene
autovalores nulos, o dnicamente un coeficiente de los de B o ¢ no nulo en caso contrario) mediante un
cambio de sistema de referencia X" = C + QX, condetQ =1 y Q ortogonal.

Es decir, a través de una rotacion y un giro de A%, se obtiene la ecuacion reducida.

Demostracién. Puesto que A es simétrica, sabemos que es diagonalizable en base ortonormal. Es
decir, existe D diagonal y P ortogonal (con columnas la base ortonormal de autovectores, ly lleva base
ortonormal en ortonormal) tales que:

D =P 1AP = P'AP.

Se puede seleccionar con det P = 1, si no, basta con permutar las columnas. Por tanto, el cambio
dado por X = PX’, es un giro del plano que convierte la ecuacién de la cénica en:

(PX)Y'A(PX") + B(PX') +c=0.
Es decir:
X"DX'+ BPX'+c¢=0.
Ahora, la expresién tiene la formas:

az’® + ﬂy’z +ax' +by +c=0.

Lo tnico que hay que hacer ahora es completar cuadrados en x y en y, siempre que se pueda (si «
o B son nulos, no se podrd en esa variable). Una vez hecho esto, quedard una expresién de uno de los
siguientes tipos:

1. Sig,a#0
(2" +01)2 + (¥ +ba)? +c— b3 — b3 =0.

En cuyo caso la traslacién z” =z’ + b1, ¥y’ =y’ + by da lugar a la forma canédnica.

2. Si B =0 (andlogo si o = 0):

2
c— by

b

(' +1)* + by + ) =0.

2
En cuyo caso la traslacién z” = 2’ + by, ' =y + % da lugar a la forma candnica.
3. Si en el caso anterior b = 0:
(I/+b1)2—|—c—bf =0.

En cuyo caso la traslacién z” = 2’ + by, y”/ = ¢’ da lugar a la forma canénica.

Con lo cual, tenemos dos cambios (X" = X'+ C y X = PX’), que, al componerlos, se tiene:
X" = P*X + C, como querfamos. Este nuevo sistema de referencia, donde estd expresado X", es el de
vectores las columnas de P y centro el correspondiente a X' = 0 (es decir, —PC) O

Observacion 23. Una vez en forma candnica, tenemos las siguientes posibilidades:
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© »®» N @

. Elipse real. a?22+ 5%y? = 2. Dividiendo por ¢?, llegamos a la expresién que conocemos, pudiendo

obtener los elementos geométricos en el sistema de referencia final, lo que permite revertirlos al
estandar con las ecuaciones ya deducidas.

Elipse imaginaria. o?z? + %y? = —c2. No tiene soluciones reales.

Hipérbola. a?z? — 3%2y? = ¢2. Dividiendo por c?, llegamos a la expresién que conocemos, pudiendo
obtener los elementos geométricos en el sistema de referencia final.

Parabola. y? = 2px. Esta es la expresién que conocemos, pudiendo obtener los elementos geomé-
tricos en el sistema de referencia final.

Un punto. az? + fy? =0
Dos rectas que se cortan. ax?—3y? = 0. En el sistema final, son las rectas oz = Sy y ax = —f3y.

Recta doble. 22 = 0. Es la recta = 0 en el sistema final.

2:

Dos rectas paralelas. x c?. Son lasrectas z =cy r = —c

2:

Dos rectas imaginarias paralelas. x —c?. No tiene soluciones reales.

Por supuesto, es posible que curva final quede alineada sobre el eje Y, lo que intercambiaria x e y en
las expresiones anteriores, pero el razonamiento es anédlogo.
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