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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Calculo Numérico del grado en mate-
maticas, tomados en Mayo de 2019 por Miguel Gonzdlez. La asignatura fue impartida por Rafael Orive.
A los apuntes originales se les ha afadido esta pagina, una imagen de portada, y breves parrafos expli-
cativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los contenidos
faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).

= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.

Este documento NO es:

= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Calculo Numérico

Esta asignatura se centra en el estudio de metodos numéricos en calculo y algebra lineal bésica. El
objetivo es encontrar algoritmos, fundados mateméaticamente, que permitan resolver calculos de manera
aproximada, que serian dificiles de obtener de manera exacta. Por ejemplo, evaluar funciones o calcular
integrales.

En este documento, al final de cada uno de los tres bloques légicos, se incluye un resumen con los
algoritmos desarrollados en la seccién.

Requisitos previos

1. Familiaridad con la notacién mateméatica basica.

2. Conocimientos de célculo equivalentes a la asignatura de Célculo I. (Funciones reales de una variable,
limites, derivadas, integracién).

3. Conocimientos de dlgebra lineal (espacios vectoriales, aplicaciones lineales, diagonalizacion, ortogo-
nalidad).
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1. Interpolacién

El objetivo es, dada una funciéon f arbitraria, de la que se conoce cierta informacién, obtener un
polinomio que permita aproximar dicha funcién, y cuyos valores son mucho més faciles de obtener ya
que solo tiene lugar suma y multiplicacion.

1.1. Polinomio de Taylor

La idea es usar informacién sobre la funciéon f : D — R en un punto dado xy € D para generar
una aproximacion local polindémica. Lo que impondremos en esta aproximacién P(x), de grado menor o
igual que N, es que f(zo) = p(zo) y que £ (x0) = p'?(x0) con 1 < i < N, es decir, que coincida en
valor y derivadas en el punto xj. Esto se conoce como condiciones de Taylor.

Teorema 1. Dada f : R — R, 3P € R[X]|<n que verifique las condiciones de Taylor, es decir, que
cumpla f(xo) = P(x0) y que fO (z0) = PW(xq) para 1 < i < N. Se conoce como polinomio de Taylor
de grado menor o igual que N de f centrado en xq, y su expresion es:

N )y
Pa) =Y ) oy

k=0

Demostracién. Sea P un polinomio cualquiera, expresado de la forma P(X) = Zg:o %(m —x0)* para
algunos escalares {b;}{’. Todo polinomio se puede expresar de esta manera, dado que {(z — z¢)*}}’ es
una base de R[X]<x (el rango de la matriz formada por las coordenadas de estos vectores en canénica
es precisamente N + 1 al ser triangular). Entonces, P(x¢) = by de modo que by = f(xg). Asimismo, si

derivamos sucesivamente, no es dificil ver que P () = Ei\; ﬁ(m—xo)k”, de manera que P% (zq) =

bi, con lo que b; = f()(xq) para 1 <i < N. Es decir, los valores de los escalares {b;}&' se ven forzados si
imponemos las condiciones de Taylor, y el inico polinomio es el descrito en el enunciado del teorema. [J

Definicién 1. Dadas dos funciones reales f, g definidas en un entorno de zg € R, se dice que f = o(g)

cuando z tiende a z( si y solo si lim L&) = .
w—mo 9(2)

Por otro lado, se dice que f = O(g) cuando x tiende a xq si y solo si 3K,5 > 0 tales que Va que
cumpla 0 < |z — x| < 0, se tiene |f(z)| < K|g(x)]|, es decir, |%\ < K.

Teorema 2. Sea Py el polinomio de Taylor de grado menor o igual que N de f en xo. Entonces,
f— Py = o((z — 20)) cuando x tiende a wo. Es decir, cerca de xq, el error es "mds pequeno”que
(x —x0)N, que es ya de por si muy pequeno cerca de xo. Ademds, es el inico polinomio que satisface esta
condicion.

Demostracion. Como f y Py coinciden en derivadas, y son continuos, cuando x tiende a x la diferencia
entre ambos, o entre sus derivadas, serd nula. Sabiendo esto y aplicando ’'Hé6pital repetidas veces, sigue

c e J@=Pn@) g f@)-Pp(x) g FB ()PP (@) o @) -P (@)
que: Ilgl;g @@=z xlgglo N(z—zo)N-T — = mlgfélo (sz!k)!(:vfwo)N_k = = xlggo N =0,
como se queria ver. Para ver que es tnico, supongamos que hubiese dos polinomios, Py @, que verificasen
la propiedad. Entonces, para ambos, se tendria lim M = lim M = 0. Restando ambas

T—x0 (z—z0) T—x0 (z—x0)
expresiones, se tiene 1im w =0.
) 0)

. o N i . . S ai(z—z0)'
Si ahora expresamos (Q—P)(x) = >y a;(x—x0)’, veremos que, al ser continuo, para que zlggo T =

0, debe darse ag = 0, o si no diverge. Si ahora derivamos una vez por I’Hopital, nos damos cuenta de que
Z(I)\] aixi(z—wo) 1

N—ag) VT = 0, y ese limite solo existe si 1 xa; = 0 = a7 = 0. Si seguimos de esta

0= lim
T—xT0
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manera, vemos que a; = 0 Vi € {0,..., N — 1}. Finalmente, para que el limite sea 0, después de derivar

suficientes veces, es facil ver que obtenemos 0 = lim Cay con C una constante positiva, luego ay = 0,
Tr—rxo

y por tanto @ — P=0 = @ = P. O

A continuacién veremos dos expresiones explicitas para esta diferencia entre funcién y polinomio, que
permitiran, entre otras cosas, ver cuantos términos del polinomio son necesarios para garantizar un error
menor que un valor dado.

Teorema 3 (Forma de error de Lagrange). Sean x,z¢ € R distintos, f una funcién N veces derivable
en [z, x0] y N+ 1 veces derivable en (x,x0). Sea Px(x) el polinomio de Taylor de f en x¢ de grado < N.
Entonces, 3¢ con © 2 £ 2 x¢ que verifica:

_ _ (x — x)VH! (N+1)
f@) = Py(a) = S5 1Y ©).

Demostracién. Definimos la constante M = W, asi como la funcién F(t) = f(t) — Pn(t) —
M (t—x9)N 1. Observamos que, por hipétesis, F'(t) es N+1 veces derivable en (zg, ),y N veces en [x¢, 7].

Observamos que las sucesivas derivadas de F(t) son F)(t) = f)(t)— P®)(t) —M%(z—xo)]\’*k*l,

para 1 < k < N + 1. Observamos ademds que, por construccién, se tiene F(®)(z4) = 0, y F(x) = 0. Por el
teorema de Rolle, 3¢; € (z, x0) tal que F'(£1) = 0, con lo que, una vez maés por este teorema, 3¢5 € (z9,&1)
con F®) (&) = 0. Tterando este proceso, obtenemos valores de modo que zg = &,11 = &, = -+ = & =
€1 = x tales que F®)(£,) = 0.

Ahora, observemos que, en £y se tiene 0 = fVFD 6y, 1) — M(N +1)!, y despejando, se llega a la
expresién deseada del error, con § = En41 que estéd en (zo,x). O

Teorema 4 (Forma de error integral). Sean x,x9 € R distintos, f una funcién N veces derivable en
[z,20] y N + 1 veces derivable en (z,xq). Sea Py(x) el polinomio de Taylor de f en zy de grado < N.
Entonces, se verifica:

x

1
f@) = Pxle) = 37 [ (a0 = 0 SN 0.
"o
Demostracion. Por induccién sobre el grado del polinomio de taylor, hasta N. Con N = 0, como la
funcién tiene las derivadas necesarias, podemos escribir:

x x
@) = Pole) = §0) — foo) = [ Fyds = gy [ o= 57 )
xo Y Zo
Y por tanto este caso se verifica.
Ahora vamos a comprobar que si se cumple para k € {0,..., N — 1}, lo hace para k + 1, y por tanto
tendriamos que el caso N-ésimo que nos interesa se cumple. En efecto, si k estd en ese rango, la funcién
tiene las derivadas suficientes como para integrar por partes la expresiéon hipotesis:

k+1

x —(x—s T _ (g — g)kt?
f(x) — Pi(z) = %/ (z — s)F fEHD (5)ds = kl'[((kJrl)) - _/ ((k+1))f(k+2)(8)ds] =

1 (z—xo)H! T —(x —s)kt! 2 (7 — z0)F 1 1 @ . )
:E[( (k+01) _/z ((k+1) FE s)ds] = (k+01))! +(k+1)!/ (2 = )1 f D (s)ds

0 Zo

Como vemos, al integrar por partes se ha generado un término del polinomio de Taylor. Despejando,
se tiene:
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F@) = Pesa(a) = gy | (e =) (s
' o
Que es lo que se queria. O
Estos errores no solo van a permitir determinar cuantos términos necesitamos del polinomio para
estimar el valor de f en un punto con un error dado, sino que también nos van a permitir determinar si
f — P, converge en algin punto cuando n — oo, es decir, si se puede obtener una serie polinémica para
el valor de la funcién en algun punto. A continuacién veremos un corolario:

Proposicion 1. Bajo las condiciones de los teoremas de error para cualquier x en un entorno de
xo (el intervalo (xo — 6,29 + 6) para § > 0), y si |fNT1(s)| < K con s en dicho entorno, se tiene
f(z) = Pn(z0) = O((x — 20)NT1Y) cuando x tiende a xg.

_ n41
Demostracion. Si z estd en ese entorno, entonces |’E;“:_)x01;%(+”ﬁ)| = |f(N+§,)| < (NI+(1)! = K’ > 0, dado

que & también estard en el entorno. O

1.2. Algoritmo de Horner

El problema inicial es evaluar, de la forma més eficiente posible, el polinomio P(z) = > a;z" en el
punto xg. Observemos que, evaluando como se esperaria, se realizan n sumas y n + (n — 1) +...+24+1=

w multiplicaciones, lo cual puede mejorar con el algoritmo de Horner:

Proposicién 2. Para evaluar el polinomio P(x) = Zg a;x* en el punto xo, podemos operar como sique:
1. Definimos qn—1 = an.
2. Iterativamente, calculamos qn_i—1 = qn_iTo + Gn_; para i =1,2,3,...,n.
3. Se tiene que q_1 = P(x9)
Como se observa, solo han sido precisas n sumas y n productos.

Demostracién. Tenemos que ¢_1 = qoro + ap = (170 + a1)xo + ag = @ + a179 + ag = (qaxo +
-1 n—2 ; _ n—2 .
a2)zd + a1z 4+ ag =+ = (quo120 + an—1)zg "+ D0 @x' = anxh + a1z + Y07 aal O

Observacion 1. Tras realizar el algoritmo de Horner como anteriormente, se puede escribir:

P) = (3 g (& — 20) + 41
0

Demostracién. Podemos escribir en primer lugar P(z) = a,2" (2 — 20) + (an—1 + anxo)z" ! +
8_2 a;xt, es decir, P(x) = q,_12" (& — 20) + qn_oa™ ! + 23_2 a;zt.

Una vez mas, podemos poner: P(z) = ¢n_12" (2 —x0) + gn—22""2(x — 20) + (gn_2%0 + apn_2)x" 2 +
0 aiat = g2 N (x — 20) + Gno2a™ 2 (x — 0) + gn_sz™ 2 + 0 ;.

Si continuamos de esta manera, llegamos a (Zgil qir?)(z — xo) + g—12°, lo que querfamos. O

Observacion 2 (Cambio de base). Supongamos que queremos escribir P(z) = Y b;(x — z¢)’. Entonces,
podemos hallar los b; aplicando el algoritmo de Horner sucesivas veces a los polinomios que van surgiendo
en la expresion en la observacién anterior. De esta manera, by = q_1, by = ¢’_;, ete, donde cada b; es el
g—1 en la i ésima iteraciéon del algoritmo.

Laia!) (@ —w0) +a-1 = (Xg gi2) (@ —w0) +ay) (@ — o) +
g1 =( 3_2 gxt)(x —19)? + ¢, (z — x0) + q_1, etcétera.

Esto es asf porque se tiene P(z) = (3¢
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1.3. Interpolaciéon polinémica de Lagrange

El objetivo es, dados N + 1 puntos xg, ..., 2, y sus imdgenes por f, f(xg),..., f(x,), interpolar la
funcién por un polinomio de grado N, es decir, obtener un polinomio de grado IV que pase por los puntos
(24, f(x;)). Una primera aproximacion es escribir Py(z) = > a;2", luego lo que se quiere es resolver el
sistema:

{Zi\;o aixé = f(z;) para j € {0,1,...,n}

O lo que es lo mismo, el sistema Az = y donde z' = (ag, ...,a,), y* = (f(z0),..., f(xn)), y A es una
matriz de Vandermonde:

1 o x% ... xév
1 1 x? o oV
A= .
2 N
1 T x5, .. T,

De determinante, como se puede demostrar en este tipo de matrices, det(A) = [[,. j(acj — x;) luego
el sistema tiene solucién, y tnica (esto es, solo hay un polinomio de Lagrange de ese grado),
siempre que x; # x; si @ # j, o lo que es lo mismo, si tomamos los puntos distintos.

No obstante, la resolucién del problema es mas cémoda en otra base:

Proposicién 3. Definimos el conjunto de polinomios {l;}7_, de manera que l; = Hj# % Estos
forman base de R[X],,, y verifican que l;(x;) = J;;.

Demostracién. Veamos lo segundo: [;(z;) = Hk;,éZ (il:ik), y ahora si ¢ = j se tiene lo mismo en
numerador y denominador, luego vale 1, y si no, aparece el término 217793’ =0 y vale 0. Ahora podemos
ver que son base. En efecto, si hubiese escalares «; tales que Zg a;l; = 0, entonces, bastaria con evaluar
en zj: 0 = > 0 a5li(xj) = ay, para j € {0,1,...,n}, luego todos los escalares son nulos y el conjunto es
linealmente independiente. O

Observacion 3. Con esta base, el interpolador de Lagrange es Py(z) = Y.I, f(2;)l;, ya que por cons-
truccién todos los polinomios se anularédn en cada x; salvo el que acompana a f(x;).

Sin embargo, este otro método acarrea un inconveniente. Si queremos incrementar la precisién del
polinomio agregando otro punto, debemos recalcular todos los /;, ademds de incorporar uno nuevo. Quere-
mos que, al igual que con el polinomio de Taylor, se pueda aumentar el grado del polinomio simplemente
afiadiendo el término de grado N + 1.

Para hacer esto, podemos ir paso a paso. Empezamos con po(x) = f(xg) constante, y buscamos
p1(x) = po(x) + ¢1(x). Es claro que g1 (xg) = 0, para mantener el valor de lo que llevibamos, y ademés,
q1(z1) = f(z1) — po(z1), luego basta con hacer ¢(z) = (x — xo)%. A este coeficiente que
acompaila a & — xg se le denota f[xg,z1].

En general, p,(x) = pn_1(z) + ¢n(z), con g,(x) = flxn,...,x0] - (x — x0)(x — 1) ... (x — x,,—1) donde
el coeficiente asegura que ¢, (z,) = f(zn) — pn—1(x,). Como vemos, se pueden anadir términos de uno
en uno. Esto se conoce como método de Newton, y desarrollaremos a continuacién una manera de
obtener los coeficientes mencionados.

1.3.1. Método de Newton

Definicién 2. Con N natural, xg, ...,z y N +1 puntos distintos y f definida en estos puntos. Se denomina
diferencia dividida de f en esos puntos al coeficiente de XV en el desarrollo en potencias de Py(z).
Se denota por f[xg,x1,...,ZN].
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El polinomio de Lagrange, por este método, se escribe entonces como:

Py (x) = flxo]+flzo, x1](x—x0)+ f[x0, 21, 22](x—20) (X —21)+ - -+ f[20, . . ., T ] (X —20) (T—21) . .. (T~ 1)

Esta construccion se basa en que el primer sumando interpole xg, el segundo zg, 1, el tercero xg, 1, x2,
etcétera.

Para aumentar su grado basta con incorporar un término nuevo, por como esté construido (los términos
nuevos se anulan en los puntos que ya interpola lo anterior, de ahi que estos coeficientes sean justo las
diferencias divididas: hasta el término de grado i, se trada de P;(z)).

Observemos que f[z;] = f(z;), dado que con un solo punto, el polinomio que lo interpola es siempre
de grado 0 constante. Veamos como calcular en general las diferencias divididas:

Proposicién 4. Se verifica:

flz1, oy xn] — flxo, oy Tn—1]
Iy — X

f[.fC(), ...733‘.”] =

Demostracién. Repitamos la construccién del polinomio P,, pero esta vez cambiaremos el orden:
construiremos con la lista {x,,2,_1,...,21,2Z0}. En ese caso, Py(x) = flz,] + flzn, 2n-1](x — z,) +
flen, Tn-1,2n-2](x —zx)(@ —xp_1) + -+ flXn,...,x0](x — z,)(x — Tp_1) ... (x — 2z1). Al ser tnico el
interpolador, debe ser igual que el que ya conociamos. En concreto, el término que acompafia a ™!
debe serlo. En esta expresion, ese término es f[z,,...,x1] — f[Zn, ..., To] (1 + ... + Zp), ¥ en la primera,
era f[zo,...,@n—1] — flxo, ..., Tn](xo + ... + Z5—1). Abhora, igualando ambos y usando que, por definicién,
flxn, oyx1] = fle1, ., xn] ¥ flzn, - o] = flxo, ..., 4], se tiene la expresion de la proposicién. O

Veamos que construir el polinomio de grado 0 cuesta 0 operaciones, el de grado 1 cuesta 2 restas y
1 divisién a partir del de grado 0, el de grado 2 a partir del de grado 1 requiere f[xg,z1, 2] que, por
el método anterior son 2 restas y 1 divisién més lo que cueste f[z1,z2], que sabemos son 2 restas y 1
division, y asi sucesivamente. En general, aumentar a grado N requiere 2N restas y N divisiones, luego

(N+1)
2

en total construir el de grado N requiere N (N + 1) restas y N divisiones.

Ahora tratemos de hallar una expresiéon para el error que se comete al interpolar de esta manera.
Observacion 4. Fijado x, si P,(z) interpola f en los puntos {z;}{, se tiene:

n
f(z) = Po(x) = flzo, ..., T, ] H(a: — ;)
i=0

Demostracién. Sigue directamente de como se construye este polinomio: sabemos que el interpolador
Pn1(s) en {xo, ..., xn, x} verifica Py11(s) = Pn(s)+ flzo, ..., Tn, 2] [ [}y (s — ), luego basta con evaluar
en 2 f(z) = Pny1(2) = P (2) + f20, o0 Tn, 2] [Ti_o (2 — i) 0

Esta observacion, evidente por construccién, no resulta nada 1til: hemos definido f[zo, ..., Z, | pre-
cisamente para que ocurriese esto, y, como es natural, para su célculo nos hace falta f(x) directamente,
asi que no necesitamos estimarla con ningtin error.

Teorema 5. Sean {z;}§ C R distintos y x € R. Sea a = min{zo,...,zn,x} < b = {z0,...., Tn,x}, como
para que todos estos puntos estén en [a,b]. Sea f € C"*1([a,b]) y P.(x) su interpolador de Lagrange en
Xy ey L. Entonces 3¢ € [a, b] tal que:

F0E©) 1

(x — x;)
i=0
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Demostracion. Sea M = % y F(t) = f(t)—Po(t)—M [} (t—;). Es claro que F € C"+Y([a, b]).
Por construccién, es facil ver que F(z) = 0 = F(x;) Vi € {0,...,n}. Sean {yo, ..., Yn+1} los elementos de
{x,z0, ..., 7, } pero ordenados de manera creciente. Entonces, por el teorema de Rolle, 3{£}}#, con cada
¢! € (yi,yir1), y por tanto en [a, b], tales que F’(&}) = 0.

Aplicando de nuevo el teorema de Rolle, hay {¢2}5~' C [a,b], tales que F”(£?) = 0. Aplicandolo
sucesivas veces de este modo, llegamos a que 3¢ tal que F"H(¢) = 0.

Por otro lado, tenemos que F"T1(t) = f+1(t) +0 — %(N + 1)!. Basta con evaluar en { y
despejar. ’ O

1.4. Interpolacién polinémica a trozos

Como la interpolacion de Lagrange, por el error que hemos visto, no tiene por qué converger bien ni
siquiera en intervalos pequenos, tratamos de encontrar nuevas formas de interpolar funciones. La idea de
la interpolacion a trozos es dividir el intervalo a interpolar y crear varios polinomios interpoladores, uno
en cada divisién.

Definicién 3. Una particién A,, del intervalo [a,b] es un conjunto de puntos zp = a < z1 < 23 < ... <
T, = b que lo dividen.

Definicién 4. El conjunto M (A,) es el conjunto de las funciones f € C*([a,b]) tales que f restringida
a cada intervalo (z;_1,7) de la particién (j € {1,2,...,n}) es un polinomio de grado < i.

Es decir, son funciones que a trozos son polinomios. Para las interpolaciones lineales, nos interesa Mg,
que son las funciones continuas que en cada trozo de la particién son lineales (rectas).

Teorema 6. Sea f una funcion real. Dada A, C [a,b] y f(x0),..., f(x,) los valores de f en la particidn,
31S € M} (A,) tal que S(x;) = f(x;) Vi € {0,...,n}.

Buscamos una funcién S(z) que sea lineal en cada trozo de la particién y pase por esos puntos. En
concreto, en el trozo i-ésimo, [x;,2;11], ha de ser una recta que pase por (z;, f(z;)), (Zit1, f(@it1)).
+ f(@iy1)—f(zi)

— (x — x;) cumple eso y es

Sabemos que el polinomio interpolador de lagrange p;(x) = f(z;)
tnico. Por tanto, basta con que:

S(ﬂf):{pi(fﬂ):f(xi)ﬁ-w(x—mi) siz €[z, zip1] (1€{0,...,n—1})

Ti4+1—T4
Y como cada trozo es unico, lo es S. O
Definicién 5. Dada f con valores conocidos en xg,...,z, de la particion A,,, se conoce como S(z) el
polinomio interpolante lineal a trozos de f en xg,...,x, a la funcién tal que:

S(z) = f(wic1) + flricn,zil(z —zim1)  (z € (321, 35))

Con i € {1,...,n}. Como vemos, queda definida a lo largo de toda la particién, en cada intervalo es
el interpolante lineal de Lagrange y por tanto vale igual que f en los puntos de la particién.

Vamos a ver que esta forma de interpolar funciones tiene varias ventajas. La primera es que es facil
de calcular, y la segunda es que conforme disminuye la norma de la particién (es decir, aumentamos los
puntos), el interpolante converge siempre a la funcién (dadas algunas condiciones acerca de su segunda
derivada). Vedmoslo:

Teorema 7. Supongamos que f € C*([a,b]), y tenemos A, = {x;}8 particion de [a,b]. Ademds, supon-
gamos que 3K € R con |f"(z)] < K VY € [a,b]. Si definimos h; = x; — x;—1 y la norma o didmetro de

la particion por h = méax {h;}, tenemos que:
ie{l..n}
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F(a) - ()| < S

Y como vemos la convergencia es cuadrdtica con el didmetro de la particion. Con esta expresion
podemos expresar, ademds, que: f(x) — S(x) = O(h?). Cuando la norma converja a 0 lo hard el error
también.

Demostracién. Como f es C2, tenemos que, Vo € [z;_1,7;]:

/" (&)]
/(@) = 8(@)| = “p= e — i - |z — i

Con &; € (wi—1, ;). Esto sigue de aplicar el error a cada interpolador de Lagrange que compone la
funcién. Ahora, sabemos que U2(7§)\|x — x| |z — x| < Bl — 24| - |2 — 24]. Como z € (251, 74], se
tiene: [z — ;1|2 — 2] = —(z —xi-1) - (¥ — 2;), que tras derivar, alcanza su méximo en ;1 = Zitgiot
Evaluando, dicho méximo es (“—*=1)2, de tal modo que:

K K
|f(z) = S(@)] < ¢ (i = wi1)? = gh?

Como queriamos ver. Ahora, esté donde esté x, se podra acotar por el méximo de las longitudes de

cada intervalo. O

1.4.1. Interpolacion cuadratica

Ahora vamos a estudiar como interpolar en MZ(A,,). La idea es similar a la interpolacién lineal, pero
estd claro que ahora hay infinitos polinomios cuadraticos en cada intervalo de la particion, con lo que
necesitamos otro punto més para interpolar. Cogeremos habitualmente z; 1 = H%

Definiciéon 6. Dada f con valores conocidos en xy,...,z, de la particién A,, de [a,b], as{ como en los
puntos medios z;,_1 Vi € [1,...,n], se conoce polinomio interpolante cuadratico a trozos de f en
2

Zo,- .., Tn a la funcion S(z) tal que:

S(a) = flwion) + flei, zil(e — zioa) + fleio, w1 —2ia)(@ —2i) (2 € (w0, 24)

Con i € {1,...,n}. Como vemos, queda definida a lo largo de toda la particién, en cada intervalo es el
interpolante cuadratico de Lagrange y por tanto vale igual que f en los puntos de la particion. Asimismo,
es el tinico elemento de MZ(A,) que interpola esos puntos, dado que cada uno de los trozos es tinico con
esas caracteristicas, como sabemos.

Tiene la desventaja de que cada trozo es ligeramente mas costoso de calcular, y hace falta informacién
de la funcién en mas puntos cada vez. No obstante, tiene cotas de error mucho més impresionantes que
el lineal a trozos y, por supuesto, que el de Lagrange.

Teorema 8. Supongamos que f € C3([a,b]), y tenemos A,, = {x;}§ particion de [a,b]. Ademds, supon-
gamos que 3K € R con |f®)(z)| < K Va € [a,b]. Si definimos h; = x; — ;1 y la norma o didmetro
de la particion por h = I{néx }{hi}, tenemos que:

i€{l...n

K3
|f(z) = S(x)] < mh:g

Y como vemos la convergencia es cibica con el didmetro de la particion. Con esta expresion podemos
expresar, ademds, que: f(x) — S(z) = O(h?®). Cuando la norma converja a 0 lo hard el error también.
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Demostracién. Como f es C3, tenemos que, Vo € [z;_1,7;]:

fOI(E;
@)~ () = L8y oy
Con &; € (w;—1,x;). Esto sigue de aplicar el error a cada interpolador de Lagrange que compone la
funcién. Como ya sabemos acotar la derivada, por hipétesis, vamos a tratar de acotar |z — z;—1| - |z —

| —x;_ 1 |. Si derivamos el polinomio dentro del valor absoluto, obtenemos dos puntos de extremo:

T=ux;_ 1+ 2%_ Si sustituimos en el polinomio y tomamos valor absoluto, sigue que: |z — z;_1]| - | — 24| -
3h3 . . . . ‘

|lx — xi_%| < ‘gﬁ <, con lo que se tiene lo que se queria. Ahora, esté donde esté x, se podrd acotar por el

méximo de las longitudes de cada intervalo. O

1.4.2. Interpolacién por Splines

Hemos visto que las aproximaciones a trozos son muy buenas, y faciles de calcular. Para las de grado
mayor a 1, ademas, hemos tenido que tomar los puntos medios de la particién para definir univocamente
la curva. No obstante, podemos, en lugar de eso, exigir que el interpolador resultante sea diferenciable:
esto se conoce como spline.

Definicién 7 (Spline cuadrédtico). Dada f y la particién A,, de [a, b], su spline interpolador cuadra-
tico S € M3([a,b]) es una funcién, C1, tal que S(z;) = f(x;) Vi € {0, ...,n}.

Intuitivamente, esto fuerza cada uno de los trozos a enganchar bien, pero siempre queda libre la
elecciéon de como poner el primer trozo.

Proposicién 5. Dada f y una particion, existe un spline interpolador cuadrdtico (no es unico).

Demostracién. El spline viene dado a trozos por S(r) = a;z% + b;x + ¢;, para € [v;_1,x;] con
i €{1,...,n}. Por tanto, tenemos las siguientes restricciones que imponer:

1. f(z:) = a;z? + byz; + ¢; (Valor de f y continuidad, una por cada trozo)
2. f(zi—1) = a;x?_| + biz;_1 + ¢; (Valor de f y continuidad, una por cada trozo)

3. S(x;) = 2a;3; + b; = 2a;417; + biy1 = S(z;)) parai € {1,...,n — 1} (existencia y continuidad de
la derivada en puntos no extremos)

Esto son 3n — 1 ecuaciones, para 3n incognitas. Existe y, para determinar qué solucion forzar, se
pueden imponer otras caracteristicas (como que la derivada en z¢ y x, coincidan, o fijar la derivada
incial a un valor dado, es decir, proporcionar una pendiente de comienzo). O

Una aproximacién mucho mejor es la cibica:

Definiciéon 8 (Spline cibico). Dada f y la particién A,, de [a,b], su spline interpolador cibico
S € M3([a,b]) es una funcién, C?, tal que S(z;) = f(z;) Vi € {0,...,n}.

Por un argumento similar al anterior, incluyendo las derivadas segundas en los puntos no extremos
de la particién, obtenemos que existe. Ademas, obtenemos 4n — 2 ecuaciones para 4n incognitas, de tal
modo que se suele optar por agregar alguna de estas condiciones adicionales:

1. Condicién natural. Consiste en imponer que S”(x¢) = 5" (x,) = 0.

2. Respecto a la derivada. Consiste en fijar el valor de S’(z¢) y de S’(x,,) a un valor prefijado (no
necesariamente igual). Es decir, exigir una pendiente de comienzo y una pendiente de fin.

10
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3. Periodicidad. Si la funcién vale lo mismo en xy y en z,, se puede imponer que el Spline sea
periddico, es decir, que S'(xg) = S'(x,) v S"(x0) = S”(z,). Esto permitirfa recomenzar el spline
en su final, y lo resultante seguirfa siendo un spline (1til para interpolar curvas periddicas).

Método simple para el calculo de Splines Cubicos.

Si bien se pueden resolver las 4n ecuaciones planteadas anteriormente, se puede plantear otro sistema
equivalente y algo mas sencillo de resolver computacionalmente, al disponer de menos ecuaciones. Supon-
dremos que adoptamos la condicién natural, y sea S el spline de f en A,, particién de [a, b]. Denotamos
S"(x;) = M;, con lo que My = M,, = 0. También denotamos y; = f(x;) los puntos por los que pasa el
spline.

1. Los M; permiten hallar el spline. Lo que debemos observar, en primer lugar, es que S”(z) es
el interpolante lineal a trozos que pasa por los M;. Efectivamente, al derivar 2 veces las cubicas,
obtenemos rectas, continuas al ser S € C?, y pasan por M; en cada x; por definicién. Es decir:

S(x) = My —2 2 A P e [y, 7))

Ti — Tij—1 Ti — Tij—1

Por lo tanto:
)2 e 2

S/ — e (xl x) Mi (x xl—l) Ai i :
(l‘> 12(,%2 — xi—l) + 2(1,2 — xi—l) + (.17 € [x 1, T ])
Con cada A; € R. Finalmente:
(v; — )3 (x—x_1)°
Sx)=4+M_y ——"—+ Mj————= + Aj(x — 2 B; i—1,Ti
(z) =+ 16(@ — T 1) * 6(x; —xi—1) Al @) + (€ i1 2:))

Hemos ido organizando las constantes cuidadosamente, evitando que aparezcan términos de x ais-
lados. Ahora tenemos dependencia de A; y B;, pero si imponemos, en cada uno de estos intervalos,
S(xzi—1) = yi—1, y despejamos, sigue que:

——(wim1 — x1)?

Y si ahora sustituimos este valor conocido, e imponemos S(x;) = y;, tras despejar:

o M1 — M,
Az' _ Yi Yi—1 + 1—1 1(552‘_«11',—1)
Ti; — Tj—1 6
Lo que nos da una expresion completa de S en términos de datos conocidos y de los M;, sus derivadas
segundas.

2. Obtencién de los M;. Ahora, basta con referirse a la ecuacién de S’. Una vez sustituido el valor
de A;, evaluaremos cada punto interior z; en el trozo de la izquierda y en el de la derecha. Esto da

lugar a:
M;(zit1—xi i+1—Yi M;—M;
§'(of) = ~Mlespae) | gy M (g g
- i =T i —Yi— Mi_1—M;
Sl<-'17i ) = +M; (z 21 1) + zifziill + 16 (xz _ xi—l)
Parai € {1,...,n—1}. Igualando ambas expresiones, dado que sabemos que la derivada es continua,

se tiene, finalmente:

11
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wMiﬂ-l-mMiﬂ 4 L o xi*lMi S e S (1e{l,....,n—1})
6 6 3 Ti4l — T Ty — Tj—1

Estas son las n — 1 ecuaciones del Spline. Resolviendo estas, con My = M,, = 0, obtenemos una

Unica solucién, y sustituyéndolas en la expresiéon de 1 obtenemos la ecuacién del spline. Si asumimos
que los puntos de la particién son equidistantes de distancia h, las ecuaciones quedan:

(ie{l,...,n—1})

Miy  2M;  Miyy 1 (yis1 —¥i Y~ Yia
6 3 6 h h h

Es un sistema de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas (habiendo impuesto My = M,, = 0), de

Unica solucién al ser su matriz:

2 1 9 0

igl 0

o 1 8 0
A= 6 3

0 0 0 2

Finalmente, un resultado:

Teorema 9. Dada f en C*([a,b]), y A, una particion de [a,b] con h su norma. Si S es el spline ciibico
hallado anteriormente (o con otra de las condiciones adicionales que se explicaron), se tiene que c; > 0
tales que:

O ) = SO @)] < e K- b4
Con —"h — <K Vje{l,...,N}, para cualquier i € {0,1,2}.

Tj—Tj—1

Es decir, el spline aproxima muy bien tanto la funcién como sus derivadas, hasta la segunda.

1.5. Polinomios de Chebyshev

Volviendo al error cometido por la interpolacién en forma de Lagrange, sabemos que si f € C"*1([a, b]),
y P, (z) es el interpolador de lagrange en {z;}1 C [a,b], ademas de que |f"T*(z)| < K en [a, b], entonces:

K
|f(2) = P(x)] = sz = 20) ... (z = an)|

Nos planteamos ahora cémo deberiamos elegir los x; para minimizar el error en todo el intervalo
[a, b], es decir, cudles son los z; tales que el mdximo, con z variando, de |(z —x¢) ... (x — )|, es minimo.

En primer lugar, para simplificar los calculos, con independencia del intervalo que estemos tratando,
vamos a reescalarlo linealmente para convertirlo en [—1, 1]. No es dificil calcular que la tnica transforma-
cién lineal (afin) que lleva [a,b] en [—1,1], sin revertir orientacién, es: y = ;2 (z — %£2).

Ahora, reescribiremos la expresién que queremos minimizar en términos de elementos de [—1,1],

obteniéndolos con esa transformacion:

|(x—20)...(x —zn)| =

(7)) 1G5 (- 5) - (- () -

12
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- <b;a)n+l!(y—yo)~~(y—yn)|

Donde y y los y; son los que corresponden a x, z; a través de la transformacién. Es decir, las distan-
cias se pueden calcular con sus correspondientes en [—1,1], y luego multiplicar el resultado
por ese factor de escala.

Por tanto, ahora el problema se reduce a ver qué valores minimizan esa expresién en [—1, 1], es decir,

encontrar los {y;} para los que se alcanza min { Ir[léx ]{| (y—yo0)-.-(y—yn)|}}. La solucién estd en
Yo,--Yn ye(—1,1

los polinomios de Chebyshev, que minimizan esta norma en todos los polinomios de [—1,1] y por tanto
sus raices seran los y;.

Definiciéon 9. Los polinomios de Chebyshev se definen por Ty(z) = 1, Thi(z) = z, y Tp(z) =
2aTy—1(x) — Tp—o(x) con n > 2.

Esta expresién recursiva no es demasiado til, sin embargo, se tiene:
Proposicién 6. En el intervalo [—1,1], se tiene T,,(x) = cos(n - arc cos(z)).

Demostracién. Por induccién sobre n. Hacen falta un par de casos base: cos(0) = 1 = Tp(x), v
cosarccos(z) = x = Ty (z). Ahora, suponiendo que se tiene para todos los k < m, con n > 2, entonces,
con ayuda de algunas expresiones trigonométricas:

cos(n arccos(x)) = cos(2arccos(z) + (n — 2) arccos(z)) =
= cos(2 arc cos(x)) cos((n — 2) arc cos(x)) — sin(2 arc cos(x)) sin((n — 2) arc cos(x)) =
= (2cos?(arccos(z)) — 1) cos((n — 2) arc cos(x)) — 2sin(arc cos(z)) cos(arc cos(x)) sin((n — 2) arc cos(z)) =
= (2 cos(arc cos(x)))[cos(arc cos(z)) cos((n — 2) arc cos(z)) — sin(arc cos(z)) sin((n — 2) arc cos(z))]—
—cos((n — 2) arccos(z)) = 2z(cos((n — 1) arccos(z))) — cos((n — 2) arccos(x)) = 22T, —1(x) — T —2(x)
O

7r+2k7r)
2n ’

Proposicién 7. Los ceros de T,,(z) en el intervalo [—1,1], se alcanzan en los puntos x = cos(
con k € {0,...,n—1}. Por tanto, todos sus ceros son esos.

Demostracién. Con la forma cerrada de la proposicion anterior, los polinomios se anulan en n -

arccos(x) = 5 + km. Es decir, en los z tales que = cos ’Tgik”. Para k € {0,...,n — 1}, se obtie-
[ : on—1 . , . .

nen dngulos diferentes entre - y % Si k es mayor, los dngulos que se obtienen dan lugar al mismo

coseno (ademds, en caso contrario, habria més de n raices). O

Ahora veamos que estos polinomios no tienen una expresiéon parecida al que nosotros queriamos
minimizar, que era ménico. Por ello, necesitaremos conocer el coeficiente de mayor grado de los polinomios
para asi normalizarlos.

Proposicién 8. El coeficiente de grado n en Ty (z) es 2"~ ! para n > 1.

Demostracién. Por induccién. En Ty (z) es 1 = 2°. Suponiendo que se tiene para 1 < k < n, veamos
que, como Ty, (z) = 22T, _1(x) — Tr—2(x), el tinico coeficiente de grado n que aparece en el desarrollo es
2 veces el coeficiente de grado n — 1 de T,,_1, luego es 2 - 272 = 2"~! como queriamos. O

Ahora, lo que nos queda ver es que 1), = 2{—21 es el polinomio moénico de grado n con menor maximo
en [—1,1], y tendremos la solucién al problema, ya que tiene las mismas raices que 7,.

Observacion 5. Los extremos de T, (z), y por tanto de T, (z), se alcanzan en los puntos de la forma
x = cos(®T) con k € {0,...,n}.

n

13
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Demostracién. Basta con derivar: T),(x) = — sin(n arc cos(w))% El segundo factor no se anula,
solo el primero, cuando narccos(z) = km, y por tanto xz = cos BT A partir de k = n + 1 se repiten

los valores al ser funcién par el coseno (estariamos Sumando 1ncrementos de 7, dando lugar al angulo
opuesto). O

Observacion 6. Los extremos de T),(z), ordenados de menor a mayor, son: &; = cos((" s T), para i €
{0,...,n} y ademés T, (7;) = (—1)" %

Esto es asi porque cos(n arc cos(cos(M))) = cos((n — i)7).

Es decir, van oscilando entre —1 y 1. Asimismo, tenemos que |T, ()| < 52 Vz € [~1,1]. Ya solo
queda un ultimo paso:

Proposiciéon 9. Sea Hn el conjunto de todos los polinomios mdnicos. Entonces, fijado P, € 11, se tiene
que rr[lax | | P, (x)] > Por tanto, el que menor mdzimo tiene en [—1,1], ménico, es Ty (z).
ze[—-1,1

-

2n on—1 *

Demostracion. Supongamos que existiese P € 1II,, con n[léx | | P, (2)] < 2,%1 En ese caso, sea @ =
ze[-1,1

T,, — P. Observemos que Q es de grado n — 1, como mucho, ya que ambos son ménicos. Sean {Z:}

los puntos fz = cos(("_Tl)ﬂ) donde T, alcanza sus extremos. Entonces, esta claro que, si n — k es par:

Q) = 5 — P(a:k) > L T — |P(2%)| > 32—+ — 32=1 = 0. Por otra parte, si n — k es impar: Q(%) =

7%%1 — P(zy) < — 2%1 + 2”,1 = 0. Es decir, Q cambia de signo en cada ;.

Ahora, por el teorema de valores intermedios, Jx; € (&, Z;41), con i € {0,.. — 1}, tales que
Q(z;) = 0. Es decir, Q tiene n raices, lo que en un polinomio de grado a lo sumo, n — 1, solo se da si
Q = 0, es decir, P, = T,,. Como sabemos que n[lax | T, ( )| = 2w sa—1, esto contradice el supuesto y no

ze[-1,1
existe tal P,. O

Por tanto, los nodos 6ptimos de interpolacién (Nodos de Chebyshev), en [-1,1], son las

raices del polinomio T7,+1, es decir, y; = cos Q(ﬁ:f), con i €{0,...,n}.

Teorema 10. Sabiendo esto, en cualquier intervalo [a,b], deshaciendo la transformacién, los nodos
dptimos son los z; = 25%y; + a+b = b2 cog T2 4 kb pgrg i € {0,...,n}. Interpolando en esos nodos,

se constque la cota de error mzmma.

Knpi 1 (b—a)™'  Kpp (b—a)™t!

@) = Pl < G ign gt~ = a1y gzt

1.6. Interpolaciéon de Hermite

Ahora nos planteamos si podemos generalizar la interpolacion de Lagrange. En concreto, dados puntos
0, - - -, Ty, y una funcién f, vamos a pedir un polinomio H que coincida no solo en valor, si no en derivadas:

Definicién 10. Dados zg,...,z, € R, se define el polinomio interpolador de Hermite de grado
2n+1 por Hapi1(2), que verifica:

1. f(l‘z) = H27L+1(xi)
2. f'(wi) = Hypyq(25)

Para i € {0,...,n}. Se puede probar que es unico, al tener 2n + 2 incdgnitas y 2n + 2 ecuaciones
independientes.

Para construir este polinomio, con una idea similar a la de Lagrange, disponemos de lo siguiente:

14
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Definicién 11. Fijados f y zo,...,zn, siendo [;(x) los polinomios indicadores de Lagrange (de grado n,
que valen 1 en z; y 0 en los demds x;), definimos los polinomios de Hermite:

Hi(w) = 2()(1 = 20 (w;)(x — 2,))
Ki(w) = B(a)(x — )
para i € {0,...,n}. Observemos que son de grado 2n + 1.
Estos polinomios actian de indicadores, pero de forma més potente:

Proposicién 10. Se wverifica que H;(x;) = 1, Hi(z;) = 0 con i # j, y H/(z;) = 0 con cualquier
j €A0,...,n}. Asimismo, se tiene que K/(x;) =1, K/(z;) =0 con i # j, y Ki(z;) = 0 con cualquier

je{0,...,n}.
Es decir, estos polinomios sirven de indicadores en los puntos o en las derivadas, y por tanto, se tiene:

Hopi1(z) =Y flaj) Hj(x) + f' () K;(x)
j=0

Demostracién. Esta claro que H;(x;) = l;i(z;)?(1—21}(z;)(x; —2;)), que vale 0 al valerlo ;(x;) si j # 1,
y, si no, vale 1-(1—0). Ademds, derivando, sigue que H}(x) = 21;(z)li(z)(1 — 2I.(z)(z — ;) — 2} (x)13(z).
Evaluando en x; con j # i se anula al hacerlo los I;, y en z; se tiene: H/(x;) = 2l(z;) — 2l}(z;) = 0. Para
los K, veamos que K;(z;) = [*(z;)(z; — ;), y una parte se anula si j # i y la otra si ¢ = j. La derivada,
en z;, es K;(z;) = 2l (z;)li(z;)(x; — ;) + 12(x;) = 0+ 12(z;), que vale 0 o 1 segtin el caso. O

Se tiene la siguiente cota de error:

Teorema 11. Sean x,x,...,T, € [a,b] y f € C*"*2([a,b]). Sea H el interpolador de hermite de grado
2n + 1. Entonces, 3¢ € (a,b) tal que:

_ ()

flx)—H(z) = m(m— z0)(x —21) ... (. — x,)?

Y, mediante un método similar al de las diferencias dividas, se tiene:

Observacion 7 (Algoritmo eficiente para el cdlculo del interpolador de Hermite). Se puede obtener as:

1. Definimos z € R?"*2 dado por zo; = z9i41 = x; para i € {0,...,n}, as{ como Q9 € R2"*+2 dado
por Q20 = Q2410 = f(z;) parai € {0,...,n}.

2. Ahora, definimos Q;; € R?"*2 dado por Qo411 = f'(%i), y Q21 = %, para i €
{0,...,n}.
3. Recursivamente, se define Q; ; = w, para j € {2,....2n+1},ei € {j,...,2n+ 1}.

Zi—Zi—j

4. Finalmente, se tiene que:

H(x) = Q0,0 + Ql,l(x — .Z‘o) + Q2,2<.'I; — 1‘0)2 —+ Q3)3(([t — 1‘0)2(.7; _ xl) 4+t

+Qont1on+1(x —20)*(x —21)* . (T — THe1)? (T — T0)
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A. ALGUNOS ALGORITMOS DE INTERPOLACION. INDICE

A. Algunos algoritmos de interpolacion.

Observacion 8 (Algoritmo para interpolacién de Lagrange. Método de Newton.). Tenemos f y nodos
Ly Lp-

1. Dispondremos de una matriz @), de n + 1 X n + 1 con las diferencias divididas.
2. Inicializamos la primera fila con los valores f(zx). Es decir, Qo ; = f(z;).

3. Para cada fila siguiente, se tiene, si j € {0,n — i}:

Qi,j _ Qi—l,j-‘rl - Qi—l,j

Tjti = Tj
El elemento que queda en cada Q)1 es la diferencia dividida correspondiente.

Observacion 9 (Algoritmo para el Spline cuadratico). Se da una funcién f y nodos xg ...z, de interpo-
lacién. El spline cuadratico se puede hallar como sigue.

1. Dispondremos de una coleccién Q C (R3)™ de n 3-tuplas con los coeficientes de cada polinomio.
Esta coleccién puede ser sobreescrita en cada paso, luego se puede implementar como una 3-tupla
directamente.

2. @ se inicializa como sigue:
2 71
Ty o 1 f(xo)

Qi= |27, 212 1 f(x1/2)
i o 1 f(z1))

Realmente, la segunda linea de la matriz se corresponde con una condicién arbitraria (en este caso
que pase por el punto medio).

3. En este momento, () tiene los coeficientes de la primera pardbola. Podemos denotarlo por Q1. Si
necesitamos los coeficientes de otro intervalo, nos podemos valer de:

1

z3 T 1\ f (k)
Qr= |27 Trpr 1 f(@rt1)
2z 1 0 2Qk-1,07k + Qr—1,1

De este modo los coeficientes de la k-ésima parabola son Q).
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2. INTEGRACION NUMERICA INDICE

2. Integraciéon numérica

En este capitulo se discutird el cdlculo de integrales por métodos numéricos. Antes, mostraremos
brevemente la facilidad de calcular numéricamente valores de derivadas.
2.1. Derivacién numérica

Queremos, dada una funcién f, calcular su derivada en xg con poco error. Para ello, nos podemos
valer de las herramientas que proporciona el Teorema de Taylor. Una primera estimacion es:

Proposicién 11. Sih >0, f'(xg) = w + O(h)

Demostracién. Sabemos, por Taylor, que f(zg+h) = f(zo)+ f'(x0)(xo+h—x0) + O((x0+h—x0)?) =
f(xo) + f'(zo)h + O(h?), luego se tiene, despejando. O

Una que converge mas rapido es:
Proposicién 12. Sih >0, f'(zo) = W + O(h?)

Demostracién. f(xg + h) = f(zo) + f/(x0)h + f”(:ﬂo)%2 + O(h?), y, por otro lado, f(xo — h) =
f(zo) — f(xo)h + f”(:co)%2 + O(h3). Si restamos ambas expresiones y despejamos la derivada, se tiene
lo que se queria. O

Esta técnica se puede obtener para conseguir numéricamente la derivada segunda, también.

Proposicién 13. Si h > 0, f"(z¢) = f(z°+h)+f(z37h)72f(x°) + O(h?).

Demostracién. Es andloga a la anterior, pero con el polinomio hasta grado 4 y sumando en lugar de
restar. O

2.2. Reglas de cuadratura

Como hemos visto, obtener derivadas numéricamente solo conociendo el valor de la funcién es bien
sencillo, aplicando el teorema de Taylor. Ahora, fijados a < b, y dada una funcién f de la que conocemos
algunos valores, nos interesa evaluar numéricamente la integral:

b
1(f) = / f(x)dz

Esto es necesario ya que, en muchas ocasiones, f no tiene antiderivada como funciones elementales, o
bien es sumamente dificil llegar hasta ella. También, es frecuente que f en si misma no sea una funcién
elemental, habiéndose obtenido de datos de la realidad, y solamente se sepa su valor en algunos puntos.

Una burda aproximacién inicial podria ser estimar mediante reglas rectangulares: I7(f) = f(a)(b—a),
IR (f) = f(b)(b—a), I"M(f) = f(22)(b— a). Estas aproximaciones iniciales se pueden generalizar del
siguiente modo:

Definicién 12. Una regla de cuadratura de n nodos es una aplicaciéon que, dada una funcién f, trata
de estimar su integral de la siguiente manera:

In(f) = Oéof(l‘o) + alf(xl) R O‘nf(xn)

I estd caracterizada por los nodos de cuadratura xzg...z, € [a,b] y los pesos de cuadratura
QQy...,0p.
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2. INTEGRACION NUMERICA INDICE

Definicién 13. El grado de una regla de cuadratura I,, es el entero no negativo M que verifica que, Vp
polinomio con deg(p) < M, se tiene I(p) = I,(p), y que Ip con deg(p) = M + 1 tal que I(p) # I.(p).

Es decir, es el mayor grado de polinomios que integra correctamente.

Por ejemplo, la regla I(f) = f(a)(b— a), tiene grado 0: solo integra bien las constantes. Vamos a ver
que la regla del punto medio, I*M f (‘%H’)(bfa), aunque solo tenga un nodo, es de grado 1. Efectivamente,
para cualquier polinomio p(x) = mx +n, se tiene f(p) = (m‘%b +n)(b—a), y la integral de tal polinomio
es M + nb — na, que coinciden sacando el factor comin (b — a). Es sencillo comprobar que falla
para polinomios de grado 2. (Por ejemplo, 22 en [—1, 1], tendria por esta regla integral 0, y sabemos que

no es cierto.).

Si los polinomios de interpolacién estiman las funciones, cabe esperar que su integral sea parecida.
Esto da lugar a la regla:

Definiciéon 14 (Regla de cuadratura por interpolaciéon de Lagrange). Dados los z,...,z, € [a,b], la
regla de interpolacion de Lagrange es:

b b
I,(z) = (/ lo(x)dx> flxo)+---+ </ ln(x)da:> flxzn)

Donde [;(x) es el polinomio que se usaba en interpolacién de Lagrange (valiendo 0 en los x; con j # 1,
y 1en ;).
Si los puntos z; estdn equiespaciados, se conoce como regla de Newton-Cotes.

Por linealidad de la integral, esta regla de cuadratura consiste efectivamente en integrar el interpolador
de Lagrange. Es sencilla de aplicar dado que no es dificil integrar polinomios. Por ejemplo, tomando xy = a
y 21 = b, se convierte en lo que se denomina cuadratura por trapecios, I7.

Teorema 12. La regla I,, de cuadratura, por interpolacion de Lagrange, es de grado > n.

Demostracién. Si p es un polinomio de grado < n, por unicidad del interpolador de Lagrange, se tiene
prn = p, de modo que I(p) = I(p,) = L.(p). O

Proposicién 14. Cualquier regla de cuadratura I,(f) es una aplicacion lineal.

Demostracion. T(Af + pg) = D7 ai( A + pg) (@) = D7 aa( M (2:) + pg(e:) = A3 aif(x:) +
Yt cig(@s) = My (f) + pln(g). O

Proposicién 15. Dada una base B de un espacio de polinomios R<,,[X], st cualquier regla de cuadratura
I,,(f) integra correctamente todos los elementos de B, entonces es de grado > n.

Demostracion. Si ponemos B = {py,...,p,}, entonces dado p de grado < n, se tiene p = Z?:o AiDi.
Se tiene que I(p) = D1 o Ml (pi) = Doi o Miln(pi) = In(3>7_o Aipi) = In(p). Hemos usado la linealidad
de la integral y la hipétesis, asi como la proposicién anterior. O
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2. INTEGRACION NUMERICA INDICE

Esto nos permite obtener unas ecuaciones que ha de verificar una regla de cuadratura:

Observacion 10 (Coeficientes indeterminados). Dada I,(f) una regla de cuadratura en n nodos, si que-
remos que tenga grado > M, deber4 ser correcta en los polinomios {1, X, X2,..., X™}, dado que forman
base del espacio que se quiere. Por tanto, debe darse:

I(1) = o+ ay -+ an = b—a
In(fﬂ) = QT + 11 + e+ anTy = b25a2
In(xQ) = ao.’L’% + alx% R O‘nxi — %

pmtl_gm+l

m+1

I, (z™) = apa' + ara" + - - + it =

Estas ecuaciones permiten comprobar el grado de una regla, que sera el nimero de ecuaciones, partien-
do de la primera, que se verifican. Asimismo, resolviendo el sistema para un m dado, se pueden obtener
reglas del grado deseado.

Proposicién 16. La regla de cuadratura I, de n+1 nodos distintos dos a dos, y de grado > n, es unica.

Demostracion. Sea I,, una tal regla de cuadratura. Como sabemos, sus pesos han de verificar el sistema
anterior, que consta de n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas, y ademas su matriz de coeficientes es de
Vandermonde, luego si los z; son distintos dos a dos, su determinante es no nulo y existe una solucién
tnica.

Corolario. La tnica regla de cuadratura de n+1 nodos y grado > n es la de interpolacién de Lagrange.

A continuacién veremos la regla de Simpson. Se trata de una regla de cuadratura por interpolaciéon
de Lagrange en 3 nodos, que curiosamente alcanza a tener grado 3 (sabemos que debia tener por lo menos
2).

Definicién 15. La regla de Simpson esti dada por:

b—a 2(b—a) ,{a+b b—a
P =Tt + 2 () + 55

f(b)
Se consigue por interpolaciéon de Lagrange en los nodos a,b y su punto medio.

Es facil comprobar, con las ecuaciones previas, que es de grado 3. Por conveniencia, ademas, se puede
comprobar en una versién modificada de esas ecuaciones, con la base {1,z — ‘IT“’, 22, (v — “TH’)?’}, dado
que se anulan algunos términos. Esta idea de emplear otras bases puede ser 1til al verificar reglas.
Observacion 11 (Un método alternativo para obtener los coeficientes.). Otra idea para obtener los co-
eficientes de cuadratura, hasta grado N de precision, es usar el desarrollo de Taylor de la funcién f a

cuadrar.

1. Tomamos el desarrollo de Taylor de f en ¢ = el punto medio del recinto de integracién. Lo
integramos para obtener el desarrollo de su integral, obteniendo una expresién en base de potencias

de (z — ¢):
b N n f(2k)(C) b—a 2k+1 2
/afdmwz (2k)! ( 2 > 2% + 1

k=0

a+b
2

Cabe observar que al ser ¢ el punto medio, solo quedan las potencias de grado impar, al ser (x — c)*
simétrico respecto de ¢ si k no es par.
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2. INTEGRACION NUMERICA INDICE

2. Ahora, con la misma idea que anteriormente, tomamos la regla de cuadratura como » o f(2;) y
evaluamos cada f en x;, también mediante su desarrollo en serie:

") (o
L~ o
=0 ’

3. Los coeficientes se pueden obtener igualando los primeros N términos de cada expansién (dividiendo
por la derivada correspondiente y por el denominador k!, para evitarlos):

i b—a\"t 2
(s — o)F = =
;al(xl c) ( 5 ) T

Si k es par, o, si es impar:

La ventaja de este sistema es que la mitad de las ecuaciones son homogéneas.

2.3. Cuadratura Gaussiana

La idea de la regla Gaussiana I,(f) = Y ., @i f(z;) es encontrar, fijado n, los a; e z; que maximizan
el grado de la regla. En particular, encontrar los valores que hacen que dicho grado sea 2n + 1, el maximo
posible. (2n + 2 ecuaciones, 2n + 2 incégnitas). Para obtener la regla como tal, también se impondra que
ningdn «; sea nulo y que no haya dos z; iguales. (Si no, degenera en menos puntos.)

En cierto sentido, este problema se asemeja al de interpolaciéon de Chebyshev, y la primera idea para
abordarlo es similar:

_a+tb
Proposicién 17. Realizado el cambio lineal de escala t = “5—2—, que traslada linealmente [a,b] en
2

b ! b—a a+b\b—a
dr = d
[ rwae= [ (P50 0g2) e

El problema se reduce, entonces, a encontrar la regla I,,(f) = Y., ci f(x;) que mazimiza el grado, si
f es una funcién de [—1,1].

Por tanto, una vez encontrados los o y z} para [—1,1], se podrdn cambiar a [a,b] desha-
ciendo el cambio:

s

[—1,1], se tiene:

1. m; = oq) 4 otb

2. a; = 20

Simplemente hemos tenido en cuenta el aspecto de la integral que hemos cuadrado en [—1,1].

Este cambio es muy conveniente, ya que podemos hacer las comprobaciones con las funciones {1, z,...,2"}
y la mitad de las ecuaciones (polinomios impares) se volverdan homogéneas, al estar el intervalo centrado
en 0. Ahora basta con hallarlas para ese intervalo:

Observacion 12 (Cuadraturas Gaussianas de érdenes bajos.). Estas han sido obtenidas para [—1,1] con
el método de coeficientes indeterminados, resolviendo los sistemas:
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2. INTEGRACION NUMERICA INDICE

1. Para grado 1, se tiene ag = 2, xg = 0. (La regla del punto medio)

2. Para dos puntos, es decir, grado 3, se tiene ap = a1 =1, 19 = %, x = —%.

_ 3 _ /3 _
71'0*_\/;;:52*\/;;:51*0-

Grados superiores dan lugar a nodos y coeficientes méas complicados.

©loo

3. Para tres puntos (grado 5), ag = as = g, o =

2.4. Polinomios de Legendre

Como hemos visto anteriormente, hallar los nodos y pesos para una cuadratura Gaussiana I,, se puede
complicar inmensamente en cuanto n no es pequeno, dado que hay que resolver un sistema no lineal. La
solucion al problema viene de mano de los polinomios de Legendre:

Definicién 16. Se definen los polinomios de Legendre {p;}7°, a través de la relacién recursiva:

po(z) =1
pi(z) ==
pr(@) = (

S (k@) da _JE epk 2 (@)pra (v)da

Donde By = "m0 = ¥ Ok = =T G s

Asi, se tiene que cada polinomio py(x) es de grado k, y por tanto, {px}{ es base de los polinomios
hasta grado n.

— Br)pr—1(v) — Cppr—2(x) (k> 2)

Es importante el siguiente resultado:

Proposicién 18. Los polinomios de Legendre son ortogonales en [—1,1], es decir, f_llpk(x)pj(:v)dx =0
siempre que j # k.

Demostracién. Por induccién. Es facil ver que {po, p1,p2} son ortogonales, calculando a mano las 3
integrales necesarias. Ahora, supongamos que lo son los polinomios {po,...,pr-1}, con k > 3. Hay que
demostrar que pg lo es individualmente a cada uno de ellos.

. 1 1 1 1 1
En primer lugar, [~ pppr—1de = [ xpi_,dx — By f71p271 — Cx || Pr—2Pr—1dz = [~ xpi_dr —
S 2(pr—1(x))?da

W, lo que se tiene

By, f_llp%_l por hipdtesis. Ahora, esta integral vale 0 si y solo si By =
por definicién.
En segundo lugar, [, pepr—ode = [, apx_1pr—o—By, [}, pr-1pr—ada—Cy [* | p}_odz = [1 apr_ipp_o—
Ch Ll1 p3_odx por hipdtesis, y una vez mds se anula por construccién de C.
1 Finalmente, si j < k—2, tenemos f_llp;gpjdx = f_ll zpi_1pjdx— By, f_llp;g,lpjdx—Ck f_llpk,gpjdx =
f_l xpr—1p;dx, por hipétesis. Ahora, observemos que xp;(x) es de grado, a lo sumo, k—2, por tanto, puede
ser expresado como combinacién lineal zp;(z) = > 7_, a;p;(z) en la base de polinomios de Legendre, y
entonces, f_ll Tpp_1p;de = f_ll Pr_1 Zg:o a;pi(z)dr = Zg:o a; f_ll pipr = 0 por hipétesis. O
Haremos uso del siguiente lema:

Lema 1. Si {pi(z)}}_, son ortogonales en [a,b], cada uno de grado k, entonces py(x) tiene exactamente
k raices distintas en [a,b).

Por tanto, los polinomios de Legendre tienen todas sus raices distintas en [—1, 1].
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Teorema 13. Los nodos {x;}1_, de la cuadratura Gaussiana L,(f) (de grado 2n+1), en el intervalo [—1,1]
son las raices del polinomio de Legendre py41(x). Los pesos {a,}1 se pueden hallar por mterpolacwn

L 1
polindmica en esos nodos: o; = [~ l;(x)dz.

Demostraciéon. Sea P un polinomio de grado menor o igual que 2n + 1. Por divisién euclidea, P =
Qpn+1 + R, donde @, R tienen grado menor o igual que n. Sean {z;}{ las raices de p,11. Entonces,
P(x;) = R(x;) por construccién. Si tomamos la regla I,(f) = Y7, a;f(z;), con los a; descritos en el
teorema, sabemos que tiene grado n por lo menos, por tanto, fil Rdx = %" ja;R(x;) = > iy a; P(z;) =
I,(P).

Por otra parte, se tiene que fil Pdx = fil Qpry1dr + fil Rdx = fil Rdzx. al ser fil Qpnirdr =0,

lo que se ve claro si ponemos @ = Z?:o Bipi(x). Por tanto, finalmente, I,,(P) = f_ll Pdzx, y como P era
arbitrario, deducimos que esta regla es Gaussiana y por tanto los nodos y los pesos son los descritos en
el teorema. O

Por tanto, con este método hallamos facilmente nodos y pesos, y para un intervalo [a, b] generalizado,
basta con aplicar el cambio de variable conocido.

2.5. Errores de cuadratura

A continuacién queremos estimar que error se comete con cada regla. No hay una forma generalizada
para el error, pero se puede hallar individualmente con algunas técnicas.

Teorema 14 (Valor Medio Generalizado). Sean g,« : [a,b] — R, con a(z) > 0, continuas. Entonces,
3¢ € [a,b] tal que:

jibg(x>a<x>dar=:g<s>jﬁbo<x>dx

(Obsérvese que para a =1 y g(x) = f'(x) se tiene el caso particular del teorema de valor medio mds
habitual)

Demostracién. Al ser g continua en un compacto, alcanza go = minge(q,4) 9(z) y Go = MéxX,¢[q,5) 9()
en [a,b]. Como a(z) > 0, se puede multiplicar la desigualdad para obtener goa(z) < a(z)g(x) < Goa(z).

Integrando, resulta que go f; a(z)dr < f; a(z)g(z)dr < f; Goa(z)dz, con lo que go < % < Go.

f a(x)g(m)dm. O

Por el teorema de valores intermedios, al ser g continua, hay £ € (a,b) donde g(§) = TP a(w)ds

Proposicién 19 (Cota de error: Regla del punto medio). Si f € C?([a,b]), se tiene:

a+b.  (b—a)?

2=

b
E= [ fa)ds - 0o
Para € € [a, .

Demostraci(')n Sea ¢ = “—“’. Observemos que el error que estamos buscando se puede poner como:
E = f (¢))dx = fb(f(x) —f(¢))— f'(¢)(z — ¢)dz. Para el ultimo paso usamos que (x — c) integra

0 al ser 1mpar por c.
f(r)*f(C)*f)'z(C)(x*C)

(x—c

fuera de ¢y g(x) =

Con el fin de utilizar el teorema anterior, definimos g(x) :=

1"
fT(C) en c. Esta funcién es continua dado que si calculamos su limite en ¢, coincide con el valor que le

hemos dado. Ahora el error se reduce a hallar fab g(z)(z — ¢)%dz. Por el teorema de taylor, 3¢ € [a, b] tal

que f(z)— f(c)— f'(c)(z—¢) = %, luego, si « # ¢, dividendo, queda que g(z) = @ Por otra

parte, si & = ¢, es trivial que g(x) = f”2(5) para £ = c.
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Asi, finalmente, por el teorema anterior, tenemos que E = g(n) fb(a: — ¢)%dz, con 1 € [a,b], y por el

resultado que hemos obtenido en el parrafo anterior, se tiene F = 1" (5) f V2dx = (®-a)” a) f7(¢. O

Proposicién 20 (Cota de error: Regla del trapecio). Si f € C?([a,b]), se tiene:

b —a)3
E:/f@@—ﬁm:—gﬁlﬂmo

Para & € [a,b].

Proposicién 21 (Cota de error: Regla de Simpson). Si f € C*([a,b]), se tiene:

b b —a —a a
p= [ 1@~ 150 = [ sy - 20w + s - 22D 010 = L g

Para € € [a, .

A fin de demostrar estas proposiciones, asi como dar cotas de error para muchas otras reglas, va-
mos a ver un ejemplo de como se llevarfa a cabo. Supongamos que I,,(f) es la regla de Newton-Cotes

(interpolacién de Lagrange equiespaciada) en n + 1 puntos. Entonces, su error es [ b flz)dx — I,(f) =
b b b (41 (g (g

S F@)de =S (2 tia)de) f ) = 20 (@)~ i L@) fa)de) = [P 02D [T (2~ a))de. Por

el teorema de Valor Medio Generalizado, para ciertas condiciones (quizas multiplicando por —1 algunos

de los elementos del productorio para que sea positivo), se tiene:

b FotD) (¢
[ t@e - 1.5 = L3 /Hx_xz
Para & € [a, b].

Si nos aprovechamos de esta cota de error, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 15 (Cotas de error para cuadraturas Newton-Cotes). Sea zo = a, h = b_T“, T = xo + hk para
ke{l,...,n}. Sea I,(f) la regla de Newton-Cotes en esos puntos. Entonces, 3¢ € [a,b] tal que:

n+2 (n+1)
h (::H ) fo (t—1)...(t —n)dt sin esimpar

b
/ f(@)dz — L,(f) =

hn+3 (n+2) .
(::T)!(E)fonﬁ(t— 1)...(t —n)dt sin es par

Debe ocurrir que f € C*([a,b]), con k el orden de la derivada que estamos calculando. De aqui surgen
las cotas anteriores y se pueden deducir las de érdenes mayores.

Teorema 16 (Cotas de error para cuadraturas Gaussianas). Sea [a,b] un intervalo, {x;}§ los nodos
gaussianos en ese intervalo, y {c;}¥ los pesos gaussianos. Sea f € C*"*2([a,b]). Entonces, 3¢ € [a,b] tal
que:

(2n+2) b (2n+2) _a 2n+3 1
/ fdx—I,(f) = ]22”“‘ 2()5) /a (x—x0)%... (x—2x,)%dx = f(2n+ 2()&') (b 5 ) /_1(96—1/0)2 o (r—yp)Pda

Donde los yi, son los equivalentes de los nodos gaussianos, en [—1,1].
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Demostracién. Usaremos Q(x), el interpolante de Hermite de grado 2n + 1 de f en los z;. Lo que
tenemos que observar es que, al ser de grado 2n + 1, se tiene: ff Qdx = 1,(Q) = I,(f) al coincidir en los

puntos. Por tanto, el error se reduce a calcular E = fab( f — Q)dz. Si utilizamos la expresién del error de

(2n+2)
interpolacién de Hermite: F = ff %(xfxoy ... (x—z,)%dx, y como el producto de cuadrados es

positivo y el integrando es continuo, usando el teorema de valor medio generalizado, se tiene el resultado
del teorema. O

2.6. Reglas compuestas

Como vemos, las cotas anteriores son malas cuanto mayor es el intervalo. Una solucién es mejorar la
regla de cuadratura, pero otra, mucho mas sensata, es reducir los intervalos:

Definicién 17. Sea A = {x,...,z,} con z; < x; sii < j, £o = a, T, = b, una particién de [a,d]. Dada
una regla de cuadratura Ija,b] en el intervalo [a, b], se puede definir su regla compuesta teniendo en
cuenta que ff fdz =51, f;’;l fdx, y por tanto, si estimamos cada una de estas sub-integrales con la
regla, tenemos:

I[Cﬂvb](f) = Zl[wiflﬂfi](f)
i=1

Por ejemplo, la integral en [a, b] se puede estimar con la regla del punto medio compuesta 7M€ (f) =
Sy (s — i) f (R,

Para relacionar el error de una regla simple con el de una compuesta, demostraremos el siguiente
teorema del valor medio discreto:

Teorema 17. Sea g : [a,b] — R continua, a; > 0 y & € [a,b]. Se tiene que 3¢ € [a,b] con:

Z aig(&) = g(&) Z a;

Demostracion. Es muy parecida al teorema del valor medio generalizado. Si todos los &; son iguales,
el teorema sigue trivialmente. Si no, sea G(z) = > i a;(9(&) — g(z)), continua al serlo g. Sea g =
mingepqp 9(2) vy G = méxgeqep) 9(x). Al ser continua en intervalo cerrado, g,G € [a,b]. Ahora, veamos
que G(g) > 0, dado que por construccién, todos los términos son no negativos y al menos uno no es nulo
al no ser todos los §; iguales. Andlogamente G(G) < 0, luego 3¢ € I(g,G) C (a,b) tal que G(§) =0y se

tiene lo que se queria despejando. O

Proposicién 22. Si A es equiespaciada con separacion h, el error de la regla de punto medio compuesto
es:

/b fdx — IPMO(§) = f’l(g);z— a) B2

Y por tanto disminuye cuadrdticamente con la longitud de la particion.

Demostracion. [, fdz—IPMO(f) = Y0 [ fdo—IEM ()=S0, L HEon® _ 1O g g

[%‘717381,
1 3 "
! (gih n_f (%Elb_a) h2. Hemos usado el teorema anterior para unificar el &. O
En general, esta estrategia sirve para cualquier regla compuesta derivada a partir de una regla simple
de la que se conoce el error.
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3. Resolucion de ecuaciones no lineales

El objetivo ahora es, dada una funcién real f : D C R — R, hallar 2y € D tal que f(z¢) = 0, es decir,
obtener o estimar una raiz de f.

3.1. Meétodo de biseccién

Para este método supondremos que f es continua en su dominio. Sabemos, por el teorema de valores
intermedios, que para todo [a,b] C D con f(a)f(b) < 0, hay una raiz en [a, b]. El método entonces puede
llevarse a cabo como sigue:

Definicién 18. Los pasos del método de biseccién son:

1. Tomar xo, Yo € [a,b] C D con f(zo)f(yo) <O.

2. Definir ¢y = zo;yg el punto medio. Ahora:
Si f(co) = 0 hemos acabado.
Si f(xo)f(co) <0, sean 1 := xg € y1 := ¢p.
Si f(zo)f(co) > 0, sean z1 := o € y1 := Yo.
3. Ahora tenemos un nuevo subintervalo en cuyos extremos la funcién tiene extremos opuestos, con
(yr — x1) = Qogrol,
4. En general, si tenemos zj e yi, definimos ¢, = % el punto medio. Ahora:
Si f(ex) = 0 hemos acabado.
Si f(xg)f(ck) <0, sean g1 := T € Y41 i= Ck.
Si f(zk)f(ck) > 0, sean Ty41 := Ck € Yk+1 = Yk-

5. Tenemos el subintervalo [zx11,Yx+1], con una raiz, tal que (ypy1 — 2py1) = L57r = D70,

Repitiendo tantas veces como se desee, hallamos un intervalo de longitud tan pequena como se quiera
que contiene a la raiz. Tomando un elemento de ese intervalo [z, y,], estimamos la rafz con error menor
0 —Zo
que #£7EC

Este método asegura encontrar una raiz con el error mencionado anteriormente, pero tinicamente una.
Ademés, la funcién debe ser continua, y el método es lento (se converge a la rafz considerablemente lento
comparado con otros métodos). Lo bueno es que la raiz estd acotada.

3.2. Meétodo de la secante

La idea es reducir el encontrar la raiz de f a encontrarla en una funcién lineal axz 4+ b = 0. Para ello,
usaremos el polinomio interpolador.

Definicién 19. Los pasos del método de la secante son:

1. Tomar xg € D. Si f(x¢) = 0, hemos acabado.

2. Tomar 1 € D. Si f(x1) = 0, hemos acabado. Si f(xz1) = f(z0), habrd que tomar otro x.
3. Se construye el interpolador de f en esos puntos, p(z) = f(zg) + %{éxo)(

raiz: T 1= xg — % Para que tenga raiz es necesario, como dijimos, que f(z1) = f(zo).

x — Zp). Se toma su
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4. En general, teniendo zp_1 y T, se obtiene xp41 = rp_1 — % Si f(zr) = f(xg—1) no

tiene raiz, y se puede tomar, por ejemplo x,_o en lugar de xj_1 para el cilculo.

5. Tras suficientes n iteraciones, x,, es proximo a la raiz de f.

Es mas rapido convergiendo que el de biseccién, pero tiene algunos problemas, por ejemplo el ya
mencionado (que f(xg) = f(xx—1)), 0 que algin x durante el proceso caiga fuera del dominio de f.

Proposicién 23 (Convergencia del método de la secante.). Si realizamos el método de la secante en el

intervalo [a,b] con f(a)f(b) < 0, de tal modo que 3o € [a,b] con f(a) = 0, y el método de la secante

converge, se tiene que lim x, = a. Si f € C*([a,b]), y denotamos e, = |z, — a| en este caso, se tiene
n—oo

que:

1"

Ent1 = 2J(.,((Z))enenl

Para n, € € [a,b], y por tanto, se tiene:

, En+1
lim -+

=0
n—oo €y
Es decir, tiene una convergencia superlineal.
o ) ) , f(lim )
Demostracion. Si converge, lo hace a una raiz dado que lim z, = lim z, — —"7>—F =
n—00 n—00 oim flen,n-1]
f(lim z,) B .
0= noroo = f(lm x,) = 0. Para obtener la igualdad del error, veamos que z,41 —a =
] n— oo ’ +

T lim flrn,zn-1
n— oo

ruma A = () (1 L) = (e 0) (1) = o) Sy Sl
(0 — @) (@1 — ) Lzetnsecl Lresta-1.0]

se queria. En el ultimo paso usamos la expresion de las diferencias dividas que surge de combinar la
observacion 4 con el Teorema 5. O

. Por tanto, se tiene que e,+1 = epen_1| | = enen_l%, como

3.3. Meétodos de punto fijo. Método de Newton.
Se basan en el siguiente algoritmo para encontrar un punto fijo (x € D con f(z) = x) de una funcién:

Definicién 20 (Algoritmo para hallar un punto fijo.). Dada g: D CR — D' C D,y 29 € D, se define
la sucesion {x,}5° por x,1 = g(xn). Asi, cada término se obtiene iterando la funcién sobre el anterior.

Proposicién 24. Si g es continua, y la sucesion {x,} del método anterior tiene limite, es decir, si
3 lim z,, = P, entonces g(P) = P.

n—oo

Demostracién. Tenemos que g(P) = g( lim z,,) = lim g(z,) = lim z,41 = P, donde hemos usado
n—00 n—00 n—00

la continuidad de g. O

Definiciéon 21 (Método de Newton para encontrar raices.). Este método para hallar una raiz de g

consiste en hallar un punto fijo de ¢(z) = x — j/((?), es decir, calcular los sucesivos términos de la sucesién
g(zn)

9/(mn),

Tyl = Tp — partiendo de un xg € D.

Teorema 18. Si {z,,} es la sucesion del método anterior, con f € C'([a,b]), con f'(z) # 0 en [a,b] y tal

que Hnlingo x, = a, entonces f(a) =0, es decir, converge a una raiz.
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Demostracién. o = lim 2,1 = m z, — 2% — Jim (2 )—M = a— L9 Tuego 0 = L)
T R Tt T T T @) T e Y T PlTm w,) YT Fla) MOV T Fay
con lo que f(a) =0. O

El siguiente resultado ilustra cémo debe ser zy para que el método converja.
Teorema 19. Supongamos que se tiene g: D — R, xg € D tales que Ja < b € R con:

1. g € CY([a,b])

2. 1¢'(2)| < K VY € [a,b]

3. g(x) € [a,b] Vz € [a, D]

4. xo € [a, b

Entonces, 3P € [a,b] tal que g(P) = P, y ademds:

1. Si K < 1, entonces P es el unico con esta propiedad, y la iteracion x,+1 = g(x,) converge a P. Se
denomina punto fijo atractor.

2. Si|g'(P)| > 1, yxo # P, entonces x,41 = g(x,) no converge a P en ningin caso (por muy cerca
que esté). Se denomina punto fijo repulsivo.

Demostracién. Sabemos que existe P dado que f(x) := z— g(x) tiene signo distinto en [a, b] a causa de
la propiedad 3, y es continua por 1. Ahora, si K < 1, entonces |2,11 — P| = |g(z,) — g(P)| = |9’ (&)||xn —
P| < K|z, — P| por el teorema de Valor Medio. Repitiendo este paso, se obtiene que |z,+1 — P| <
K"*lzo — P|. Ahora, lim |z,41 — P| = |z9 — P| lim K"*! =0 al ser K < 1, luego lim z,,; = P.

n—0o0 n—oo n—oo
Para ver que es tnico el punto fijo, veamos que si hubiese otro, P’, cumpliria lo mismo, y ademés
lim |[P—P|=|P—ap+xn—P|<|P—ay|+|P —2,] =0+0=0, luego P = P'.

n—oo

Ahora, si |¢'(P)| > 1, por continuidad 36 tal que Vo € (P —0d, P+4), se tiene |¢'(z)| > 1. Supongamos
ahora que lim z, = P. En ese caso, habria algin x, con |z, — P| < §, y entonces |x,11 — P| =
1— 00

T
lg(zn)—g(P)| = |9'(O)||(xn—P)| > |z, —P|, dado que £ € [z, P] C (P—§, P+9), y lo que hemos obtenido
es que el término siguiente de la sucesion estd mas lejos de P que este, impidiendo que converja. O
Los siguientes dos corolarios del teorema anterior son utiles para ver cémo de rapido converge el
método:

Proposicién 25. Sea « el punto atractor de g en las condiciones del teorema anterior. Sea e, = T, —
el error en el paso n del método. Entonces, lim <2t = ¢'(a). Como sabemos, —1 < ¢'(a) < 1, de modo
n— oo

en

que el método convergerd mds rdpido cuanto mds pequerio en valor absoluto sea ¢’ ().

Demostracion. e, 1 = (9(zn) — g(a)) = ¢' (&) (@, — @) = ¢'(&n)en, con z, 2 &, 2 a. Por el teorema
de compresién, lim &, = a, luego lim < = lim ¢'(§,) = ¢'(a) por continuidad. O
n— oo n— oo n—roo

n

Proposicién 26. Sea a el punto atractor de g en las condiciones del teorema anterior, con g'(a) =0 y

g € C*([a,b]). Sea e, = ¥, — a el error en el paso n del método. Entonces, lim <t = #

2 . Bs decir,
n— oo n

el método converge cuadrdticamente en cada paso.

Demostracion. e,11 = g(x,) — g(@) = g(a) + ¢' (@) (zn, — @) + #(mn —a)?+o((xy, —a)?) —g(a) =

glléa) (2, — a)? + o((x, — @)?) por hipétesis. Ahora, si dividimos por (e,)?, se tiene oy = 9”2(‘1) +
2
%, luego en el limite, por definicién de o-pequena, se tiene lo que se queria. O

Cabe observar que el método anterior se puede extender (convergencia ctbica, cuddrica...) siempre
que g esté en la clase correspondiente y que las derivadas se anulen.
Veamos que el método de Newton cumple esto tltimo:
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Observacion 13. El método de Newton para la raiz converge rapido porque se trata de un punto fijo

atractor de g(x) = x — ]{,((“;)), cuya derivada es ¢'(z) = 1 — W, y si a es el atractor, que

sabemos que es raiz de f, entonces ¢'(a) =1—1=0.

3.4. Otros métodos
Definicién 22 (Método Regula Falsi). La idea es combinar secante y biseccién:
1. Comenzamos con ag,by € R con f(ag)f(bg) < 0. Tomamos ¢y = ag — f][;(;l(;:)o] la raiz de la secante
en esos dos puntos.

2. Si f(co)f(ao) < 0, definimos a1 := ag y b1 := co. Si f(co)f(ag) > 0, ponemos aj := ¢ y by := by. Si
f(co) = 0 hemos acabado.

3. Repetimos el proceso con a; y by, obteniendo la raiz de la secante y decidiendo los dos puntos
siguientes mediante el criterio seguido en biseccion.

Definicién 23 (Método Whittaker). Consiste en fijar una pendiente arbitraria para las rectas que se
toman.
Se comienza con xg € [a, b], y se itera la sucesién x,, 11 = x,, —

bien si sig(A) = sig(f'), sig(xo) = sig(f") y |A > |f'(z0)]-

u (f\”) para A # 0. Se tiene que converge
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B.

Algunos algoritmos de cuadratura y ecuaciones no lineales.

Observacion 14 (Cuadratura de trapecio compuesta). Dada f € C?([a,b]), a < by tol > 0 una tolerancia
para el error, se puede cuadrar como el trapecio asi:

1.

En primer lugar hallaremos cuantos subintervalos (n) son necesarios. Recordemos que el error es

2
E = %UQ)(QL Como h = (b —a)/n, se puede2 despejar con el maximo de la derivada o
incrementar n y ver en cada incremento si E = %M < tol. Cuando se logre esto, esa serd la
cota de error. M es la cota de la derivada, que, si no se conoce, se puede tomar un ntimero elevado

de muestras en [a, b], evaluar la derivada alli obteniendo el conjunto D y tomar M = max(|D]).

. Teniendo n, se define h = =% Se inicializa I = 0. Ahora, se hace I < I+% f(a+ih)+% f(a+(i—1)h),

con i € {1,...,n}. De esta manera sumamos la regla en cada intervalo. La multiplicacién por %

puede hacerse al final.

Observacién 15 (Cuadratura de Simpson compuesta). Dada f € C*([a,b]), a < by tol > 0 una tolerancia
para el error, se puede cuadrar con Simpson asi:

1.

En primer lugar hallaremos cuantos subintervalos (n) son necesarios. Recordemos que el error es

E = (b;g;)oh4 |f4)(&)]. Como h = (b—a)/n, se pued(?1 despejar con el maximo de la derivada o
incrementar n y ver en cada incremento si E = (bg_s';)oh M < tol. Cuando se logre esto, esa serd la

cota de error. M es la cota de la derivada, que, si no se conoce, se puede tomar un ntmero elevado
de muestras en [a, b], evaluar la derivada alli obteniendo el conjunto D y tomar M = max(|D|).

Teniendo n, se define h = b*T“. Se inicializa I = 0. Ahora, se hace I < I + %f(a +ih) + %f(a +
(i—1h)+ 2 f(a+ (i —1)h+ %), con i € {1,...,n}. De esta manera sumamos la regla en cada
intervalo. La multiplicaciéon por % puede hacerse al final, sin olvidarse del 4 en el punto medio.

Observacion 16 (Método de biseccién). Dada fy a < b, con f(a)f(b) < 0, asi como tol > 0 una tolerancia
para el error:

1. Se asigna z,, := “7“’, err = b*?“ y n:= 1 el ndmero de iteraciones. Ahora, mientras que err > tol,
si f(a)f(xy) > 0, se hace a := x,. Si f(a)f(x,) <0, en cambio, b := x,,. Finalmente, se recalcula
Ty i= “T'H’, err := £ y se aumenta n.

2. Finalmente, se tiene que x,, aproxima la raiz con un error acotado por err en n iteraciones.
Observacion 17 (Método de Newton). Dada f y ¢ un punto inicial, asi como tol > 0 una tolerancia para
el error:

1. Se comienza con n := 0, err := 00, y &, = xg. Mientras err > tol y n < 1000 (para evitar bloqueos

2.

si no converge), se asigna xg := x,, ahora se calcula z, := xo — 7{,((1;%)), se hace err := |z, — zo| y

se incrementa n.

Finalmente, se tiene que x,, aproxima la raiz con un error acotado por err en n iteraciones.

Observacion 18 (Método de iteraciones de punto fijo). Dada f, un punto inicial g y tol > 0 una tolerancia
para el error:

1.
2.

3.

Se comienza con err :=ocoy n:= 0.

Mientras err > tol y n < 1000 (para evitar bloqueos si no converge), se hace x,, :== f(x¢), se calcula
err = |z, — x|, se guarda x := x,, y se incrementa n.

Finalmente, se tiene que x,, aproxima el punto fijo con un error acotado por err en n iteraciones.

Este método permite aplicar el método de newton si se pasa la f adecuada.
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4. Resolucion de sistemas lineales

En esta seccién se trata la resolucién del sistema Az = b con A € My invertible, z,b € R?,

4.1. Eliminacién de Gauss

El método de eliminacién consiste en aplicar transformaciones elementales a las filas de A y b para
reducir A a una matriz triangular superior, manteniendo las soluciones del sistema. El algoritmo es como
sigue:

Observacion 19. Algoritmo de eliminacion de Gauss:
Paraidelad—1:
Para jdei+1ad:

L= o
Para k de i+ 1 a d: aji = ajr — ljiaik
bj = bj - lﬂbz

Como vemos, para cada fila pivote, de arriba abajo, por cada una de las filas que tiene debajo,
calculamos el multiplicador (factor que hay que aplicar al pivote para eliminar los coeficientes debajo
de él), y después aplicamos la operacién fila = fila — multiplicador - filapivote a toda esa fila, incluido
en b.

A continuacion, para resolver el sistema, basta con aplicar un algoritmo de resolucién regresiva, es
decir, comenzar por la fila inferior e ir obteniendo soluciones hacia arriba. Este algoritmo se detallara en
profundidad en la siguiente subseccién.

En cada paso de 7, la nueva matriz A1 se obtiene aplicando una matriz M;, de formas:

1 0 ... 0 ... 0
o 1 ... 0 ... 0
0 0 1 0
Mi = 0 0 —liy1,i 0
0 0 i 0
00 ... —lgy ... 1

)
Con cada l;; = % el multiplicador del paso correspondiente. No es dificil ver que:
a

it

10 ... 0 .. 0

1 ... 0 ... 0

4 _Joo ... 1 .0
Mim=1o 0 ... g ... 0
0 0 ... lijg; ... O

00 ... lgi ... 1

En efecto, tenemos que M; = I — ;¢! donde e; es el vector candnico i-ésimo, y I; es el vector con los
multiplicadores del paso i. Entonces, queremos ver que M~ = I + [;ef. Si multiplicamos: (I — l;el)(I +
liet) = I — (Liet)? = I, dado que (I;e!)? = 0, en virtud del resultado siguiente:
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Proposicién 27. Se tiene que (Iiel)(lmel,

Demostracién. Si A = (a;j);; es ese producto, estd claro que a;;

4.2.

Como hemos visto, tenemos un método, a través de eliminacién Gaussiana, de obtener una expresién

Factorizacion LU

del tipo:

Con U una triangular superior y las M}, facilmente invertibles y triangulares inferiores. Por tanto:

t

Mg_q

) =0 siempre que k < m.

Mg_o...MaMA=U

d
4 = 25:1(lk62)i,s(1m62@)w =
Zszl(lk)i(ek)s(lm)s(em)j = (lk)i(lm)k(em)j = 0 dado que (lm)k =0 al ser k < m.
Esto da lugar al siguiente método:

A= (My_1My_o...MoMy)'U =M "My .. MU

Si denotamos L = Ml_lMQ_1 e Md__l17 podemos ver que:

1
lan

lin
liv1
livo

la:

0 . 0
1 o 0
li72 . 1
liv1,2 lit1,i
liy2z2 livo,
lg2 las

o

1

O

Es decir, la matriz L es triangular inferior. Se tiene entonces una factorizaciéon A = LU facil de
obtener, y que nos ayudara a resolver el sistema Az = b de manera inmediata:

Observacion 20 (Sustitucién progresiva). Dada una matriz L triangular inferior, se puede resolver de
inmediato el sistema Lz = b como sigue:

Paratde 1l a d:

i1
b= airTk

€Ty .
v ai;

Observacion 21 (Sustitucién regresiva). Dada una matriz U triangular superior, se puede resolver de
inmediato el sistema Uz = b como sigue:

Para i de d a 1:

€Ty =
v @i

d
_ bi_Zk:iJrl ik Tk

Observacion 22 (Resolucién de un sistema en el que A = LU). Para resolver un sistema LUx = b:

1. Resolver el sistema Lc = b mediante sustituciéon progresiva.

2. Resolver el sistema Uz = ¢ mediante sustitucion regresiva.

3. Se tiene entonces que Ax = LUx = Lc = b, como se queria.

Proposicién 28. Dada A € My(R) con todos sus menores angulares invertibles, entonces el método
descrito anteriormente (tanto factorizacion LU como resolucién) funciona en todos los pasos.
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Demostracién. En primer lugar, a;; # 0 por hipotesis, luego se puede efectuar el primer paso de la

ai; Q12
~ que queda tras el
0 a9

primer paso, en la esquina superior izquierda. Como es equivalente al segundo menor angular de A por
una transformacién M; biyectiva, entonces A, es invertible también, y por tanto dss # 0 y podemos
hacer el siguiente paso. Si continuamos con el mismo argumento tenemos el mismo resultado en todos los
pasos. O

descomposicion. Para el segundo paso, consideramos la submatriz A, =

4.2.1. Método del pivotaje parcial

Es posible que en ocasiones no podamos efectuar el método de Gauss debido a que el pivote es nulo.
No obstante, si A es invertible, habra alguna fila debajo del pivote cuyo elemento no sea nulo, y bastara
con intercambiar su fila con la del pivote:

Definicién 24. En el método de pivotaje parcial, tras cada paso del método de Gauss se efectiia una
permutacién entre la fila pivote que corresponde y aquella fila con el elemento pivote de mayor mddulo.
El método queda:

Paraidelad—1:
Intercambiar en A la fila i por la fila k > i tal que |agi| = méx laj;]
j>i

Para jdei+1ad:

Ly 1= 2
Je 2%

Para k de i+ 1 a d: aj, == ajp — ;a4
bj = bj — lﬂbl

Al igual que cada iteracién del bucle principal correspondia por multiplicar por M; una matriz ade-
cuada con los multiplicadores, se tiene que ahora cada iteracién es multiplicar a A por la izquierda por
M; P;, donde P; es una matriz elemental permutadora de las filas i y k.

Observacion 23. Tras el método de pivotaje parcial, se tiene una descomposicion PA = LU donde P es
una matriz elemental permutadora de filas, L es triangular inferior con 1s en la diagonal y U es triangular
superior.

Razén. Tras efectuar el método, tenemos My 1Py 1My oP; o... MoPoM;PiA = U. Podemos re-
agrupar las matrices de la izquierda teniendo en cuenta que las permutaciones son autoinversas:

U= Mg_1(Pi-1Myg—oPy_1)Pg_1Py_o... MoP,M1 P A, y asi sucesivamente irfamos recogiendo a la
izquierda del todo matrices del tipo (IE’MJ:’) con P permutadores. Estas matrices tendran la misma
forma que las M;, de modo que podemos invertirlas como sabemos para obtener la expresién deseada.

4.3. Método de minimos cuadrados

A continuacién nos planteamos como podriamos resolver un sistema de mas ecuaciones que incégnitas
de manera satisfactoria. Dicho de otro modo, si A € M,,,xn, con m > n, y planteamos el sistema Ax = b
con (A|b) de rango n + 1, buscamos qué solucidn x conviene.

Definicién 25 (Método de minimos cuadrados). Dado z € R™, se define su residuo respecto a un
sistema Az = b como el descrito anteriormente, por r(z) = Az — b. El método de minimos cuadrados
busca minimizar la norma euclidea de r.
Es decir, buscamos Z € R" tal que ||Z| = ZHEHRD{HT(.T)H}
0

32



4. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES INDICE

Esta norma al ser una forma cuadratica podrd minimizarse. Por ejemplo, en caso del sistema de dos
ecuaciones y una incognita aix = by y asx = bg, resulta que, derivando, T = %.
172
Si bien este método puede encontrar soluciones derivando, existe una forma definitivamente util para

obtener la Z buscada:

Proposiciéon 29. Dado el sistema Ax = b con las caracteristicas explicadas anteriormente, la solucion
al problema de minimos cuadrados es el xg tal que A*Axg = Atb.

Demostracién. zg verifica que 0 = A*(Axg — b), lo que quiere decir que Az — b es ortogonal a cada
columna de A, y por tanto a cada combinacién de estas (ImA). Sabiendo esto, se tiene que Az — b =
Ao —b+ A(z — x0), luego || Az — b||* = ||Azo — b+ A(z — z0)||* = (Azo — b, Azg — b) + 2(Azo — b, A(x —
20))+(Alx—0), A(w—10)) = (Azo—b, Axg—b)+(A(—10), A(T—120)) > (AT —b, AT —b) = || AT — b||*.
Hemos utilizado que (Azg — b, A(z — zp)) = 0, por la ortogonalidad discutida anteriormente. O

Obsérvese que se trata de un sistema con la matriz de coeficientes de n x n y la columna de indepen-
dientes de n X 1, es decir, con mismo ntmero de incégnitas que ecuaciones. Este, por tanto, podria ser
resuelto con LU u otros métodos que veremos posteriormente.

4.4. Descomposicion QR

Hemos visto con LU una manera de descomponer una matriz en otras dos més sencillas que dan
lugar a dos sistemas de inmediata resoluciéon. El método QR sigue la misma estrategia, y ademas tendré
utilidad para el método de minimos cuadrados, ya que puede hacerse en matrices m x n, m > n.

En lugar de descomponer A en una triangular superior y otra inferior, vamos a poner A = QR con
Q de orden m x n, R de orden n x n, tales que Q*Q = I,, (es una matriz cuyas columnas son vectores
ortonormales), y R es triangular superior.

Antes de entrar en detalles sobre la obtencién de dichas matrices, veamos algunas de sus utilidades:

Observacion 24 (Resolucién de sistemas QR). En caso de que A sea cuadrada, entonces resolver Az =
QRz = b es inmediato como sigue:

1. Se halla el ¢ tal que Qc = b. Como, si Q es cuadrada, serd ortonormal, es inmediato que ¢ = Q?b.

2. Se resuelve el sistema Rx = ¢ por sustitucion regresiva.

Observacion 25 (Resolucién de minimos cuadrados). Supongamos ahora que m > n y estamos queriendo
obtener la solucién de minimos cuadrados de Ax = b. La factorizacién QR también aporta utilidad aqui:

1. Debemos resolver el sistema At Ax = A'b, es decir RIQ'QRx = R'Q'D, y por ortogonalidad, R' Rx =
R'Qtb. Obsérvese que R? ya es triangular inferior, y R superior, luego nos viene dada de inmediato
la LU.

2. Se halla c tal que Rfc = R'Q'b mediante sustitucién progresiva.

3. Se halla x tal que Rz = ¢ mediante sustitucién regresiva.

4.4.1. Método de Gram-Schmidt
A continuacién veremos un primer método para obtener la descomposicion:

Definicién 26 (Gram-Schmidt para QR). Queremos obtener QR con las columnas de @ ortonormales
y R triangular superior. Para obtener vectores ortonormales dados otros vectores (las columnas de A),
existe un método conocido como de Gram-Schmidt.
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1. Se comienza con R = (0);; € M,y Q = A.

Para cada i de 1 a n:
Para cada j de 1 a i:
Se toma 7j; := (a;,¢;) Aqui a; y ¢; denotan la columna ¢ de A y @, respectivamente.

i—1
Ahora se hace ¢; := a; — Zzzl Tkiqk-

Finalmente se hace ¢; := ngf\l
Es importante que el orden sea el establecido arriba, dado que la matriz @ va actualizdndose en mitad
del algoritmo e influye en los valores que se calculan para R.

Ir quitando a cada vector de A las componentes en los espacios de los demds vectores de A, e irlos
normalizando, garantiza que las columnas de @) son ortonormales. Ademads, si se comprueba con cuidado,
tal y como se ha construido R, se obtiene triangular superior y con A = QR, como se queria.

4.4.2. Método de Householder

Otro método para obtener matrices QR utiliza los conocidos como reflectores de Householder,
que son simetrias respecto de un plano (de dimensién n — 1), que permiten transformar la matriz A en
una triangular superior. Como las simetrias son ortogonales, tendremos la descomposicion QR. Ademads,
como las simetrias mantienen la norma de sus vectores, la ) también serd isometria (cosa no garantizada
en Gram-Schmidt) y permitird realizar métodos iterativos en un futuro (para calcular autovalores) sin
que los vectores se vean muy reducidos o muy aumentados.

Definicién 27 (Reflector de Householder). Un reflector de Householder P es una simetria cuya unica
condicién es que lleva el vector x € R? en el vector y € R?. Para ello, debe tenerse que ||z|| = ||y||, o de
otro modo no existe tal simetria.

Para construirlo, simplemente basta con observar que una simetria respecto del ortogonal al vector
2 — y (respecto de un plano (d — 1)-dimensional) satisface lo que se quiere. Es decir:
(z—y)(=—y)

2
=yl

Estamos restando a la identidad, dos veces la proyeccién sobre (z — y), lo que da la simetria. Se puede

comprobar de manera rutinaria que el resultado es una matriz simétrica, con P2 = I;, y tal que Px = v.

P=1-2

Definicion 28 (Factorizacién QR de Householder). El método ird transformando cada columna a; de A
hasta obtener una triangular superior.

1. Se construye el primer reflector, P; de tal modo que Pya; = r1, donde:

—signo(ay 1) [la1]]
0

0

Es decir, estamos llevando la primera columna de A a un vector que tiene ceros salvo en la primera
componente. Esta componente, para que exista simetria, es ||ay ||. El signo se afiade para conveniencia
de métodos iterativos, con el fin de que no diverjan.
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2. Ahora, se tiene que:

—signo(a1,1) ||e1]|| a2 ... a9
0 a2 ... asd
PA=
0 Qq1
0 QAq2 e add
Nos centramos en la submatriz:
a2 ... asq
A —
adi
aqe ... add

Podemos considerar de nuevo un reflector de Householder, P, € M;_1 en esta matriz. Lo obtenemos
1
como antes, que lleve ag ) a una columna:

Ty

)

0
0

3. El reflector obtenido de esta manera, para que sea de tamafio d X d y podamos aplicarlo a la matriz
entera, pero que no nos cambie nada salvo la submatriz, es:

<1d10>
Py=|—"—
0 | Py

4. Repetimos el método en cada submatriz que se va generando al ir aplicando las simetrias para
obtener los d — 1 reflectores. En cada paso, teniendo el reflector de la submatriz, el reflector para A
se obtiene asi:

5. Se tiene, por como se ha construido todo, que Py;_1P; 5...PPA = R con R triangular superior.
Basta con tomar Q = (Py_1Py_o...P)%.

Cabe destacar que este método, si la matriz original es m X n, con m > n, se realiza con un reflector

por columna (n — 1 reflectores ) y da lugar a una descomposicién en la que Q) es m X m y R es m X n,
en lugar de los tamafos de las @, R que hemos mencionado anteriormente.
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4.5. Métodos iterativos

En esta seccién vamos a proponer métodos iterativos que obtendran aproximaciones a la solucién de
un sistema Az = b con A € M, «,(R). Estudiaremos cudndo convergen a la solucién del sistema.

La idea general es separar A en dos matrices, N1 y Ns, de tal modo que A = Ny — Ny y por tanto
x = N; ' Noz + N 'b. De este modo, hemos convertido el sistema en otro equivalente:

r=Mzx+c MeM,, ceR"

Y podremos resolverlo iterando un valor inicial xg a través de g(z) = Mz 4 ¢ como hacfamos en
métodos de punto fijo para resolver ecuaciones no lineales.

Definiciéon 29 (Método de Jacobi). Este método se aplica a matrices A tal que D = diag(A) (matriz
que contiene la diagonal de A nicamente) es invertible. Es decir, matrices con a;; # 0, Vi € {1,...,d}.

En este caso, se tiene A = D+(A—D), con lo que Az = b se reescribe como z = —D~*(A—D)z+D b,
y el método consiste en iterar la sucesion:

zo € R? a priori arbitrario, y
Tht1 = —D_l(A — D)y, + D~ 'p Vk>1

s . n s . s . . .7
Observemos que en este método, si x,(c ) denota la k-ésima componente de la n-ésima iteraciéon, y

A = (a;;);,;, podemos expresar la siguiente relacién:

D) — - 3 Bl

— Qg
J#k
Donde c es el vector que sumamos (D~1b). Lo que se observa es que, si vamos calculando en orden las
. - 1 1 :
componentes, podriamos utilizar, para calcular xénJr ), las componentes x§n+ ) con J < k que ya hemos

calculado, en lugar de utilizar las xg."), dado que conforme iteramos més, nos acercamos mas a la solucién,
y por tanto debemos esperar que usando las componentes nuevas el método avance mas rapido.
Analiticamente, esto se puede escribir:

k—1

n
1 Akj  (n+1 Qg 1
x;"Jr):ck—E: ngn-s-)f}: Jx§n+)
a a
j=1 %Kk kg1 (kK

Y matricialmente, da lugar al método de Gauss-Seidel:

Definicién 30 (Método de Gauss-Seidel). En este método, sea L, la matriz triangular inferior con
las entradas de A (diagonal incluida), y sea U = A — L, (Tridngulo superior de A sin la diagonal).
Descomponemos A = L, + U.

En este caso, Az = b se reescribe como z = —L;'Uz+ L 'b, y el método consiste en iterar la sucesion:

zo € R? a priori arbitrario, y
Tpy1 = —L7WUxp + L7 vk >1
Para estudiar cuando converge un método iterativo, y con que velocidad, definimos:

Definicién 31. Dada M € M,,, el espectrode M es o(M) ={A € R:Fv e R", v #0: Mv = v}, es
decir, el conjunto de autovalores de M.

El radio espectral de M es p(M) = )\m&(ij}\z) |
co
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Teorema 20. El método iterativo dado por xi+1 = Mxy + ¢, para el sistema de ecuaciones © = Mx +c,
converge para todo xg inicial si y solo si p(M) < 1.

Demostracion. Sea e, = x — x el error que comete el iterante en el paso k. Como xx41 = Mg +¢, y

x = Mz + ¢, restando se obtiene que ey, = Mey. Por lo tanto, de manera recursiva, e = M*¥*tley y

entonces se tiene convergencia si y solo si lim M* = 0. Sea J la forma de Jordan de M, y P la matriz de
k— o0

paso tal que M = P~1JP. Entonces, kh’m M* = lim P~'J*P = 0si y solo si M tiene los autovalores
—00

k—o0
de mé6dulo < 1, dado que cada bloque de Jordan converge a 0 en ese caso. (Si es mayor que 1 diverge, y
si es justo 1 no converge a 0 sino que permanece constante). O

Proposicién 30. Si A es estrictamente diagonalmente dominante por filas, es decir, si |a;;| >
> jzilaij| Vi€ {1,...,n}, convergen Jacobi y Gauss-Seidel, y 1 > p(Mj) > p(Mgs), es decir, en este
caso, Gauss-Seidel lo hace mds rapido.

Definiciéon 32 (Raz6n de convergencia). Se define la razén de convergencia de un método iterativo

Tp+1 = Mz + ¢ como R = —logy, p(M). Esta indica lo rdpido que converge un método. Para que

en = 1o, €s decir, para reducir el error inicial 10™ veces, hay que hacer n = 7 iteraciones.

5. Calculo numérico de autovalores y autovectores

En esta seccién veremos métodos para obtener autovalores y autovectores de forma numérica.
Definicién 33 (Método de la potencia). Sea A € My, simétrica, por tanto con d autovalores {\;}¢ con
autovectores {ui}‘f, que forman base ortonormal, tales que:

[Axl > [A2] = [As] = -+ = |Ad]

A )\ se le denomina autovalor dominante, y para este método, como se indica, debe ser simple. El
método permite aproximar A; y uq, y es el siguiente (en adelante x; ; denota la j-ésima componente del
vector x;):

1. Se toma ¢ € RY cualquiera. Sea ag = z tal que |rgx| = méx |z |. En la norma |||, se
) ’ 1<j<d »J e’}
tiene que ||z||,, = méx |z |, luego lo que estamos tomando es la coordenada que da lugar a esa
1<j<d !
norma (aunque con su signo). Ahora ponemos zy = £¢ (lo normalizamos en ||||_, con la coordenada
ag oo

dominante valiendo 1).

2. Tomamos z1 = Azg, y hacemos o = x1; con |1 5| = méax |z1 ;|. Definimos z; = (%
’ ’ 1<j<d ’

3. En general, si tenemos zj, entonces Tp+1 = Azg, Qg1 = [Th1,e CON [Tpp1,e] = Igéé(d|$k+1,j|7 y
1<5<
_ Thkt1
PR T Gy

4. Se tiene que lim zp = z, con z paralelo a w1, y lim «r = Ay, con probabilidad 1 (aunque no
k—o0 k— o0

siempre).

Demostracién de la convergencia. Dada la base ortonormal de autovectores de A, los normalizamos
en |||, con el mismo procedimiento que el algoritmo (para que la coordenada dominante sea 1 y no
—1), dando lugar a una base ortogonal (respecto de la norma euclidea) de autovectores {vy,va,...,v4}.

. d . d d .
Entonces, si zg = Y ; a;v;, se tiene x1 = Azy = Y ja;Av; = > ] a;j\jv;. En ese caso, si oy # 0, lo
cual ocurrird si y solo si zp no es autovector de 0 (ocurre con probabilidad 1), podemos poner z; =
SH(arvr + 305 ).
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d Xa; . .
En ese caso, Az; = 2—1(@1/\11}1 +> 5 /’\"11 v;), al aplicar A otra vez, y normalizando de nuevo: zo =

2 2
oA CURSHE i)
En general, podremos escribir z; = H)’\flfai (a1v1 +Z§ /\i,f‘“ v;). Como A es el de mayor médulo, entonces
lfm 2 —0sij>1,yporello lfm z — lfm 4o
k—yoo M ’ koo T koo I1L @
A continuacién debemos observar que zj, siempre estd normalizado en ||| ., con coordenada dominante

1, luego debe converger a un vector normalizado en ||| con coordenada dominante 1. Como v; ya tiene

(%

. . 2k
tal propiedad, no queda otra que lfim 2% =1,
k—oo 111 @
)\Ifal

Finalmente, si se da este caso, tenemos que lim z; = v1. Ahora sea 1 = Mo Una sencilla manipu-
k—o0 1 %
.z . - A1 ‘- 4 A1 ; _
lacién permite ver que = Nk—1 o Tomando limites, queda que 1 = klg{)lo Sr, con lo que klgrolo ap,=1. O

Este método puede modificarse ligeramente para encontrar otro autovalor que no sea el dominante.
Para ello, construiremos una matriz alternativa en la que ese autovalor si sea dominante:

Definicién 34 (Método de la potencia inversa). Si A; es un autovalor que queremos estimar, simple y
no dominante, tomamos A € R tal que |A — \;| < rr;ém A — Ail, es decir, mds préximo a dicho autovalor
i#]

que a cualquier otro. A continuacién construimos la matriz B = (4 — \I)~1L.
Si aplicamos el método de la potencia a esta matriz B, se obtiene como autovalor el niimero ﬁ, y
J

como autovector se obtendrd un z € R? que es autovector de A; en A. (Y de v en B).
J

Demostracién. En primer lugar, veamos que si y solo si 3 es autovalor de B, entonces (A—\I) v = Bu.
Por tanto, v = (A — AI)Bv, de tal modo que Av = (% + A)v. Es decir, (% + A) = \; para algtin autovalor
de A, \;. Entonces 8 = ﬁ, y con el mismo autovector que A; en A. Como A; es simple y A se escogié de
)\_—17)\ de B es dominante y el método de la potencia nos lo proporciona.

J
Como tiene el mismo autovector que A; en A, se tiene lo que se queria. O

esa manera, entonces el autovalor

Definicién 35 (Método QR para autovalores y autovectores). El siguiente método iterativo permite
estimar los autovalores de A € My con su factorizacién QR. Para evitar que el tamano de los elementos
de las iteraciones se dispare o se reduzca mucho, conviene que la QR obtenida sea mediante el método
de Householder, que mantiene las normas de las columnas en todo momento.

1. Se toma A := Ay y se factoriza de tal modo que Ay = Qo Ry-

2. Se define A; = RpQo. Cabe observar que como Ry = Q} A, entonces A1 = QfA¢Qo, es decir, es
Ay cambiada de base, y por ello tiene los mismos autovalores.

3. Iterativamente, si se tiene Ay, entonces se factoriza Ay = Qr Ry, y se toma A1 = RpQ. En todo
momento A tiene los mismos autovalores que la original.

4. Si converge, kh’m Ax = D, con D diagonal. Por lo tanto, la diagonal de D estara poblada por los
—00

autovalores de A. Ademas, el cambio de base que lleva A en D, segin hemos visto antes, esta dado
por la matriz ka QoQ; - .. Q, luego las columnas de esta matriz son los autovectores.
— 00
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C. Algunos algoritmos de sistemas lineales y calculo de auto-
vectores.

Observacion 26 (Descomposicién LU). Dada A € My, con todos los menores angulares invertibles, se
pueden obtener matrices L, U tales que A = LU, L triangular inferior con 1s en la diagonal y U triangular
superior, asi:

1. Se comienza asignando L := Idy y U := A. En L iremos almacenando los multiplicadores, y en U
iremos aplicandolos.

2. Para cada i de 1 a d — 1 (cada fila-pivote):
Para cada j de i + 1 a d (cada fila por debajo del pivote):

Se calcula el multiplicador: Lj; := g;

Para cada k de i a d (cada columna):
Se hace Ujk = Ujk - LjiUik

El algoritmo finaliza con las U y L especificadas.

Observacion 27 (Resolucion de sistema lineal sin invertir, mediante LU). Dada A € My, con todos los
menores angulares invertibles, y b € R?, podemos encontrar 2 € R? tal que Az = b asi:

1. Se obtienen L y U aplicando el algoritmo anterior sobre A.

2. Se inicializan los vectores ¢,z € R? a los valores que se desee (por ejemplo, todo ceros, o un rango
del 1 al d).

3. Se va a resolver Lc = b. Para ello, aplicamos sustitucién progresiva como sigue:

4. Para cada i de 1 a d (cada ecuacién):
Se toma ¢; := b;.
Para cada j de 1 a d — 1 (cada incdgnita ya resuelta):
Se hace ¢; := ¢; — Lyjc;
c;

Se divide ¢; := 7+

it

5. Se va a resolver Uz = c. Para ello, aplicamos sustitucion regresiva como sigue:

6. Para cada i de d a 1 (cada ecuacién, empezando por abajo):
Se toma x; := ¢;.
Para cada j de i + 1 a d (cada incégnita ya resuelta):
Se hace ; := z; — Ujjz;

Lq

Se divide €Ty = U,
7

El algoritmo finaliza con el z especificado.

Observacion 28 (Resolucién de sistema lineal por método de Jacobi). Dada A € M, invertible, con toda
la diagonal no nula, b € R, y una tolerancia ¢ para el error podemos encontrar z,, € R? tal que Az, = b
con un error € menor que t, por el método de Jacobi, en n pasos, asi:

1. Se calcula P la diagonal de A. Se calcula P! invirtiendo cada escalar no nulo de P.
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2. Se obtiene la matriz de iteracién M := P~1(P — A). Se obtiene el vector de iteraciéon c := P~1b.

3. Se obtiene p(M) como el maximo de los valores absolutos de los autovalores de M. Se ajusta
€ := p(M). Se ajusta z,, ;=0 € R? y n := 0.
4. Mientras que € > t:
Se itera: x, := Mx, + ¢
Se hace € := € p(M)

Se incrementa n :=n + 1.

Cabe observar que el método solo funciona si p(M) < 1, por lo que puede convenir utilizar una
condiciéon de parada alternativa en el bucle principal.

Observacion 29 (Resolucién de sistema lineal por método de Gauss-Seidel). Dada A € M, invertible,
con toda la diagonal no nula, b € R?, y una tolerancia ¢ para el error podemos encontrar =, € R? tal que
Ax, = b con un error ¢ menor que t, por el método de Gauss-seidel, en n pasos, asi:

1. Se calcula P el tridngulo inferior (diagonal inclusive) de A.
2. Se obtiene la matriz de iteracién M := P~(P — A). Se obtiene el vector de iteracién ¢ := P~1b.

3. Se obtiene p(M) como el miaximo de los valores absolutos de los autovalores de M. Se ajusta
€ := p(M). Se ajusta z,, :=0 € R y n := 0.
4. Mientras que € > t:
Se itera: x,, := Mx,, + ¢
Se hace € := € p(M)

Se incrementa n :=n + 1.

Cabe observar que el método solo funciona si p(M) < 1, por lo que puede convenir utilizar una
condicién de parada alternativa en el bucle principal.

Observacion 30 (Descomposicion QR mediante Gram-Schmidt). Dada A € M, invertible, se pueden
obtener matrices @, R tales que A = QR, @ ortonormal y R triangular superior, asi:

1. Se comienza asignando Q := A,y R:=0¢€ M,.

2. Para i de 1 a d (por cada columna):
Para cada j de 1 a i — 1 (por cada columna ya calculada):
Se asigna Rj; := (a;,q;), donde a; es la columna ¢ de A, y ¢; la columna j de Q.
Se resta ¢; 1= ¢; — Rjiq;

Ahora se calcula R;; := |||

gi
Ri;

Finalmente se divide: ¢; :=

El algoritmo finaliza con las @ y R especificadas.

Observacion 31 (Descomposicién QR mediante Householder). En las mismas condiciones que el algoritmo
anterior, se puede descomponer en @, R por Householder asi (Denotamos A(¢~0¢=4) 1a submatriz de A
que se obtiene tomando las filas de la a a la b y las columnas de la ¢ a la d):

1. Se comienza con R:= A, Q := 1.
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2. Paraide1lad—1 (por cada columna a reflejar):
Se asigna Q = I,.

Se toma z := AG~%21) Jas entradas de la primera columna de la submatriz correspondiente.

Se toma «a = —signo(z1) ||z||.
1—-(n—i+1),1—>1 s .
Se hace x := = — aeq, con e; = IdEl (n—i+1) ) el vector canénico.
Se hace x := L.
e

Se halla el reflector, con QUi—mi=n) — I_iy1 — 2(zzt).

Se actualizan Q := QQ y R := QR.
3. Finalmente, se traspone Q := Q°.

El algoritmo finaliza con las @ y R especificadas.

Observacion 32 (Método iterativo para obtener autovalores con QR). Dada una matriz A, factorizable QR
por alguno de los algoritmos anteriores (para este algoritmo, conviene Householder), se pueden obtener
sus autovalores, con una error € menor que una tolerancia ¢ prefijada, asi:

1. Se asigna € := o0.

2. Mientras que € > t:
Se factoriza A en Q y R mediante alguno de los algoritmos anteriores.
Se reasigna A := RQ.
Se calcula L el tridngulo inferior sin diagonal de A.

Se asigna € := méx; j | L;;| el méximo de los valores absolutos de elementos en L.

El algoritmo finaliza con las aproximaciones a los autovalores en la diagonal de A.
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