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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Analisis Matematico del grado en
matematicas, tomados en Enero de 2020 por Miguel Gonzalez. La asignatura fue impartida por Pedro
Balodis. A los apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves parra-
fos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado los
contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).
= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.
Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Analisis Matematico

En esta asignatura se presentan las herramientas avanzadas del analisis matematico de manera rigu-
rosa. Se estudia, por un lado, el espacio euclideo y las funciones sobre este, culminando en los teoremas
de la funcién inversa y la funciéon implicita. Después, se hace una introducciéon a la teoria de varieda-
des diferenciables inmersas en el espacio euclideo y se introducen las formas diferenciales, conectando el
andlisis tradicional con la geometria diferencial.

Requisitos previos
1. Familiaridad con la notacién matematica bésica.

2. Conocimientos de cdlculo equivalentes a la asignatura de Célculo 1. (Sucesiones, funciones reales de
una variable, limites, derivadas, integracion).

3. Conocimientos de célculo multivariable (asignatura de Célculo II).

4. Conocimientos de algebra lineal.
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1. Preliminares

1.1. Espacios euclideos

Definicién 1. Una forma es una aplicacién que va sobre el cuerpo de un espacio vectorial, es decir, si
V es un K-espacio, es una aplicacion del tipo ¢ : V" — K.

Definicién 2. Una forma ¢ : V x V +— K es bilineal si es lineal en cada componente, esto es, si Vv € V|
las formas ¢, : V — K dada por ¢,(w) = ¢(v,w); y ¢, : V — K dada por ¢ (w) = ¢(w,v) son lineales.

Definicién 3. Una forma bilineal ¢ : V' x V — K es simétrica si Vu,v € V, se tiene ¢(u,v) = ¢(v,u).

Definicién 4. Una forma bilineal o sesquilineal ¢ : V x V — K es definida positiva si Vu € V, se tiene
d(u,u) >0, con ¢(u,u) =0 < u=0.

Definicién 5. Un espacio euclideo es un R-espacio vectorial V' junto con una forma bilineal simétrica
definida positiva, el producto escalar, ¢ : V2 — R. Se denota E = (V, ¢). Se suele denotar ¢(x,y) =

(z,y).

El producto escalar permite definir una aplicaciéon sobre cada elemento del R-espacio vectorial, que
da una idea de "tamano”:

Definicién 6. En un espacio euclideo, la norma inducida por su producto escalar ¢ viene definida
como ||[|, : V = R dada por [Jv| 4 = \/é(v,v).

Esta aplicacion verifica las siguientes propiedades:

Proposicién 1. En un espacio euclideo (V,{-,-)), con ||| la norma inducida, se tiene:

1.VeeV, |z >0y ||z|| =0 < z=0.
2. Yo € V, X € R, se tiene || Ax| = |A] ||z
3. Va,y € V, se tiene | (z,y) | < ||| ||lyll- (Cauchy-Schwarz)

4. Va,y eV, setiene |z +y| <lz] + [yl

Demostracion. 1 sigue de ser el producto escalar definido positivo. 2 es evidente dado que ({Az, )\x>)% =
(A2 (z,2))2 = |A\|({z,x))2, por bilinealidad. Para 3, basta con considerar 0 < o(t) = ||z + ty||* = (z,z) +
2t (x,y) + t2 (y,y). Para que este polinomio en t se mantenga no negativo, es necesaria la siguiente
condicién en su discriminante:

(2 (@, 9))* = 4(z,2) (y,y) <0

Y reordenando se tiene la desigualdad deseada. Para 4, veamos que ||z +y||> = (z,2)* + 2 (z,y) +
(1) < (@, 2)* +2 (@, 2) (y, )+ (, 1) = (| =] + ||y]})?, ¥ tomando raices cuadradas se tiene. Se ha usado
la desigualdad de Schwarz. O

1.2. Espacios normados

Con el fin de explorar aplicaciones de otros tipos que actiien con las mismas propiedades que la norma
inducida por un producto escalar, se define:

Definicién 7. Un espacio vectorial real E es normado si existe una funcién ||-|| : £ — R, la norma,
que verifique:
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1.V eE, |z >0y ||z =0 < z =0.
2. Vz € E, ) € R, se tiene ||[Az|| = || ||z].

3. Va,y € E, se tiene ||z + y|| < ||z| + ||yl

Observacion 1. Sirelajamos la condicién 1 pidiendo tinicamente que ||z|| > 0, obtenemos lo que se conoce
como una seminorma. Si consideramos V = {z € E : ||z|| = 0}, y definimos en E/V la aplicacién ||-|,
dada por ||[z]|| = ||z||, estard bien definida y mantendré las propiedades de una norma completa. (Al
partir por V' colapsamos todos los puntos probleméticos en la clase del origen).

Definicién 8. En R, fijado un p > 1, se define la p-norma |-, : R™ = R por [lz[|, = (37, |xi|p)%. X,
como es habitual, denota la i-ésima componente del vector x.
Asimismo, se define la co-norma por ||z||, = maxi<;<n{|®i|}.

A continuacién comprobaremos que esta norma verifica efectivamente las 3 propiedades requeridas.
Proposicion 2. Dado cualquier p con 1 < p < 00, la p-norma correspondiente es una norma.

s n 1 n 1 p
Demostracién. Para 2, tenemos ||z, = (i, [AzilP)» = (AP 201 [z:fP)» = [A[[|z]],, y ademds
Az = maxi<i<n{|Az;|} = |A|méxi<;<n{|z;|}. Para 1, es evidente que la p-norma nunca puede ser
negativa y que [|0f, = 0 en cualquier caso. Ahora, si [|z[|, = 0, y hay algin j tal que z; # 0, entonces

=], = iz, |xl|p)% > (|xj\p)% > 0, contradiciendo el supuesto. Por tanto, = 0. Lo mismo sucede si
lz]| . = 0, dado que si z; # 0, entonces |z||, > |z;| > 0.

Para 3, es facil ver que en los casos p = 1 y p = oo, la desigualdad triangular del valor absoluto
garantiza la propiedad. En efecto: ||z +yll; = >, @i + vl < Do (lw| + wil) = Do ol + >0, lwil =
ol + Iyl ¥ 12+ gl = méx{los + wil} < max{leal + [} = i) + lyiol < mas{ ]} + max{yil},
como se queria.

Para demostrar la desigualdad con otros valores de p, es necesario el siguiente resultado:

Lema 1 (Young). Sia,b>0y1<p< oo,y definimosp’ = %, de tal modo que %—i— i =1, entonces:

a? P

ab< — + —

p
Demostracién del lema. Como la funcién t — log(t) es céncava, tenemos que log(%a” + %bp/) >
%1og aP + %log o= loga + logb = logab, dado que tanto ]% como 1% estan entre 0 y 1. Como el
logaritmo es creciente, se tiene lo que se queria. O

Ahora podemos continuar demostrando la desigualdad triangular. Para ello, necesitamos otro lema:

Lema 2 (Hélder). Siz,y € R" y1<p < oo, y definimos p’ = L, de tal modo que también 1 < p/ < oo
Y 5+ 5 =1, entonces se tiene:

@) [ < Nl lyll,

Donde (x,y) es el producto usual. Cabe destacar que si p = 2, se trata de la desigualdad de Schwarz.

Demostracion del lema. En primer lugar, conviene descartar algunos casos triviales. Six =00 y = 0,
se tiene igualdad 0 = 0. Asimismo, si p = 1y p’ = oo, se tiene | (z,y)| = | D] zyi| < D7 wiyi| <
Szl lylle = Yl ]y, ¥ se tiene lo que se buscaba.

Para probar el caso no trivial 1 < p < oo, con z,y # 0, aplicaremos la desigualdad de Young para ver
que:
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- ol L2 /2] LA STUS e
(o) | < ] < +) = =l + <yl
i=1 - P -1 P p p
Ahora, como (z,y) = (tz, 1), siempre que ¢ > 0, podemos reescribir lo anterior como:
) | < 0 [l + 7 [y = (1)
W< S Nl + S Il

Ahora, sea to aquel tal que th ||pr =ty v ||y||p := «. Es inmediato encontrar un valor explicito para
to despejando, aunque por el momento no 1mporta En ese caso, tenemos:

11
[(z,9)[ < —at+ Za=a
p D

lyll?, \ 7+7 lyll?, \ » 7 »
Ahora tan solo debemos obtener ese valor. Como tg = | —& , entonces o = | it | p =
P

TellZ

p/p

7

Ily‘|5/+p P s .7 p'p 1 1 -1

[l]| »- La tnica observacién que nos separa ahora del resultado es que =ty =1,

7

flll 5>

2 ’

asf como que I = L5 B =p — 1. De este modo, a = ||z||,, |yl v se tiene lo deseado. O

p+p’ T ptp’ p

Finalmente, con esta desigualdad podemos probar la triangular (También denominada de Minkowski).
Una vez més, asumimos x,y # 0 dada la trivialidad del caso contrario. Tomamos p € (1, 00). Comenzamos
como sigue:

||x+y||p Z‘xz—l—yz|p—Z|xz+yz||l‘l+yl|p ! <Z|xz||xz+y1|p 1+Z|yz||xl+:‘h|p !

Ahora, observemos que cada suma puede interpretarse como un producto escalar entre dos vectores
en particular. Por ejemplo, la primera, entre el vector (|x;|)? y el (Jz; + v;|P~1)7. Con esto en mente,
aplicamos la desigualdad de Holder:

A
R
]
=
=
v
/—\
N
=
+
<
.
Q
\_’://
_|_

n n
S laillz + P D Jyille 4y <
=1 i=1

+ (Z |y> (Z i+ 3il” W) = (el + Iyl ) (Z zi il 1>>
— — =
Ya solo queda encontrar desarrollar el segundo factor. Como p’ = p , tenemos:
1
n / 1Y
<Z |lzi + il? (pl)> (Z:vri-yzp)
i=1

L]
P L
p

(;Iwﬁy#’); ~ (la+l,)

Y como % = p — 1 hemos terminado. (Basta con combinar los 3 pasos que hemos realizado, y dividir

por ||z + yHg_l, no nula por hipétesis.) O
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1.3. Convexidad

Definicién 9. Si E es un R-espacio, se dice que 2 C E es convexo si Vz,y € €2, se tiene que [z,y] C Q,
donde [z,y] = {tx + (1 — t)y : t € [0,1]} es el segmento que une los puntos z e y.

Definiciéon 10 (Bola abierta). Si (E, ||-||) es un espacio vectorial normado, dado zp € Ey r € R, r > 0,
se llama bola abierta de centro zy y radio r, y se denota B,(x¢), al conjunto: B,(x¢) = {z € E :
lx — ol < r}.

Definicién 11 (Bola cerrada). Si (E, ||||) es un espacio vectorial normado, dado 29 € E'y 7 € R, r > 0,
se llama bola cerrada de centro zy y radio r, y se denota B.,(x¢), al conjunto: B,(xg) = {z € F :
[z — o <7}

Proposicién 3. Cualquier bola abierta o cerrada es conveza.

Demostracién. Vamos a hacerlo para el caso cerrado, siendo andlogo para el abierto. Si y, 2 € B,(xg),
entonces, si t € [0,1]: [|[[(1 =8y +tz] —z|| =|[|(1-)(y—2)+tz—2)|| < 1 —1)|ly — =] +t]z —z| <
1—=t)r+tr=r. O

Definicién 12. Si F es un R-espacio, se dice que 2 C E es simétrico si Vz € ), —x € Q.

Definicién 13. Si E es un R-espacio normado, se dice que {2 C E es absorbente si Vo € E, 3t > 0 tal
que z € tQ = {tu : u € Q}.

Es decir, es absorbente si escalandolo se puede abarcar cualquier punto deseado de FE.
Proposicién 4. Se tiene que B1(0) y B1(0) son absorbentes y simétricas en todo espacio normado.

Demostracién. Como Vr € E, se tiene [z|| = |[—z||, la simetria es evidente. Para la absorcién, lo
probaremos para Bj(0), dado que B1(0) lo contiene y por tanto abarca més ain. Si = 0 hemos
acabado dado que 0 € B1(0). En caso contrario, veamos que ﬁ € By(0) al ser unitario. Es decir, que

x € ||z|| B2(0) = 2 ||z|| B1(0) y por tanto es absorbente. O
A continuacién describiremos una nueva norma en términos de conjuntos absorbentes simétricos.
Antes, requeriremos del siguiente resultado intuitivo:

Lema 3. 57 dtg > 0 tal que x € toS2, donde Q es absorbente, simétrico y convexro, entonces Vt > ty se
tiene = € t2.

Demostracién. Por hipdtesis, x = tow con w € 2. Por tanto, dado t > tg, se tiene x =t - (%‘)w) Por

hipétesis se tiene que %Ow € [0,w], y 0 € Q al ser convexo simétrico (dado que 0 € [—w, w], por ejemplo).
Por convexidad, %"w € ) y entonces x € t§2. O

La norma que vamos a describir se basa en ver cudnto hace falta estirar un conjunto absorbente para
que alcance al punto deseado. Con esto, la nueva norma queda descrita como sigue:

Proposiciéon 5. Si E es un R-espacio y Q C E es simétrico, conexo y absorbente, podemos definir:
|zl = inf{t > 0: 2 € tQ}
Esta funcion:
1. Estd bien definida.
2. Es una seminorma.

3. Sifx #0 tal que x € tQ Vt > 0, es una norma.
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4. Se tiene B1(0) C Q C B1(0) para esta norma.

Demostracién. Para 1, veamos que el conjunto dado es no vacio al ser €2 absorbente, y estd acotado
inferiormente por definicién (por 0, por ejemplo), de tal modo que tiene infimo. Para 2, estd claro que es
no negativa por definicién (El conjunto estd acotado inferiormente por 0).

Ahora, si A > 0, veamos que ||[Az||, = Inf{t > 0: Az € tQ} = mfX{t > 0: z € tQ} = Ainf{t >
0: 2z € tQ} = Xz, dado que A > 0. Si A = 0, es claro que [[Az]|, = |[0]] = 0, dado que 0 € t2
Vvt > 0. Finalmente, como 2 = —), se tiene que z € tQ) <= z € —tQ) <= —x € (), de tal modo que
el = —allg, ¥ por tamto si A < 0, [Aallg = =Mzl = [Alellg = Al 2]l

Queda probar la desigualdad triangular. Fijemos z,y € E. Tomamos t > ||z|l, v s > |yl Estd

claro que entonces = + y € tQ + sQ. Veamos que estan también en (¢ + s){2. Podemos poner (x + y) =
twy + swe = (t+5) (H%wl + ﬁwg), luego (x4 y) € (t+ s)[w1,ws], y por convexidad (x +y) € (t+ s)S2.
Por ello, ||z +y|q < t+ s. Como no importa qué t > ||lz||o ¥ s > |ly|| tomemos, podemos concluir que

lz+yllg < llzllg + [yl
Para probar 3, veamos que se tiene que si z # 0, 3tg > 0 con z € £y, de tal modo que ||z||, > to > 0.

Para probar 4, si x € B;(0), entonces ||z||, < 1, con lo que z € tQ2 V¢t > 1, y en particular z € Q.
Asimismo, si x € €, por el lema previo, x € tQ2 Vt > 1, por ende ||zol|, < 1y 2o € B1(0). O
1.4. Acotacion de aplicaciones lineales

Ahora introducimos la nocién de norma en el espacio de aplicaciones lineales.

Definicién 14. Sean E, F' espacios normados, con T : E — F lineal. Se dice que T estd acotada si
IM < oo tal que Vo € E, |[Tz|p < M ||z| 5. Se denota T' € L(E, F).

Una caracteristica de estos operadores es el menor valor M que satisface su definicién. Por ello,
definimos:

Definicién 15. La norma inducida de T' € L(E, F) es:

[T

]|

IT|| = sup{ a# 0}
Proposicién 6. Si T € L(E, F), se tiene que | Tz||» < ||T||||z||g para cualquier x. Ademds, ||T|| es la
menor de las constantes que cumplen esto.

Demostracion. Tomamos = # 0 arbitrario para darnos cuenta de que, si M es una constante que
1Tzl

llzll 5

podemos comparar los supremos: sup{ HII‘I:\CIHF cx # 0} < M, luego ||T]| < M si M satisface la definicion.
E
[
|

Por otro lado, por ser cota superior del conjunto, si x # 0, ||T| > \Z;LTIHF luego ||T|| ||z|| z > |T|| z. Si
E

x = 0 es inmediata la desigualdad. O
Ademas, el espacio de aplicaciones acotadas es un espacio vectorial y se mantiene la composicion:

satisface la definicién anterior, ||Txz|» < M ||z|| 5, luego < M. Como se cumple para todos los z,

Proposicién 7. SiT,S € L(E, F), entonces si o, 8 € R, se tiene que «T+8S € L(E,F), y|laT + S| <
lal |7 + |8 11S]]-
Asimismo, siT € L(E,F), y S € L(F,G), entonces ST € L(E,G) y |ST|| < [|S|IIT]|-

Demostracién. Para la primera, sea x # 0 arbitrario. ||aTx + Sz|p < |a|[|[Tz|» + |5][|Sz| » <
(e 1T + 181 IS]) ||| g5 luego estéd acotada. Por la proposicién anterior se tiene la desigualdad. Para
la segunda, sea x # 0 arbitrario. ||[STz|, < |[S]||Tz||z < IS |7 ||| 5, luego estéd acotada y por la
proposicién anterior se tiene la desigualdad. O
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1.5. Espacios métricos
Definicién 16. Sea X # . Una distancia en X es una funcién d : X x X — X tal que:
1. Ve,y € X, d(z,y) >0y d(z,y) =0 < z=y.
2. Va,y € X, d(z,y) = d(y, x).
3. Va,y,z € X, d(z,y) <d(zx,z)+d(z,y).
La tupla (X, d) se denomina espacio métrico.

Definicién 17. En el espacio métrico (X, d) se define la bola abierta de centro zp € X y radio r > 0
como B,(zo) = {z € X : d(z9,2) <}, y la bola cerrada como B,(zg) = {z € X : d(zg,z) <r}

Definicién 18. En el espacio métrico (X, d), el conjunto A C X es abierto si Va € A, se tiene que
Jr > 0 con B,(a) C A. El conjunto B C X es cerrado si B¢ es abierto.

Proposicién 8. Fijado x € X yr > 0, B.(x) es abierto.

Demostracién. Dado y € B,(z), sea § := r — d(z,y) > 0. Veamos que Bs(y) C B,(z). Para ello, si
z € Bs(y), entonces d(z,y) < 6 = r—d(z,y), conlo que r > d(z,y)+d(z,y) > d(z,z),luego z € B,(z). O

Proposicién 9. Fijado z € X yr >0, B,(z) es cerrado.

Demostracién. Dado y € B,.(z)¢, ponemos 6 := d(x,y) — r > 0. Veamos que B;(y) C B,(x)°. Sea
FAS B&(y) Entonces d(zv y) < d(l’, y) - luego r< d(lE, y) - d(Z7 y) < d(l’, Z) +d(2a y) - d(zv y) = d(l’, Z)?
como se queria. O

Proposicién 10. Si (X, d) es espacio métrico, y {Ax}rer, para cualquier I, es una coleccion de abiertos,
entonces | Jyc; Ax es abierto. Si Z,Y son abiertos, ZNY lo es también (y por induccion, toda interseccion
finita también). Si {Bx}xer, para cualquier I, es una coleccion de cerrados, entonces (\yc; B es cerrado.
Si T, W son cerrados, T UW lo es también (y por induccion, toda interseccidn finita también).

Demostracién. Para la primera, veamos que si a € [J,o; Ax, entonces a € Ay, luego B,(a) C Ay, C
Uxer Ax para algitn 7. Por otro lado, si a € ZNY, entonces B,.(a) C Z 'y Bs(a) C Y para r,s adecuados.
Si ¢ := min{r, s}, entonces B;(a) C ZNY al ser subconjunto de ambos. En el caso de los cerrados, veamos
que (Nyer Br)¢ = Uaes B, que por la parte anterior es abierto. Asimismo, (T'UW)¢ = TN W€, y por
la parte anterior es abierto. O

1.6. Acotacion de aplicaciones lineales en espacios finitos.

Proposicién 11. Sea A : R"™ — R™ lineal, con la norma euclidea en ambos espacios. Entonces A es
1

) ) L. 3
acotada, y sila matriz de A en bases canonicas es Ma = (a; ;):,;, se cumple que || Al < (ZZ’;I Z?Zl a?j) .

Este término de la derecha se denomina norma de Frobenius de A.

Iy
Demostracién. Sea x € R™. Vamos a escribir My = £ donde cada Fy es la k-ésima fila (y
F
Fiz
por tanto un vector en R™). Podemos ver que el vector Ar = Fox . De este modo: ||Az|* =
F,x

S (Fra)? < S5 (1|1 [|2])? por la desigualdad de Schwarz. Por tanto, || Az||> < ||lz)|* S, [|Fel|* =

z|? S " a?., y tomando raices se tiene la acotacién de A. La desigualdad de la proposicién se
k=1 j=1"kj y g prop

tiene recordando que || A|| es la menor constante que cumple esa desigualdad. O
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Proposicién 12. La norma de frobenius se puede expresar como ||Allp = /tr(AtA). Se tiene que si
A:R" = R"™ y B:R™+— RP, entonces ||BA| p < || Al || Bllg-

Demostracion. Si Ma = (a;;) y M4Ma = (bi;), entonces b; = Y - | alyar; = ai;, luego tr(A*A) =

S b = Yoi > pe,ai,. Para la segunda afirmacién, (BA);; = > ;. bikax;. Entonces [(BA);;| =
aij

[ (bir - bim) | 0 |1 < (S0, bie)? (S5, ax;)?, por la desigualdad de Schwarz. Asi, [|BA|3,

Amj

f:l Z?:l |(BA)ij|2 < Zf:l 2?21(27@”:1 bik)% (221:1 akj)% = ( f:l Zln:l b?k)(Zzll 221:1 aij)' [

Cabe observar que la estimacién ||A||z > ||A||, no es 6ptima pero si facil de calcular. Por ejemplo,
||| = v/n pero ||I,,||, = 1. El siguiente resultado caracteriza explicitamente a ||-||,.

Proposicién 13. Sea A € M,,(R). Se tiene que ||A|,y, es decir, la norma matricial inducida por la

1
euclidea, verifica: ||All, = méx{o} }}, donde los o; son los distintos autovalores de A*A.

Demostracién. Como AfA es simétrica tiene todos sus autovalores reales. Asimismo, como es autoad-
. . 2 .
junta, observamos que para x € R" se tiene: z'(A'A)x = (A'Az, z) = (Ax, Az) = ||Az||” > 0, es decir,
At A es semidefinida positiva. Por tanto, todos sus autovalores son no negativos. Sabemos que existe base
ortonormal {vy,...,v,} de autovectores tales que A'Av; = o;v;.
. . 2
Ahora, dado x € R", si sus coordenadas en la base anterior son (z1,...,y), sabemos que |z|; =
n 2 2 _ t _ t n . n _
> j—1 @; por ser la base ortonormal. Entonces, [|Az|, = (A'Az,x) = (A"AY 7L, 205, 3 5 Trpvk) =
n . t . N . Avs I . 8., = S 2 < . n 2
Zj,k:l zjzy (A Avj, vp) = Zj,k:l Tjk0; (Vf, V) = Ej,k:l Tjxk0j0jk = Y oy Tpok < max{o;} > i T
‘ 2 ( 3
max{o;} [[z]|3. Esto prueba que [|Al, < méx{o?}.
s . sz . RO T . _ 2 t _ 2
La implicacién contraria no es dificil: si méx{o; } = 0;,, entonces ||Av;, ||~ = (A" Avj,,vj,) = o5, [lvjo |7,

lAvso |l _

luego Tl = %0 con lo que ||A|ly > 0y, O

Definicién 19. A las raices de los autovalores de A*A se los denomina valores singulares de A.

Observacion 2. Dada A € M, (R), como la traza es invariante al cambio de base, si {01, ... 0y} son sus
valores singulares, se tiene que: ||A||, = /tr(AtA) = /> o2.
Esto permite ver también, con facilidad, que [|Al|, < [|A] 5.

A continuacién vamos a caracterizar otras dos normas del operador A: las que inducen las normas 1
e 00. Estas ademds seran mucho maés faciles de calcular explicitamente:

Proposicién 14. Sea A :R"™ — R™ lineal. Sean {C;}7 los vectores columna de A, y {F;}T los vectores
fila. Entonces:

[A]l; = max ZI%I = méx |G

1<j<n 1<j<n

Y ademds:

n
14l = méx Y lay| = méx |Fill;

1<i<m 1<i<m

Demostraciéon. Sea x = Z’f x;e; un vector de R™, con las x; las coordenadas canodnicas. Entonces:
[Az|l; = A mieilly = 1257 widesll; < 307 [ [[Aesll; < max. [Aejll, 200 |2l = lgljégnl\cjlll [z, de
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[l Ae;lly

tal modo que ||All; < llélj;iSXnHCjHl. Por otra parte, et = | Aejll, = ||Cjll,, luego, por ser supremo,
[lA1]] > ||C;]l, con lo que [|Al|; > lrgég( |Cjll; v se tiene lo que se queria.
<j<n
le
Para la segunda afirmacién, como Az = |, tenemos que ||Az|| = méx |Fz| < max ||F||; |z,
: 1<i<m 1<i<m
F,x
. . . 4 _ 5 . < m4 s
por la desigualdad de Hélder, pero 1ISJaZ_z%)inHFiﬂl lzll o = 2]l [ax | Fill, luego [|All, < [ax | Filly
Por otra parte, supongamos que k = argmax||F;|;. Si Fr = (f1,f2,...,fn), vamos a poner x =
1<i<m
(sign(fi),...,sign(fn)). Cabe observar que |z||,, < 1. Ahora veamos que [|Az| = 1I<niX |Fix| >
<i<m
. A F
|yl = | S0y fivsign(£)| = | iy 1£ill = [ Filly. Tenemos entonces que Il > 45 > | Ayl luego
debe darse que [|Al|, > max | F|,. O
1<i<m

A través de estas normas, se tiene un resultado que permite estimar de forma mucho més buena la
cantidad || A[l,.

Proposicién 15. Se tiene que ||Aly < ||A|; || 4] -

Demostracién. Observemos en primer lugar que HA:cHg = (Az, Az) = (A' Az, z). Ponemos B = A'A =
(bij)lﬁi,jgn- Entonces, six = (Iz)?, se tiene que ||A£C||§ =< BCC,I >= Zi,j bijxizj < Zi,j |bm||$21‘3‘ <

2 2
Zi,j |bij | Zi ;zj por la desigualdad de Holder. Como b;; = bj;, vamos a agrupar de 2 en 2 estos términos, ob-

2422 , . 2
— =3 il =30 a2 3 by | < 30 méx 3 [bij| < max (35 [bi]) [|l5-
Por tanto, [|A||, < mdx (37, |bi;|). Falta reordenar de esta manera: méx(3_; |biy]) = max >-; 370 |ayar;| =
3 (2 ?
mdx 30 375 || = mdx 337 Ja| 325 |ar| < max 370, Jai| méx 375 Jay;l = mdx 37 fay;|mdx 350 Jar| =
i J 2 J A 1<i<m J J i

1<i<m

[Allo Al - O

teniendo ast: >,  [bi;

1.7. Conceptos topolégicos basicos
Definiciéon 20. Dado A C X con (X, d) métrico, definimos:
w int(A)={zx € A:3Ir>0: B.(z) C A} el interior de A.
n ext(A) = int(A°) el exterior de A.
» A={x € X :Vr >0, B.(x) N A# 0} el cierre de A.
= A = A\int(A) el borde de A.
A continuacién demostraremos algunas intuitivas propiedades de estos conjuntos.

Proposicién 16. Si A C X y (X,d) es espacio métrico, entonces int(A) y ext(A) son abiertos. De
hecho, int(A) es el mayor abierto contenido en A. Si A C B, int(A) C int(B).

Demostracién. Sea = € int(A). Sabemos entonces que B,.(z) C A para cierto . Como esa bola es
abierta, si y € B,(z), entonces By(y) C By(x) C A para cierto s, de tal modo que y € int(A). Por tanto,
B.(z) C int(A) y hemos acabado. Como ext(A) = int(A°) debe ser un abierto. Si Q@ C A es abierto,
entonces si x € Q, B,.(x) C Q) C A para cierto r luego x € int(A) y por tanto Q C int(A). Finalmente, si
x € int(A), entonces B,(x) C A C B para cierto r luego = € int(B). O

10
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Proposicién 17. Si A C X y (X, d) es espacio métrico, entonces A y OA son cerrados. De hecho, A es
el menor cerrado que contiene a A. St A C B, AC B.

Demostracion. Sea = € A°. Entonces, por definicién, B,.(z) C A¢ para cierto r (si no, estarfa en A4). Si
y € B,(x), entonces By (y) C B,(z) C A° para cierto s, de tal modo que y € A°. Por lo tanto, B, (z) C A
y A° es entonces abierto. Como 94 = A N int(A)°, es cerrado. Si A C F y F es cerrado, entonces, si
x € F°, se tiene B,.(z) C F€ luego B, (Cx) C A¢ dado que F¢ C A€, conlo que z # A y por tanto z € A"

Hemos probado entonces que F'“ C Ay por tanto, EC F. Finalmente, si A C B, entonces si z € A,
Vr > 0 se tiene ) # B.(x) N A C B.(z) N B luego z € B. O

1.7.1. Limites y continuidad en espacios métricos

Definicién 21 (Limite de sucesién). Si (X,d) es un espacio métrico y (£, )nen €s una sucesién en X, se
dice que x,, - x € X, o bien lim x, =x,siVe >0, IN e Ntal que n > N = d(x,,x) <e.
n—r oo

Cabe observar que existen varias definiciones equivalentes, por ejemplo con n < N en lugar de n < N,
0 d(zy,,x) < € en lugar de la desigualdad estricta. La comprobacién es inmediata.

Definiciéon 22 (Sucesién de Cauchy). La sucesién (z,)nen es de Cauchy si Ve > 0, IN € N tal que
n,m>N = d(z,,Tm) <€

Proposiciéon 18. Supongamos que x, — x y x, — y. Entonces x = y. Esto es, el limite de una sucesion
es unico.

Demostracién. Sea € > 0. Supongamos que N y IV, son los valores naturales que satisfacen la
definicion de limite para §, con = e y respectivamente. Entonces, si n > méx{N,, N,}, tenemos que
d(x,y) < d(wp,x) +d(rn,y) < §+ 5 = e. Como ademds d(z,y) > 0, no queda otra que d(z,y) = 0. Por
tanto = = y. O

Proposicién 19. Si (x,)nen tiene limite z, entonces es de Cauchy.

Demostracién. Dado € > 0, tomamos N el que satisface la definicién de limite para 5. Si n,m > N,
entonces d(Tn,Tm) < d(Tn, r) + d(Tm,z) < §+ 5§ =€ O

Podemos caracterizar el cierre de un conjunto:
Proposicién 20. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces x € A <= 3(zn)nen C A tal que z,, — .

Demostracién. Para <=, veamos que si € > 0, entonces hay algin z,, € A tal que d(xn,x) <€, es
decir, z, € B(x), luego B.(x) N A # () y por tanto € A. Para = , vamos a definir z,, como un

elemento de Bi(x) N A para todo n € N. Sabemos que existe por ser 2 un punto de cierre. Tenemos asi

una sucesion (x,), C A. Veamos que x,, — z. Si € > 0, tomamos N € N tal que ¢ > % Sin> N,

tenemos entonces que Bi(x) C B (x) y por tanto, z, € B (x), luego d(zn,z) < 4+ < e. Asf hemos
probado que x, — . O

Definiciéon 23 (Continuidad local de una funcién). Si (X,dx) e (Y, dy) son espacios métricos, y f: A C
X — Y, se dice que f es continua en g € AsiVe > 0,35 >0tal quesiz € Ay 0 < dx(z,z0) <9,
entonces dy (f(z), f(xo)) < €.

Si la funcién es continua en todos los puntos de A, se dice que es continua en A.

A continuacién veremos una caracterizacién de las funciones continuas por medio de sucesiones:

Proposicién 21. Si (X,dx) e (Y,dy) son espacios métricos, y f : A C X — Y es una funcidn, se tiene
que:

f es continua < Y(x,)n C A tal que x, — xo se tiene f(x,) = f(zo)

11
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Demostracién. Si f es continua y (z,), C A tiende a xg, dado € > 0, sabemos que 3§ > 0 tal que
0 <d(z,z9) <0 = d(f(x),f(zg)) < €. Pero también IN € N tal que n > N = d(z,x0) < 9.
Por tanto, si n > N, se tiene d(f(x,), f(x0)) < € y hemos acabado. Por otro lado, supongamos que f
no fuese continua. Vamos a construir una z,, que tienda a xg pero f(x,) no tienda a f(zp). Como f no
es continua, Je > 0 tal que V6 > 0, Jzs € A tal que d(zs5,z0) < & pero d(f(zs), f(zo)) > €. Tomamos
(Z5=1)n- Estd claro que tiende a o por construccion. No obstante, f(z,) no puede tender a f(zo) dado
que d(f(xy), f(xo)) > € siempre. O

Ahora vamos a ver una caracterizacion de las funciones continuas que puede ser de gran utilidad para
determinar si un conjunto es abierto o cerrado:

Proposicién 22. Si (X,dx) e (Y,dy) son espacios métricos y f : X — Y, son equivalentes:
1. f es continua en X.
2. YU C Y abierto, f~*(U) es abierto.
3. VR CY cerrado, f~1(R) es cerrado.

Demostracién. Debemos darnos cuenta de que (2) <= (3) dado que f~1(A¢) = f~1(A)*. Por tanto,
dada una de las afirmaciones, basta con pasar al complementario y se tiene. Por tanto, probaremos solo que
(1) < (2). Para = , tomemos z € f~1(U). Como U es abierto, B.(f(x0)) C U para cierto ¢ > 0. Por
continuidad, 36 > 0 tal que # € Bs(z0) = f(x) € Bc(f(20)), luego Bs(zo) C f~H(Bc(f(20))) C f~1(U)
y tenemos por tanto que f~1(U) es abierto. Para <= , sea ¢ > 0. Como B.(f(x¢)) es abierta, también
lo es su preimagen por f, en la que estd xg. Es decir Bs(xg) C f~1(Bc(f(x0))) para cierto d, pero esto es
que si d(z,zo) < 0, entonces d(f(x), f(xo)) < €, luego f es continua. O

A continuacién vamos a ver que los subconjuntos de espacios métricos también lo son.

Definicién 24. Sea (X,d) métricoy A C X, A # ). Entonces, (A4,da), con dg = d|axa, es otro espacio
métrico. d4 se denomina métrica relativa a A y los abiertos de A bajo esa métrica se denominan
abiertos relativos a A.

Proposicién 23. Si (X,d) es métrico y A C X es no vacio, entonces U C A es abierto relativo a A
< 3V C X abierto con U =ANV.

Demostracién. Debemos ver primero que, dado z € Ay r > 0, BA(x) = BX(2) N A, donde BY () es
la bola de radio r centrada en z bajo la distancia del espacio métrico Y. En efecto, y € BX (z) N A <
dlz,y) <ryy € A < da(r,y) <r <= y € BA(z). Sabiendo esto, veamos que si U = ANV
con V abierto de X, y 79 € U, como x¢ € V, tenemos que B (zo) C V para cierto r, de tal modo que
BX(z0)NA C ANV = U, es decir, BA(z¢) C U luego U es abierto de A. Por otro lado si U C A es
abierto de A, es facil ver que U = |J,.;; B2 (z) con r, el radio que asegura que BZ (z) C A. Es decir,
U=U,erBX(x)NA)=ANU,cy B (), y esa union es en sf un abierto de X. O

Definicién 25. Si X # (), diremos que la familia {Uy}rer con I arbitrario, donde cada Uy C X, es
un recubrimiento de X si Ukej U = X. Si cada Uy es abierto, es un recubrimiento abierto o
recubrimiento por abiertos. Si K C X, diremos que es un recubrimiento (abierto) de K si K C

UkeI Uk

Definicién 26 (Conjunto compacto). Si (X,d) es espacio métrico, entonces K C X es un conjunto
compacto si VR = {Uj }xer recubrimiento abierto de K, se tiene que 3{k1,...,k,} C I tal que {Uy,}7_;
también es un recubrimiento abierto de K.

Obsérvese que lo que estamos imponiendo es que todo recubrimiento abierto pueda reducirse a un
subrecubrimiento finito del mismo.

12
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Proposicién 24. Supongamos que (X,d) es un espacio métrico y X es compacto. En ese caso, si F C X,
F' cerrado, entonces F' es compacto.

Demostracién. Sea {Ui} un recubrimiento abierto de F'. Entonces, {Uy U F°} es un recubrimiento
abierto de X, dado que los Uy cubren a F y F€¢ cubre el resto, y ademas son abiertos al ser F' cerra-
do. De este modo, tenemos indices {ki,...,k,} tales que X = U/ (Uy, U F¢), luego F = FNX =
FnUi (U, UF®) = FN;_,(Uy,), de tal modo que F C J!", (Uy,). O

En espacios métricos, se tiene que el reciproco, ademas, es cierto. Es decir, si un conjunto es compacto,
entonces serd cerrado.

Proposicién 25. Sea (X,d) un espacio métrico y F C X un conjunto compacto. Se tiene que F es
cerrado.

Demostracién. Supongamos que F no es cerrado. En ese caso, F # F y podemos tomar p € F\F.

Dado z € F', sea r,, = @ > 0. Construimos asi un recubrimiento abierto de F, {B, (z)}ser. Como F
es compacto, tenemos un cierto { B, (z;)}}_, subconjunto finito, que también es recubrimiento.
Si ponemos 7 := min{r;}, entonces es inmediato ver que B,(p) N B,,(x;) = 0. Efectivamente, si

x € B,(p), entonces d(z;,p) < d(z,z;) + d(z,p) luego d(z,z;) > d(z;,p) — d(z,p) > d(zj,p) — 1 >
d(xj,p) — w =r;, y por tanto x # B, (z;).
Pero entonces B,.(p) N F = (), lo que contradice que p € F. O

Definicién 27. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. A es acotado si Jxg € X y r > 0 tal que
AcC BT((E()).

Proposicién 26. Sea (X, d) un espacio métrico y A, ..., A, C X. Se tiene:

1. Si A; es acotado Vi € {1,...,n}, entonces |J_, A; también lo es.
2. Si A; es compacto Vi € {1,...,n}, entonces | Ji—, A; también lo es.

3. Si{Fu}a son compactos de X, entonces [\ Fy también lo es.

Demostraciéon. Para 1, vamos a ver que A1 U As es acotado, siguiendo el resto por induccién. Tenemos
que Ay C B.(z)y Ay C Bs(y) para ciertos puntos z,y y radios r, s > 0. Entonces A;jUAy C B, (z)UB;s(y).
Si z € B,(7) U Bs(y), entonces d(z,r) < d(z,y) +d(y,r) < s+d(y,r). Esto nos dice que z € By q(y.2)(T)
y por tanto A; U As C Bypq(y,2)(T).

Para 2, si {U, }, es recubrimiento abierto de A; U As, en particular lo es de A; y As. Por tanto {Uy }}
y {U{}?" son sendos subrecubrimientos abiertos de A; y As. Es decir, A; U Ay C |J] Uy U U;Ll Uj,, con
lo que {Ux}7 U {U}}¥ es un subrecubrimiento abierto de la unién. Para el resto de conjuntos sigue por
induccién.

Para 3, como cada Fy, es cerrado por la proposicién anterior, se tiene que (), Fn C Fy, €s un subcon-
junto cerrado de un compacto y se tiene lo que se queria. O

A continuacién vamos a ver algunas definiciones que dan una idea similar a la compacidad, y veremos
en un futuro las equivalencias entre ellas.

Definicién 28. Si (X, d) es un espacio métrico, se dice que X es secuencialmente compacto si toda
sucesion (z,,), C X tiene una subsucesion (z,,,); convergente.

Definicion 29. El espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy (x,,), es convergente.
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Proposicién 27. Supongamos que (z,)nen es de Cauchy en (X, d) y tiene una subsucesion convergente,
(%n,)jen de limite x. En ese caso x, — .

Demostracién. Sea € > 0. Sabemos que 3J € N tal que j > J implica que d(z,,,z) < §. Por otra
parte, sabemos que existe N € N tal que si m,n > N, se tiene d(x,,d,,) < §. Ahora vamos a seleccionar
n; tal que n; > N y ademés j > J. Obsérvese que esto se puede hacer dado que hay infinitos j > J, pero
si siempre se tuviese n; < IV, tendriamos finitos n; dado que son naturales. Una vez seleccionado, basta
ver que si n > N, se tiene d(z,z,) < d(x,2y,) + d(Tp,,x,) < §+ 5§ =€ O

Corolario. Se tiene que si (X, d) es secuencialmente compacto, entonces es completo.

Esto es asi dado que si se tiene una sucesion de Cauchy, si es secuencialmente compacto, tiene una
subsucesién convergente y por tanto converge.

Definicién 30. Si (X, d) es espacio métrico y 29 € X, se dice que xg es punto de acumulacién de A
si Vr > 0 se tiene que B;.(zo)\{zo} N A # 0. El conjunto de puntos de acumulacién de A se denota A’.

Proposicién 28. Si (X, d) es métrico y A C X, entonces A es cerrado < A’ C A.

Demostracién. Para = , veamos que si A es cerrado, entonces A = A, y como trivialmente (aten-
diendo a las definiciones) se tiene A’ C A, hemos acabado. Para <=, si x € A°, entonces por hipétesis
x ¢ A, de modo que B, (z)\{z} C A€ para cierto r > 0, pero entonces B,.(z) C A, con lo que finalmente
A€ es abierto. O

Definiciéon 31. El espacio (X,d) es totalmente acotado si Ve > 0, se tiene I{x;}7 tales que X =
U?:l Be(z;).

Es inmediato observar que si es totalmente acotado, entonces es acotado, y ademas si es compacto es
totalmente acotado.

Definicién 32. Sea (X, d) métrico. Se dice que tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass siempre
que VA C X, A infinizto, se tenga A’ # (.

Definicién 33. Sea (X, d) métrico. Se dice que la familia { K, }nc4 tiene la propiedad de interseccién
finita si VI C A, I finito, se tiene que (), c; Ko # 0.

Proposicién 29. Sea (X, d) métrico compacto y {Kas}aca una familia de cerrados arbitraria que verifica
la propiedad de interseccion finita. Entonces, de hecho, (1,4 Ko # .

Demostracién. Supongamos que no fuese asi. Entonces X = ((,c4 Ka)® = Uyea K§. Como cada
K, es cerrado, se tiene que los {K¢}aeca constituyen un recubrimiento abierto. Por compacidad, {K¢}7
es un subrecubrimiento finito, de tal modo que X = (J} F¥, y por tanto ) = (] F;, contradiciendo que
verifiquen la propiedad de interseccién finita. O

Proposicién 30. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y {K;}5° una familia numerable de conjuntos
cerrados, con propiedad de interseccion finita, y tales que diam(K,) — 0 si n — oo (donde diam(A) =
sup{d(z,y) : x,y € A}). Entonces, ademds de la proposicién anterior, se tiene que K := ;" K; = {c}
para cierto c € X.

Demostracién. Si z,y € K con x # y, entonces z,y € K, de tal modo que 0 < d(z,y) < diam(K,,),
impidiendo que diam(K,) — 0. O

Una vez presentadas todas estas nociones, que tratan de generalizar el concepto de conjunto finito a
espacios métricos, y permiten extender propiedades locales a propiedades globales (como la proposicién
29), vamos a ver las equivalencias que existen entre ellos. Para ello, necesitamos un resultado:
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Teorema 1. Sea (X,d) un espacio métrico. Son equivalentes:
1. X es compacto.
2. X tiene la propiedad de Bolzano- Weierstrass.
3. X es secuencialmente compacto.
4. X es totalmente acotado y completo.

Demostracién. Comenzamos por (1) = (2). Supongamos que A C X infinito tal que A’ = (.
Entonces, Vz € X, se tiene que z no es de acumulacién de A, esto es, Ir, > 0 tal que AN B,_(x) C {z}.
Consideramos el recubrimiento abierto {B;, (z)}scx. Entonces hay un subrecubrimiento finito tal que
X =] By, (), y por tanto A = X NA =] AN B,,(z;) C {x1,22,...,2,}, lo que contradice que A
sea infinito.

Seguimos por (2) = (3). Sea (), una sucesién en X. Si toma un conjunto finito de valores, alguno
se repite infinitas veces luego esta claro que tiene una subsucesién convergente. Si no, por la propiedad
de Bolzano-Weierstrass, el conjunto de valores tiene un x de acumulaciéon. veamos que si €¢; = %, la bola

B, (z)\{z} N{zy }n tiene infinitos elementos (si no los tuviese, el punto no seria de acumulacién tomando
el radio suficientemente pequefio). Tomamos el elemento x,,; de tal modo que n; > n;_;. De esta manera,
la sucesién {x,, }jen asi conseguida tiene limite x.

Ahora pasamos a (3) = (4). Veremos en primer lugar que dado r > 0, existe un conjunto de puntos
{z1,...,2,} finito, maximal, tal que d(x;,x;) > r sii # j. Es decir, ningin superconjunto de este verifica
la misma propiedad. Supongamos que no existiese. En ese caso, podriamos obtener K infinito numerable
con esta propiedad. (A base de incrementar arbitrariamente el tamano del conjunto al no tener maximal).
Pongamos que K = (z)nen es una numeracién del conjunto. Entonces, como X es secuencialmente
compacto, hay una subsucesién suya que converge, pero d(z;,z;) > r si i # j, luego no es de Cauchy, lo
que es una contradiccién. Si ahora fijamos € > 0y {z1,...,z,} es tal maximal para r = ¢, vemos que
X = U;L=1 Bc(z;). En efecto, si x ¢ U?Zl Be(zj), ocurre que d(z,x;) > € Vj € {1,...,n}, de tal manera
que z verifica la propiedad y el conjunto no es maximal. Por lo tanto, esta totalmente acotado. Por otro
lado, si tenemos una sucesién de Cauchy, como hemos asumido (3), tiene una subsucesién convergente
luego converge.

Finalmente veremos (4) = (1). Para ello primero veremos que (4) = (3). Sea (), sucesién
en X. Si la sucesiéon toma finitos valores, como siempre, hemos terminado. Si no, como esta totalmente
acotado, tenemos que X = [J;_, B1(y;) Alguna de esas bolas debe contener infinitos elementos de (z,,), la
llamaremos Bj. Esos infinitos elementos forman la subsucesién {z! },,en. Repitiendo el mismo argumento
para B1NX, también totalmente acotada, pero con radios %, obtenemos otra subsucesién {2 },, y otra bola
Bs. Si seguimos asf sucesivamente, obtenemos bolas B; y sucesiones {7 },,, donde cada B; tiene radio 57—
;-.
Como, sil >k, d(yk,y;) < d(yl,yi—1) +d(yi—1,yx) < 21%1 +d(y—1,y) <+ < 22;;1,6 2% <4.27F 50,
luego esta sucesién es Cauchy y por completitud converge.

A continuacién, veremos el Lema de Lebesgue, para probar que dado un recubrimiento abierto
de X, {Uy}taca, Ir > 0, lamado nimero de Lebesgue, tal que Vo € X, Ja € A con B,.(z) C U,.
Suponemos que tal numero no existe, y entonces podemos tomar x,, tal que B 1 () € Uy, para ningin
a € A. Hemos probado que se tiene (3), luego la sucesién {z,} admite {y,} ‘subsucesion convergente
a y. Se tendra que B% (zp) C U, para ciertos n; y « al ser un abierto. Ademds, habrd un ny tal que

sin > ng, dyn,y) < n% Con ello, si n > méx{nj,na}, tenemos que, dado z € B(yn,%), entonces

d(y,z) < d(y,z,) + d(xn, 2) < n% +1i< % Pero entonces z € B2 (zg) C Uy, luego B(y,, =) C Uy lo
1

y cada subsucesion pertenece a todas las bolas anteriores. Definimos ahora la sucesion diagonal y; := x

n —n
que contradice la construccion de ..
Por tanto, finalmente, si {U, },, recubre a X, y 7 es su niimero de Lebesgue, al ser totalmente acotado,
X =y Br(z;) C U7 U, para ciertos ;, lo que termina las demostraciones. O

15



1. PRELIMINARES INDICE

Proposicién 31. Sea f : X — Y continua, donde (X,dx) e (Y,dy) son métricos y X es compacto.
Entonces f(X) también lo es.

Demostracién. Supongamos que {Uy }, recubren a f(X). Entonces, X = f~1(f(X)) c f~Y(U, Ua) =
U, f ' (Uy). Como f es continua, cada f~'(U,) es abierto, de tal modo que X = |J7 f~(U;), luego
FX) = f(UT 1) = Uy F(FHU) € Uy Ui O

Proposicién 32 (Heine-Borel). Sea (R™,d) el espacio métrico R™ con la distancia que induce la norma
I/l o - Entonces K C R™ es compacto <= K es cerrado y acotado.

Demostraciéon. = es inmediata dado que hemos visto que, en general, debe ser cerrado y ademéas
totalmente acotado, de tal modo que es acotado. Para <= | comencemos con n = 1. Tenemos que
K C [-R,R], al ser acotado, y dado € > 0, lo vamos a trocear en N intervalos de la forma I; =
[-R + 2, R+ 28(j +1)] con cada j € {0,...,N — 1}. Tomamos N para que |[;| = %~< e. Si
ahora cogemos I; como el abierto de mismo centro que I; y norma 2¢, es claro que X C |J i 15, luego
es totalmente acotado. Ahora, dada (z,) € N de Cauchy en K, como R es completo, converge y dentro
de K al ser cerrado. Asi K es completo y hemos acabado. Si n > 1, la idea es similar. Habrd un R > 0
con ||z||,, < RVx € R", y si e > 0, cubrimos el cubo [-R, R]" que acota a K mediante N" sub-cubos
de lado % < €. Rodeamos a estos sub-cubos de bolas abiertas de radio 2¢, que cubren K por tanto,
y es totalmente acotado. Por otro lado si (x,), € K es Cauchy, sus sucesiones de coordenadas lo son,
convergen todas ellas y por tanto (z,,), también, dentro de K, por cierre. O

Proposicién 33 (Weierstrass). Sea (X,d) métrico y f : K C X — R con K compacto, [ continua y
K # (). Entonces [ alcanza mdzimo y minimo en K.

Demostracién. Como f(K) es compacto al ser f continua, estd acotado y por tanto Is = sup f(X).
Podemos construir la sucesién {s,}, C f(K) con s, — s. Si ahora a, € f~1(s,) C K, entonces, por
compacidad, hay una subsucesién {a,, }; tal que a,, — a € K. Por continuidad, f(a,;) = f(a), pero
por otro lado f(an,) = s,, — s, luego f(a) = s. Andlogo para el minimo. O

El teorema de Heine-Borel aplica para cualquier distancia proveniente de normas. Eso lo vamos a ver
introduciendo un nuevo concepto:

Definicién 34. Si E es un R-espacio y ng, np dos normas, se dice que son equivalentes y se denota
ng ~ ny siempre que e, C' con 0 < ¢ < C| finitas, tales que cny(z) < ng(z) < Cnp(x), Vo € X.

Proposiciéon 34. La relacion ~ entre normas es de equivalencia. Asimismo, si ng ~ ny, entonces U es
abierto bajo n, <= U es abierto bajo ny.

Demostracién. Esta claro que ng ~ ng. Si se tiene cng, < ny < Cng, entonces C 1ny < ng < ¢ ny.
Finalmente si cny < n, < Cnp y d'ne < ny < C'ne, entonces cc'n, < ng < CC’n.. Por tanto es de
equivalencia. Para la segunda afirmaciéon supongamos que n, ~ np. Sea v > 0, basta con probar que
B (z) C BY(x), para cierto /. Tomamos r’ < cr. Si y € B%(x), entonces n,(z —y) < 1’ < er, por tanto
np(z —y) < ¢ tng(z —y) < r. Como la relacién es simétrica se tiene la otra implicacion. O

Por lo tanto, si dos normas equivalen, el espacio métrico que inducen goza de la misma topologia
(mismos abiertos, pero esto conlleva mismos cerrados, compactos...). En R™ en particular se tiene que
todas las normas equivalen, por tanto el teorema de Heine-Borel se verifica en general. Para probar esto,
vamos a comenzar con unas observaciones:

Definiciéon 35. Sean (X,dx) e (Y,dy) espacios métricos. Se dice que f : X — Y es una funcién
Lipschitz si 3K > 0 tal que dy (f(z), f(y)) < Kdx(z,y), Y,y € X.
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Es facil probar que las funciones Lipschitz son de hecho uniformemente continuas y por tanto continuas.
La norma es una de ellas:

Proposicién 35. La funcion f : E — R donde E es un R-espacio normado, dada por f(x) = ||z||, es
Lipschitz para K =1 en (E, ||-||).

Demostracién. Lo tnico que hay que ver es que | ||z]| — ||y||| < ||z — y||- Pero ||z|]| = ||z +y —y|| <
|z — y|| + |ly|l, de donde ||z| — ||y|| < ||z — y||. Revirtiendo la z y la y se llega a la otra desigualdad que
prueba lo que queremos. O

Con esto:

Proposicion 36. En R" todas las normas son equivalentes.

Demostracién. Probaremos que todas equivalen a [|-|| . Sea ||-|| una norma arbitraria de R™. Ya hemos
visto que es Lipschitz en (R",||-||). Vamos a ver que también es Lipschitz en (R™, |||, ). Efectivamente
lzll = IS zsei] < 35l llegll < 2l 3 llesll, de tal modo que 2] < C [l2]... Pero entonces ||| -
lyll| < [z =yl < C ||z -yl de tal modo que tenemos lo que queremos.

Ahora consideremos K = f~!({1}) donde f(z) = ||z||... En (R™,|]-||..), tenemos que f es continua
(Es Lipschitz), luego K es cerrado. Por definicién, si k € K, ||z||,, = 1, luego alli es acotado también.
Aplicando el Teorema de Heine-Borel, K es compacto ahi. Ahora sea g(z) = ||z|| que hemos visto es
Lipschitz en (R", [|-|| ). Por tanto, es continua en K y alcanza maximo y minimo tales que ¢; < ||z|| < ca,
size K.

Finalmente sea € R™ arbitrario. Entonces « = ||z 15

(e3P

, donde el vector normalizado estd en K,
con lo que:

el < ] H < el

el 5

zll
|zl o

Y por tanto hemos acabado. O

Proposicién 37. Sean (X,d,), (Y,dy), (Z,d.) métricos. Si f : AC X — Y continua, g: BCY — Z
continua y f(A) C B, entonces la composicion go f: A— Z es continua.

Demostracién. Supongamos que U es un abierto de Z. Estd claro que (go f)~Y(U) = f~1(g~1(V)),
que es abierto en A al ser g, f, continuas. O

Proposicién 38. En el producto consigo mismo de (X,d) métrico definimos do : X% x X% — R la dis-
tancia do((z,y), (2',y")) = d(z,2')+d(y,y'). Es fdcil comprobar que verifica las propiedades de distancia.
En ese caso, la funcién d es Lipschitz entre (X2,ds) y (R,|-]) y por tanto es continua en (X2, ds).

Demostracién. Como d(z,y) < d(z,z')+d(z',y") +d(y,y"), se tiene que d(z,y) —d(z',y") < d(z,2’) +
d(y,y') = do((z,2'), (y,y")). Invirtiendo (x,y) e (2/,y’), se tiene de hecho que |d(z,y) — d(z’,y")| <
dz((!E,CL’l), (yvyl)) O

1.7.2. Continuidad uniforme

Definicién 36. Sean (X,d;) e (Y,d,) métricos. En ese caso f : A C X — Y es uniformemente
continua en A si Ve > 0 36 > 0 tal que Va,y € A se tiene d,(z,y) <d = d,(f(z), f(y)) <e.

A diferencia de la continuidad puntual, donde podiamos escoger un ¢ para cada € pero también para
cada xg € A, aqui el 6 ha de ser global a A y garantizar que cualesquiera puntos cercanos mas que
hacen que la funcién estd cercana mas que e. Esta observacion implica que la continuidad uniforme es
més fuerte que la puntual.

Una manera de ver la continuidad uniforme es a través de la existencia de una funcién que nos relaciona
la distancia de las imagenes con la distancia de los puntos:
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Definicién 37. Si (X,d,), (Y,d,) son métricos y f : A C X +— Y es uniformemente continua en A,
definimos su médulo de continuidad por ¢ : RT — RT dada por:

p(t) == sup{dy (f(x), f(y)) : du(2,y) <t}

Proposicién 39. Si (X,d,), (Y,dy) son métricos y f : A C X — Y es uniformemente continua en A,
se tienen:

2. ¢ es no decreciente.

21 —0.
im o()

Ademds, si fijada f: AC X Y se tiene una ¢ : RT ++ RT con estas caracteristicas, entonces f es
uniformemente continua.

Demostracién. dy (f(x), f(y)) < sup{dy(f(u), f(v)) : dg(u,v) < dy(z,y)} dado que pertenece a dicho
conjunto, pero el elemento de la derecha es justo ¢(d,(z,y)). Por otro lado, si r < ¢,y ¢(x) := sup 4,,
estd claro que A, C Ay, pero entonces sup 4, < sup A; y por tanto ¢(r) < (t). Para 3, si € > 0, sabemos
que 36 tal que si d(z,y) < 0, d(f(z), f(y)) < e. Es decir, ¢($) < e. Por ser no decreciente, si 0 < ¢ < 2,
entonces p(t) < e.

Para la parte final (reciproco), veamos que si € > 0, entonces 30 > 0 tal que 0 < ¢t < ¢ implica ¢(0) < e.
Si d(x,y) < 4, por el no decrecimiento, entonces p(d(z,y)) < € y por la propiedad 1, inmediatamente

dy (f(z), f(y)) <e O

Proposicién 40. Si (E,||-||) es un espacio normado y f : Q@ C E — X es continua, donde (X,d)
es métrico y Q es convexo, entonces p, su mdédulo de continuidad, es subaditivo. Es decir: o(t + s) <
o(t) + p(s), Vi, s € [0,00).

Demostracién. Tomamos u,v € § tales que [lu — v|| < ¢+ s. Entonces, si definimos w := ;f u+ Ttrsvv

es inmediato que ||[u —w| < ty |[v—w| < s. Tenemos por convexidad que w € Q. Pero entonces
dx(f(u), f(v)) < dx(f(u), f(w)) +dx(f(v), f(w)) < o(t) + ¢(s), es decir, esta cantidad acota superior-
mente al conjunto del que ¢(t + s) es supremo, luego se tiene lo deseado. O

Definiciéon 38. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Se define d(x, A) = inf{d(x,y) : y € A}.
Proposicién 41. Se tiene que d(-, A) es Lipschitz.

Demostracién. Sea a € A. Tenemos que d(z,y) > d(z,a) —d(a,y) > d(z, A) —d(a,y), de tal modo que
d(a,y) > d(xz, A) — d(z,y). Por definicién de {nfimo, d(y, A) > d(x, A) — d(z,y) luego d(z,y) > d(z, A) —
d(y, A). Siinvertimos la z y la y se llega a la desigualdad con el signo cambiado, luego |d(x, A) —d(y, A)| <
d(z,y). O

Algunas propiedades de la distancia a conjunto son:

Proposicién 42. Sea (X, d) métrico, con A C X. Se cumple:
1. d(z,A) =0 < z € A.

2. ¥Vt > 0, definimos Ay = {x € X : d(x,A) < t}. Los A; son abiertos y anidados: A C A, C Ay si
r<s.

3. Nyao A = 4.

4. Sixz ¢ A, U,V abiertos, con ACU yx €V, tales que UNV = ().

18



1. PRELIMINARES INDICE

5. SiA,K C X, con K compacto y KNA =0, entonces d(A, K) = inf{d(z,y) : x € K,y € A} verifica
d(A,K) > 0.

Demostracién. Supongamos que d(z, A) = 0. Entonces d(z, A) < € si € > 0. Esto quiere decir que
d(z,y) < € para cierto y. de A. Pero entonces y. € B.(z) N A, y por tanto # € A. A la inversa, si x € A,
entonces B.(z) N A # (), sea cual sea € > 0, luego si y € B.(z) N A, tenemos que d(z,y) <econy € A,y
por tanto d(z, A) < €, luego no queda otra que d(x, A) = 0.

Para (2), como d es Lipschitz, es continua, y de hecho A; = d=!((—o0,t)), luego es abierto. La cadena
de inclusiones viene de que (—00,0] C (—o0,7) C (—00, 5).

Para (3), tenemos que, claramente, A C (),., A¢. Por otro lado, si @ ¢ A, sigue que da(z) > 0 (por
1), y entonces = ¢ A, sit < da(z).

Para (4), si z ¢ A, entonces § = d4(z) > 0. Ponemos U := Ay V= B%(x) Entonces, siy e UNV,
tenemos que § < d(z, A) < d(y,A) + d(y,x) < % + % = ¢, lo cual es una contradiccién.

Para (5), d(A,K) = inf{inf{d(z,y) : y € A} : v € K} = inf{d(z,A) : z € K}. Como AN K = 0,
tenemos que d(x, A) > 0. Como d es continua en K alcanza un minimo m, de donde sigue que d(A, K) =
d(m, A) > 0. O

Proposicién 43. Se tiene que d(z, A) = d(x, A).

Demostracién. Como A C A, esta claro que d(x, A) < d(z, A). Por otro lado, si € > 0, sabemos que
Jy € A tal que d(z,y) < d(x,A) — e. También, por ser la clausura, podemos tomar y' € A tal que
d(y,y’) < e. Por tanto, d(z,y’) < d(z,y) + d(y,y’) < d(z, A) + 2¢, pero como d(z, A) < d(z,y’), tenemos
que d(x, A) < d(z, A) + 2¢ y por tanto hemos acabado. O

Teorema 2 (Heine, Cantor). Sean (X,d) e (Y,d,) espacios métricos y sea f: X — Y continua, con X
compacto. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos que no fuese asi. Entonces deg > 0 tal que V§ > 0, tenemos x5, ys € X con
de(z5,ys) < d pero dy(f(xs), f(ys)) > €o. Sea x,, := x5-1 € Yp := Ys—1. Como X es compacto, la sucesién
r, admite la subsucesion convergente {x,,}; con lim x,, = p. Se afirma que entonces 3 lim y,, = p.

j—o0o J—o0

Efectivamente, d(yn,,p) < d(Yn,, Zn;) +d(2n,,p) < n% + € para j suficientemente grande, luego y,, — p.

Entonces, como f es continua, f(z,;) = f(p)y f(yn]) — f(p), pero esto contradice que d(f(xn, ), f(yn,)) >
€0- O

1.7.3. Conexién

Definicién 39. Sea (X, d) métrico y A C X. Se dice que A es conexo si U,V C X que verifiquen
UNV=0,ACUUV y ANU, VNU # (. Tales conjuntos, si existiesen, se denominan separacion de
A.

Definicién 40. Sea (X,d) métrico y A C X. Se dice que A es conexo por arcos o arco-conexo si
Va,b € A, 3y :[0,1] —» X continua tal que y(0) = a, y(1) = by y(t) € AVt € [0,1].

Definicién 41. Sea (E, ||| ;) un espacio vectorial normado y A C E. Se dice que A es conexo por
poligonales si Va,b € A, Ipg,...,pn con pg = a, pp, = by [pi, pi+1] C A para todo i € {0,...,n—1}

Proposicién 44. 1. A conexo por arcos =—> A conezo.
2. Si E es normado, A C E conexo por poligonales =—> A conexo por arcos.

3. SiU C E, U abierto, E normado, entonces U = U conexo por poligonales.
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Demostracion. Para 1, supongamos que A fuese conexo por arcos pero no conexo. Tomamos la sepa-

0 sizelU
racion U,V de A y definimos F(z) = . v que es continua por ser constante en U y en V' y
S1x €

ser estos abiertos disjuntos. Sea xg € ANU y z1 € AN V. Como es conexo por arcos, tenemos el arco
v :[0,1] = A continuo que los une. Sea ¢ : [0,1] — R dada por ¢ = F o~. Debe ser continua por ser
composicién de continuas, y ademés p(0) =0y ¢(1) = 1 luego Imp = {0,1}, contradiciendo el teorema
de valores intermedios.

Para 2, si p,q € A, tomamos py, ...,p, los puntos de la poligonal que une a p con g y definimos
un camino continuo que es exactamente la poligonal: ¥(t) = (1 — n(t — L))p; + n(t — L)p;41 cuando
t e [Z, 2]y entonces es conexo por arcos.

Para 3, tomamos U C FE abierto conexo. La relacion en U dada por p ~ ¢ < existe una poligonal
entre p y q es de equivalencia (es facil comprobarlo). Ahora fijamos z¢ € U y escribimos V' = [zg] = {z €
U:x ~ xo}. Lo que vamos a ver es que V es tanto abierto como cerrado en U, luego V¢,V serfa una
separacion de U siempre que V' # U, lo que sabemos que no puede ocurrir, con lo que concluiremos que
V =U y por tanto todos los puntos se conectan por poligonales.

V serd abierto si y solo si V. =U NV’ con V' abierto en E, es decir si y solo si es abierto en F (dado
que U es abierto). Dado z € V, como x € U, tenemos la bola B,(x) C V, y dado z; € B,(x), como
x ~ x1 al ser B.(x) convexa, entonces tenemos que x1 € V luego B,(x) C V y es abierto.

Para ver que es cerrado, damos {z,} C V con z, — x € U. Tenemos que B,.(z) C U por ser abierto,
y para n grande sabemos que también x,, € B.(z) luego [x,,z] C U con lo cual z ~ z, y entonces
zeV. O

Proposicién 45. Sea {C,}, una familia arbitraria de conexos de (X,d) con ((Cs # 0. Entonces
C =JC, también es conexo en X.

Demostracién. Si no lo fuese, tomamos U,V una separacién. Sea p € [ C,. Entonces Vo € A, p €
C,NU, luego esa interseccion es no vacia. Como CNV # 0,y CNV = J(CqaNV), entonces Cyy NV £ )
luego resulta que U, V' también son una separacién de C,, lo cual es contradictorio. O

Proposicién 46. En (X,d) métrico, la relacion en A C X dada por x ~y <= z,y € C para algin
conezxo C, es de equivalencia.

Demostracién. Viendo que {«} es conexo para cualquier z, la reflexividad y la simetria son inmediatas.
Para la transitividad: six ~ y y y ~ z, y C1,C5 son los conexos que los contienen, como y estd en ambos,
C1 U5 es conexo y x, z pertenecen ahi luego = ~ z. O

Definicién 42. Si (X,d) es métrico y A C X, las componentes conexas de A son las clases de
equivalencia bajo la relacién anterior. Si definimos otra relacién, x ~ y <= Iy :[0,1] — A camino
continuo de x a ¥, su conjunto cociente esta constituido por las componentes conexas por arcos.

Proposicién 47. Si (X,d;) es métrico y A C X es conezxo, y la funcion f: A—Y, donde (Y,dy) es
métrico, es continua, entonces f(A) es conezo.

Demostracién. Supongamos que no lo fuese y sea U,V una separacién. Como f es continua, f~1(U)
y f~Y(V) son abiertos, disjuntos al serlo U,V , como f(A) C U UV, tenemos que A C f~1(f(A)) C
F~HU)U f~1(V) e intersecan con A, contradiciendo que A sea conexo. O

Proposicién 48. A C R es conero <= A es un intervalo.

Demostracion. <= se tiene dado que intervalo equivale a convexo en R. Por otro lado, para — |
supongamos A # () y no es un intervalo. Como {z} es un intervalo, debe ser que A tenga al menos 2
puntos, y como no es convexo, debe haber z,y € A con [z,y] € A. Sea z € [x,y]\A. Entonces U = (—o0, 2)
y V = (z,00) es separacién de A, en contradiccién con que sea conexo. O
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2. Diferenciabilidad

Definicién 43. Sean (E, ||-||z) v (F, ||| z) espacios vectoriales normados y Q C E abierto. Entonces, se
dice que f : Q +— F es diferenciable en zy € Q si 3T : F — F lineal, acotada, tal que:

o 15@) = F@o) = T(a = w0)l

=0
a—ay [l = ol 5

O lo que es lo mismo, f(zg+ h) — f(zo) — Th = o(h). En este caso, el diferencial de f en z( es la
aplicacién Ty se denota por (df)s,-

Se debe pensar el diferencial como una buena estimacion lineal de f en x(, y como una aplicacion que
nos asigna vectores velocidad de paso por zp en vectores velocidad de paso por f(zo).

Proposicién 49 (Unicidad). Si T, S verifican la condicién de diferenciablidad para f : E — F, entonces
T=2S5.

Demostracion. Tenemos que por la desigual-

ITh=Shllp - |f(@oth)=F(zo)=Thllp | |If (@o+h)=F(wo)=Shllp
T, = B
. |ITh—Sh],

I 171l &

dad triangular, es decir, }lllr% R, = 0. Si ahora tenemos en cuenta que T es lineal y fijamos
— E
. 0 = 1 Try=Szylly _ e 1Ty=Sylley _ I1Ty=Syllp \
y € E, y # 0, tenemos que: 0 = ilg%) e = ilg%) ol = Wl luego tenemos que
Ty — S =0y por tanto Ty = Sy, Vy € E. O
Y Yl p y Y Y, vy

Proposiciéon 50. Si f: E— F es diferenciable en xg, entonces también es continua en xg.

Demostracion.

1£(2) = f(@o)lp < IIf (@) = f(20) = T(@ = 20)l| g+ T — o) = WELEIZ om0l i — g ) 4
T (= o) | < WL B0 e Yo — g, 4 [T [|(2 — 29) | - Como el lado de la derecha tiende
a 0 cuando x — xy, hemos acabado. O

Ya sabemos que en espacios finitos, un operador lineal siempre es acotado. El siguiente resultado nos
caracteriza la acotacién y la continuidad de otra manera:

Proposicién 51. Sean (E, ||-||z) y (F,||||z) espacios vectoriales normados yT : E — F' lineal. Equivalen:

1. T es continua en E.
2. T es continua en algin xo € E.

3. T es acotada.

Demostracién. (1) == (2) es por definicién. Para (2) = (1), veamos sea x € E. Tenemos que
|T(x+h)—Tz||p = |T(xo+h+ (x—x0)) = T(z0+ 2 —20)||p = || T (0 + h) + T(x — 20) —Txog — T(z — 20)||p =
|T(xo + h) — Txol| p — 0 si h — 0 y hemos acabado.

Para (1) = (3), definimos V = Bf'(0) y entonces T~1(V) es abierto. Eso quiere decir que 3§ > 0
tal que Bs(0) € T-1(V), dado que 0 € T~ (V) al tenerse que |T0|, = ||0]|, = 0. Pero entonces,

fijado v € E\{0}, tenemos que mé € Bs(0), lo que indica que HTW(SHF < 1, es decir, por

linealidad, || 7|, < 2vle | Finalmente, para (3) = (1), veamos que como = —y € E, se tiene
Tz — Tyl =|T(x —y)||p < M ||z —y| g luego es Lipschitz. O
Definicién 44. Dada f : U C R™ — R™, U abierto, se define su derivada parcial i-ésima en xg € U
como g1 (o) = lfm HEHE)=IE) i exciste,

i t—
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Definicién 45. Sea f : U C R™ — R™ con U abierto y xg € U. Pongamos que f; : R™ — R es la

i-ésima componente de f. Supongamos que existen todas las derivadas parciales de la forma %(mo) con
je{l,....,m}, i€ {l,...,m} en zo. Se define la matriz jacobiana como Df(xy) = (aféiv(f“))ﬂ

La importancia de la matriz jacobiana es que permite dar explicitamente el diferencial de las funciones
que sean diferenciables:

Proposicién 52. Sea f: U C R™ — R™ con U abierto, diferenciable en xog € U. Entonces el operador
lineal (df )z, : R™ — R™ tiene matriz D f(xo) en las bases candnicas de R™ y R™.

Demostracién. Por la definicién de derivada parcial, tenemos que f;(zo+te;) = f; (xo)—l-wéixg)t+gij (t)
donde g;;(t) = o(t). Entonces, tenemos que:

0f1 (xo) 0 fm (z0)
8{)31‘ B 69@

f (ot ter) = (f1 (20) -+ fn (xo>>+t( ) (g (D) o (1)

Si ponemos G(t) := (gi1 (t),...,gim (t)) es facil ver que G(t) = o(t). En efecto, }1’1%% =
r

lim lgir ]+ +gim )] _ 0.
t—0 t
Atendiendo a la expresién original del diferencial, y viendo que si ¢t — 0, entonces te; — 0, se observa

que debe ser (df),, - €; = (afg)f”) ey afgz@"))7 que es lo que queriamos ver. O

Proposicién 53. Sean (E, ||| ), (F, ||| z); (G, ||| o) espacios normados, f: U C Ew— F yg:V C F—
G con U, V abiertos, y sea xo € U con f(xg) € V tal que f es diferenciable en xo y g es diferenciable en
f(zo). Entonces go f es diferenciable en xq, y (dg o f)z, = (d9) f(o) © (df )zy-

Demostracién. Primero veamos que tiene sentido considerar el diferencial de g o f en xg, dado que
por ser V abierto, Bc(f(z9)) C V para cierto e > 0, pero por continuidad de f en z; tenemos que
f(Bs(xg)) C Be(f(20)) CV para un § > 0 luego g o f existe en ese entorno de zg.

Ahora, si ||h|| < 6, entonces zg + h € Bs(zg) y por tanto f(xg + h) € Be(f(zo)). Si ponemos
f(zo+h) = f(xo) +w entonces estamos diciendo que ||w| < e. Tenemos las siguientes igualdades a causa
de la diferenciablidad:

{f(ﬂso +h) = f(w0) + (df o + 01(h)
9(f(z0) +w) = g(f(x0)) + (dg) f(xg)w + 02(w)
Pero entonces w = (df )z, h + 01(h), luego:

9(f(zo+h)) = g(f(wo)+w) = g(f(20))+(dg) f(zo)yw+02(w) = g(f(20))+(dG) f(w0) (Af )20 h(dG) f () 01 ()02 (w)

Como (dg) ¢(x0)(df )z, es acotado por ser composicién de operadores acotados, lo tinico que basta ver
es que (dg) f(zg)01(h) + 02(w) = o(h). Por un lado:

1(dg) f@oyo1(W)|| < M [lo1(h)|| = o(h)

Y por otro:

i Lo _ sl oy, sl [ o i B, BonO)

T [ 1 = | 2] ~ oo | il

Dado que por continuidad si A — 0 también w — 0. O
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Definicién 46. Sea f : U C E — F con E, F, espacios normados y U abierto. Si xg € U y v € E,

se define la derivada direccional en direccién de v, en g, como D, f(xg) = 1%ﬁn w

, si
—0

existe.

Proposicién 54. Si f con las caracteristicas anteriores es diferenciable en xq, entonces 3D, f(x¢) =
(df )zov, Yv € E.

Demostracion. Si v : R — E estd dada por v(t) = xg + tv, entonces es inmediato comprobar que
D, f(xo) = %t:o(f 0 v)(t). Como v(t + h) = (t) + vh + 0, estd claro que (dv):£ = v€ para cualquier
t € E. Por tanto, usando la regla de la cadena, D, f(x0) = (df )z, (d7)o = (df )z v- O

Esto nos dice ademéds que si no existe una relaciéon lineal entre D, f(x¢) y v, no puede ser diferenciable
f en xy. El reciproco en general no es cierto: hay funciones que tienen todas las derivadas direccionales,
incluso guardando una relacién lineal con el vector direccién, sin ser diferenciables.

Proposicién 55. Si f : U C E+— R", con E normado y U abierto, y ponemos f = (f1, fa,..., fn), con
cada f; : U — R, entonces, dado xg € U, se tiene que [ es diferenciable en xy <= f; es diferenciable
enxo Vi € {1,...,n}.

Ademds, en ese caso, (df)zoh = ((df1)zohy - -+, (dfn)zoh)-

Demostracién. Para ==, basta con definir el operador lineal 7; : R” — R con (z1,...,Z,) — ;.
Entonces observamos que f; = m;o f. Basta con usar la regla de la cadena: d(f;)z, = (d7;) f(0) © (df )zo =
o (df ), que ademds nos da la expresién que queriamos (es la j-ésima componente del diferencial de

£)-
Para <=, si h € F verifica xg + h € U, entonces:
filxo + h) = [j(x0) + (dfj)aoh + 0j(h)
Y por lo tanto:
f(xo +h) = f(zo) + (df1)eohs - - (dfn)zyh) + (01(h), -, 0n(R))

Si denotamos ((df1)zoh, - - - (dfn)z,h) = Th, basta ver que T es acotada ya que es claramente lineal.
TRy = > |(dfj)aoh| < ||R||Y- M; al ser las diferenciales de cada componente acotadas. Ya solo queda
ver que:

H(01(h)7‘~|~}-l,”on(h))||1 -2 ‘Hoiiﬁh)‘ — 0 luego el término de error es o(h) y hemos acabado. O

Proposicién 56. Sea f: U C R" — R™ con U abierto. SiVx € U, 30; f;j(z) la i-ésima derivada parcial
de la j-ésima componente en todos los i,j y son continuas en U, entonces f es diferenciable en U.

Demostracion. Por la proposicién anterior, basta con suponer que f : R"™ — R. Sea g = (a1,as, ..., a,)

U. Como U es abierto, el cuadrado Bs(z9)™ = zo+(—0,d)™ estd en U para cierto §. Sea h = (hy, ha, ..., hy) €

(—0,9)™. Entonces tiene sentido considerar f(xg + h). Vamos a desplazarnos de zo a h en incrementos
paralelos a los ejes, de la forma A; = f(ar + hi,..., a5 + hj,a41,8542,...,an) — fla1 + h1,...,aj-1 +
hjfl, Ay @ity -eey an).

Entonces tenemos que f(zo +h) — f(zo) = >_7_; A;. Como f es derivable coordenada a coordenada,
podemos considerar A; como una funcién de una variable (la j-ésima de f) y aplicar el teorema del valor
medio para ver que:

n

f(zo+h) — => A= Zang
1

Jj=
Donde fj € [(a1+h1,...,aj+hj,aj+1,...7 ),(al—i—hl,...,aj,l—i—hj,l,aj,...,an)] C $0+(—(5,6)n.
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Pero entonces:

n

flao+h) — Z (wo)hj = > (95(&5) — 05.f (wo))hy

Jj=1

Para concluir lo que se querfa basta con ver que esta cantidad es o(h). Pero se tiene que:

T.L,18j j—8j X E] laf(gj) af(m))
DCHIG h)ﬂ FEl H gl . Z (O, ) = 8 £(z0)

Y como cada 0;f es continua, entonces, si h — 0, tenemos §; — x¢ luego 9; f(&;) — 0;f(x0) = 0y
hemos acabado. O

Definicién 47. Sea f : U C R™ — R™, con U abierto. Si 30;f;(x) en U para todos los ¢,j y son
continuas, se dice que f € C*(U).

Asimismo, si k € N, y existen y son continuas todas las 9{* ... 92" f en U, con >} a; < k, entonces
se dice que f € C*(U).

Finalmente, si Vk € N, se tiene f € C¥(U), entonces se dice que f € C*(U).
Proposicién 57 (Schwarz). Si f : U C R™ — R, U abierto, y f € C2(U), entonces Vx € U se verifica
que 8§jf(:c) = aflf(x)

Demostracién. Sea p € U y i < j (si son iguales es evidente). Como U es abierto, B®(p) C U para un
d > 0. Dado r < § sea C, = p + te; + se; donde |t], |s| < r. Es decir, son puntos donde las coordenadas

distintas de 7, j son las de p, y las otras verifican que |z; — p;|, |z; — pj| < 7, o, lo que es lo mismo, es un
cuadrado en R™ de lado 2r. Entonces, como la derivada segunda es continua, aplicando Fubini:

pj+T ;DHrT r
// z)dz;dx; = / x)dz;dr; = 0;f(p+te; + sej)|i—_,ds =
P T

=T i—T

= f(p+re; +rej) — f(p+re; —re;) — f(p—re; +1ej) + f(p —re; —rej)
Pero aplicéndolo al revés llegamos a que [lc, 9; 0%, f(z)dxdx; = [ fc z)dr;dz; y de hecho:

o ffc r)dzidr; = 1 ffc dwldx] Ahora ya solo queda probar que hm o ffc 2 f(x)deyde; =
812]- f(p) v, tomando limites a ambos lados, habremos acabado. Se tiene que:

Y // x)da;dx; — 07 f(p ‘41 // 02 f(p)dw;da;| < 42// |02 f(z) — 02 f ()| dayda;

Pero por continuidad de las derivadas parciales segundas, si r es pequeno, entonces ese término verifica
que ;5 ffCT |02, f (x) — (p)| dwsdr; < 225 ffc )dz;dx; = € y hemos acabado. O

Observacion 3. Un argumento inductivo permite probar que si f : U C R™ — R™ con U abierto y
f € C*(U), entonces todas las derivadas parciales k-ésimas (o de orden menor que k) no se ven afectadas
por el orden en que se derive.

Definicién 48. Si f € C2(U) y x € U, se define el hessiano como H f(r) = (82 flx )) i . Por el lema de

Schwarz es simétrica. Induce una aplicacién bilineal hessiana, hess(f),,, dada por h — h'H f(z0)h.

El hessiano, si existe, permite entre otras cosas refinar la aproximacién incremental que hacia el
diferencial:
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Proposicién 58. Si f: U C R" +— R con U abierto:

1. Si f € C*(U) yxo € U, y h € R™ tal que x9 + h € U, entonces f(xo + h) = f(x0) + (df )uoh +
B0l o |A))%).

2. Si ademds f € C3(U) entonces f(xo+h) = f(xo) + (df )uoh + w +O(||hI*).

Demostracién. En primer lugar, Bs(xg) C U. Si fijamos h con ||h|| < d entonces zg + th € U para

t € [0,1] y estd bien definida g(t) = f(xo + th) entre [0,1] y R. Como g = f o~ donde ~(t) = zo + th,
entonces g € C%([0,1]) y por el teorema de Taylor:

9"

9(1) = 9(0) + g'(0) + &)

Aplicando la regla de la cadena, g'(0) = dfy) o 7'(0) = Vf(xo)h. Aplicandola de nuevo, g”(t) =

&0 0if (wo + th)hy = Y07y VO, f(wo + th)hhy = 377 4 0% f (w0 + th)h;h; = h'H f(x0 + th)h.
Luego finalmente, tras sumar y restar g”(0):

§€10,1]

FGo+ 1) = () + dfaghi+ 5 (W HF (o -+ €Y — W[ (w0)h) + S0 o)l

Pero se tiene que:

|h* (H f (w0 + €h) — H f(20)) B < |1l | H f (w0 + &h) — H f (z0)l| = o(|I1]]*)

Dado que si h — 0, entonces H f(xg + £h) — H f(xq) al ser las segundas derivadas continuas.
Si ademds f € C3(U), entonces analogamente:

o) =90) + g0 + L0 T ey

Y solo hay que ver que g’ (§) = Y7 k=1 5‘ka(xo+th)hihjhk. Luego, si M = méx; ; SUDe B, (20) |8fjkf(z)\,

que se alcanza al ser cada parcial continua y esa bola un compacto, entonces tenemos que |g"”' ()| <
3 3 3
M YT ey hallhgllhel = M IRI[T < MC? [Rl;, Tuego g™ (§) = O(|[A]"). O

Proposicién 59 (Valor Medio). Sea f : U C E +— R con E un espacio vectorial normado y U abierto. Si,
dados p,q € U, se tiene que [p,q) C U, y f es diferenciable en [p, q], entonces f(p) — f(q) = Vf(r)(p—q)
para un r € [p,q|.

Demostracién. Damos v(t) = tp + (1 — t)q en [0,1] — U. Entonces h = f o v es diferenciable, y
dhy = Vf(v(t))y'(t). Si aplicamos el teorema de valor medio real, entonces h(1l) — h(0) = dhe - 1 con
§ €10, 1], es decir, f(p) = f(q) = Vf(€p+ (1 = £)g)(p — ¢), como se querfa.

Proposicién 60. Si f : U C E— R", E normado, U C E abierto. Si [p,q) CU y f es diferenciable en
ese segmento, y tomamos un & € R™, entonces, hay un r € [p,q| con :

(&, f(p) = f(@) = & dfr(p—q))

Demostracién. Si escribimos h(z) = (£, f(x)), es decir, h = lof donde I(z) = (&, x), entonces verifica las
condiciones del teorema anterior, y lo tinico que hay que ver es que Vh(r) = d(l) s,y V f(r). Sin embargo,
como [ es lineal, entonces d(l) ¢y = I. Por lo tanto tenemos que (&, f(p)) — (£, f(q)) =1oVf(r)(p—q) =

(& V) (p—aq) O

Proposicién 61. Sea f: U C E — R" con E normado y U abierto convexo. Si f es diferenciable en U,
y K =sup{||Df(z)|,x € U}, entonces f es Lipschitz de constante K.

o
3
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Demostracién. Sean p,¢q € U. Fijado u € R™ ya sabemos que (u, f(p) — f(¢)) = (u, Df(z)(p — q)) con

z € [p,q|. Por otro lado sabemos que se puede escribir ||v||, = ||nﬁé§1 | (u,v) | (Cauchy-Schwarz) luego

entonces | f(p) — f(g)ll, = Hrrll‘é>_<1|<u,f(p) - flo) ] = Hrrll‘é)_<1|<u,Df(Z)(pfrJ)>| < [[DfR)p—a)ly =
ully= ully=

1D P —dlp < Klp = dll g H

Corolario. Si Df(x) = 0 para todo # € U en las hipétesis anteriores, entonces f es constante.

Definicién 49. Sea f: U C E — R con E normado y U abierto. Se dice que f tiene un punto critico
en xg € U si dfz, =0.

Definicién 50. Si f: A C X — R con (X, d) métrico y z¢ € A, se dice que zy es maximo local (resp.
minimo local) si 36 > 0 tal que si z € A se verifica d(z,z9) <0 = f(x) < f(zo) (resp. f(z) > f(zo)).
Si las desigualdades son estrictas, es un méximo local estricto (resp. ménimo local estricto).

Proposiciéon 62. Si f : U C E — R con U abierto en E normado, y [ es diferenciable en U, entonces
si zg € U es un extremo local, se tiene que xo es critico.

Demostracion. Suponemos que xg es maximo siendo analogo para el minimo. Fijamos h € E. Se tiene
2o +th € U si ||th| < § para cierto § > 0 por ser abierto, luego queda definida en un entorno del 0
la funcién: ¢(t) = f(zo +th) = f o~(t) con y(t) = x¢ + th. Como el 0 es maximo de ¢ por hipétesis,
entonces 0 = ¢'(0) = dfy,h. Como el h era arbitrario entonces dfy, = 0. O

Proposicién 63. Sea f : U CR" — R con U abierto y f € C*(U).

1. Sixgy es critico no degenerado (es decir, H f(xo) es no singular), entonces 36 > 0 tal que si x1 € U
es otro punto critico, se tiene ||x1 — xg|| > 0.

2. Si xo es un mdzimo, se tiene que la aplicacion Hessiana, Hess(f)z, dada por h — h'H f(xo)h,
verifica Hess(f)goh < 0. Si es minimo, se tiene Hess(f)z,h > 0.

3. Si xq es critico y ademds Hess(f) < 0, entonces es mdzimo estricto. Si es critico y Hess(f) > 0
entonces es minimo estricto.

Demostracién. Como H f(xo) es no singular, entonces ||H f(zo)z|, > cllz|, Vo € R™ (es fécil
comprobar que ¢ = ||Hf(x0)’1Hf(m0)H2 lo verifica). Tomamos u € R™ con |lul|, = 1, y considera-
mos ¢ : [0,1] — R dada por t — (u,Vf(xo+th)). Como Vf € C(U) entonces es diferenciable y
¢’ (t) = (u, H f(xg + th)h). Como ¢(0) = 0 usamos el teorema del valor medio y se tiene p(1) = ¢'(§) =
(u,Vf(xog+h)) = (u, Hf(r)h) con r € [zg,x0 + h|. Para cierto u de esos se tiene (u, Hf(xo)h) =
| £(wo)hll, lnego, finalmente, (u, ¥ f(zo+h)) — |H f(zo)hll + (u, (HF() — Hf(zo)h) > elhll, -
| (u, (Hf(r) — Hf(xo))h)| > c||h|ly — [[Hf(r) — Hf(zo)| ||h]|,. Por continuidad de H f, para h peque-
fio, se tiene que (u, V f(zo + h)) > §||hll, > 0 luego V f(zo + h) # 0.

Para la segunda afirmacion, sea ¢(t) = f(xo + th) definida para un entorno del 0. Como 0 es maximo
de ¢, entonces ¢”(0) <0 = h'H f(zo)h < 0. Anélogo para el minimo.

Para la tercera afirmacion, supongamos que V f(zg) = 0 y que H f(zg) > 0. Entonces h'H f(x¢)h >
¢||h]|* donde ¢ es el minimo autovalor de H f(x¢) que es positivo. Como f(z + h) = f(zo) + V.f(x0)h +
MLZ(IO)’L +o(||hl?) > flxo) +5 |h)|* + o(||k]|?), para un h cerca del 0, tenemos |o(||h]|*)| < 1 |A])? luego

flzo+h) > flzo) + § [hll* > f(zo) y andlogo para el méximo. O

Proposicién 64. Sea f: U C E — R™ con E normado. St U es abierto conexo y Idf(x) = 0 en todo
x € U, entonces f es constante.

26



2. DIFERENCIABILIDAD INDICE

Demostracién. Dado p € U sea V = {z € U : f(z) = f(p)}. Sea x € V. Entonces B, (z) C U para
cierto r > 0,y si y € B,(z), como las funciones de diferencial nulo en un convexo son constantes, tenemos
que f(y) = f(z) = f(p) luego B,(z) C V, luego V es abierto en X y por tanto en U al ser subconjunto,
y U abierto. Por otro lado, si {z,} C V cumple z,, — z, entonces f(z,) — f(z) por continuidad de f,
es decir, f(p) — f(z) luego f(x) = f(p) y por tanto x € V y V es cerrado en X y por tanto en U. De
esta manera, debe darse que V = U por conexién (si no, U\V y V separarian U) y hemos acabado. [

Definicién 51. Sea f: U C E — R con E un R-espacio vectorial cualquiera y U convexo. Se dice que
f es convexa en U si Vx,y € U, Vt € [0,1], se tiene f(tz + (1 —¢t)y) < tf(x) + (1 —1)f(y).

Proposiciéon 65. Son equivalentes:
1. f es convezxa en U.
2. Epi(f) ={(z,t) e U xR :t > f(x)} es convexo en E x R.
3. Vay,...xn €U yti,... .t >0 con Y, t; =1, se tiene f(3>, tix;) < >, tif(x;).

Definicién 52. Sea E un R-espacio y U C E. Entonces Env(U), la envoltura convexa de U, es el
minimo convexo de E que contiene a U.

Proposicién 66. Env(U) = (U’ donde los U’ son los convexos que contienen a U. También, Env(U) =
{reFE:x,...en€Uyti,....t, >0 con Y, t; =1 tales que x =), t;x;}.

Proposicién 67. Sea f: Q CR"™ — R con Q abierto convexo y f € C?(Q). Entonces f es conveza en
Q < Hf(x)>0Vze.

Demostracion. = . Sea x €  y v € R™. Como en demostraciones anteriores, la aplicaciéon (t) =
f(z + tv) estd bien definida en cierto (—6,8) y es de clase C?. Ademds, es convexa: ¢((1 — u)p + uq) =
Fl@ —w)(z+ pv) + ulz + qv)) < (1 —u)f(z + pv) + uf(x + qv) = (1 — u)p(p) + up(q). Por tanto,
tenemos " (t) > 0, es decir v'H f(z +tv)v > 0 y si t = 0, tenemos lo que querfamos dado que v y = eran
arbitrarios.

Para <= ,sean z,y € Qy v : [0,1] — R dada por ¢(t) = f((1 — t)z + ty). Como ¢"(¢)
(x —y)'Hf((1 — t)z + ty)(z —y) > 0 por hipdtesis, entonces ¢ es convexa, y en particular ¢(t)
(1 =1t)p(0) +tp(l) = (1 —t)f(z) + tf(y), que es lo que se buscaba.

De esto se sigue el siguiente resultado, que nos garantiza extremos incluso en puntos degenerados:

CIA

Proposicién 68. Si f : U C R" — R, con U abierto, f € C*(U) y 29 € U es un punto critico tal que
Hf(xz) >0 en un W entorno de xog en U, entonces xo es minimo local. (Andlogo para el mdzimo).

Demostracién. Tomamos W’ = B,.(zg) C W. Este conjunto es abierto convexo y tal que H f(x) > 0 en
W' por hip6tesis. Por tanto f es convexa en W’. Supongamos que en W’ hubiera un x1 con f(z1) < f(x0).
Por lo pronto sabemos que f((1 —t)xg+tx1) < (1 —1t)f(xo) +tf(x1) = f(xo) +t(f(x1) — f(z0)). Como
las funciones de ambos lados coinciden en 0, su derivada en 0 preserva la monotonia: D f(xg) - (1 —x0) <
f(z1) — f(zo) < 0, contradiciendo que D f(zq) = 0. O

Proposicién 69. Si f: Q C R" — R con Q abierto convexo y f convera, entonces f es continua.
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3. Teoremas de aplicacién inversa e implicita

El objetivo de la seccién es establecer el teorema de la funcién inversa, que permite invertir funciones
localmente, y el de la funcién implicita, que permite parametrizar superficies de nivel de funciones o, lo
que es lo mismo, resolver ecuaciones implicitas. En primer lugar definiremos un tipo de aplicaciones que
acortan la distancia entre puntos:

Definicién 53. Si (X, d) es un espacio métrico, la aplicacién f : X — X es contractiva si Vz,y € X,
con x # y, se tiene d(f(x), f(y)) < d(z,y). Se dice que es estrictamente contractiva si es de Lipschitz
con constante A < 1.

Observacion 4. Las funciones contractivas son de Lipschitz luego son continuas. Asimismo, las funciones
estrictamente contractivas son en particular contractivas.

Teorema 3 (Del punto fijo de Banach). Si (X,d) es métrico y completo, y f : X — X es estrictamente
contractiva, entonces lxg € X tal que f(xg) = xo.

Demostracién. La unicidad viene de ser contractiva: si f(z) = 'y f(y) = y tenemos que d(f(z), f(y)) =
d(x,y) lo que solo puede darse si x = y. Vamos a presentar una construccién del punto fijo para ver su
existencia. Sea z¢o € X arbitrario y x, = f"(x¢), donde f™ es la composicién n veces. Una primera
observacién es que d(z,,Tn_1) = d(f(xn_1), f(@n_2)) < Ad(Tn_1,Tn_2) < --- < A" 1d(xq,21).

Ahora, dados n > m > 1, tenemos que d(zy,, Tm) < d(Tm, Tmt1) Td(Tmi1, Tmi2)+- - Fd(@Tp_1,Tn) <
d(zo, 1) Z;L;; A < d(zg,71) Z;’;m N o= d(xo,xl)% — 0 cuando m — oo, luego esta sucesion es de
Cauchy.

Como X es completo, sea =’ aquel con x,, — x’, como f es continua por ser Lipschitz, finalizamos con

que Tpt1 = flxn) — f(2'), luego o’ = f(a). O

Definicién 54. Se dice que el espacio normado E es de Banach si es completo con la distancia de la
norma.

Proposicién 70. Sea :[0,1] — E con E de Banach, v continua. Entonces, si {pn}n es una sucesion de
particiones p, = {0,x1,...,2,_1, 1}, tales que diam(p,) — 0, se tiene que la suma de Riemann inferior,
I(v,pn) = 27;01 v(zj)|xj41 — x|, verifica que Elnh;rrgo I(,pn), no depende de la sucesién de particiones,

y se denota fol y(t)dt
Asimismo, se tiene Hfol t)dtH < fol lv(@)|l dt, y, en caso de estar en E = R™, y de que v € C1([0,1]),

se tiene que fo (t)dt = (1) — v(0).

Demostracion. Como v es uniformemente continua al estar en un compacto, si € > 0, hay un § > 0
tal que siy > x e y — x < 4, entonces ||y(y) — y(z)|| < e. Supongamos que P y @ fuesen 2 particiones de
[0,1], de tamafios n y m, con diam(P),diam(Q) < §. Primero vamos a ver qué ocurre si a P = (z;){ le
agregamos tantos puntos como se desee, comprendidos entre z; y ;1. Sea R = ()" esta nueva particién
y supongamos que hemos agregado k puntos. Entonces, la mayoria de términos son comunes y se cancelan
en: 107, R) — 1(7, P) = Y20 F qal) (@l — 2) —9(@3) (@541 — 25) = S ((al) = () (@l — 21). Esto
nos da la estimacién | 1(v, R) = I(, P)|| < 027 [ (v(w)) = v(@) | (yy — 2}) < ewypn — 25).

Supongamos ahora que T'= P U @, como lo podemos considerar como intercalar puntos en todos los
tramos de P, sigue que: | I(y, P) — I(y,T)|| < Z"_ e(xjp1 —x5) =€

Ahora si tomamos P = p, y Q = p.,, con n,m suficientemente grandes para que el didmetro sea
pequefio, entonces la estimacién anterior nos indica que {I(v, p,)}, es Cauchy, y por estar en un espacio
de Banach, converge. Si tomamos P = p, v Q = ¢, donde {g,} es otra sucesién de particiones de
didmetro convergente a 0, la desigualdad anterior nos indica que nh_{rgo M (v,pn) — I(v,qn)|| = 0y por

tanto dan lugar al mismo limite.
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= lim |[1(y,pa)[ < lm I(|[v[l,pn) = Jo I (®)] dt.

Para la afirmacién final, sea [; la aphcamon lineal y contlnua de proyecmon sobre la j-ésima coorde-
nada: l;(z1,...,2,) = z;. Por linealidad tenemos que ([ oy)'(t) =1j 0v'(t), y es una funcién de [0,1] en

Ahora, tenemos que Hfo ~(t dtH = H hm I(v,pn)|| =

R. Por un lado, fol(lj o) (t)dt = fol fyj 7;(1) = 7;(0). Pero por otro, como ; es lineal y continua,
se tiene fol Li(+/(t)dt =1, (fol ~'(t) fo t)dt];, y se tiene lo que se querfa. O

Con anterioridad hemos probado que las funciones f : E' +— R"™ diferenciables son Lipschitz. Vamos a
dar otro resultado similar pero siendo el espacio de llegada mas general:

Proposiciéon 71. Sea f: U C E+— E, con U abierto conexo y E de Banach. Si f es diferenciable en U,
y A =sup{||(df)z|| : © € U}, entonces f es Lipschitz de constante A.

Demostracién. Sean p,q € U. Sea g : [0,1] — E, dada por g(t) = f(tp + (1 — t)q). Vamos a abreviar
tp+ (1 — t)q = r;. Entonces, f(p) — f(q ) = g(1) — g(0) = 01 g (t)dt = fol(df)” (p — q)dt. Por tanto,
1£(®) = F@)ll < fo I(df)r,(p— ) dt < [y Allp = gl| dt = Allp - q]|. O

(
)

Definicién 55. Sean (X,d;) y
tiene d,(f(x), f(z')) > /\d (x, 2’

Observacion 5. Si f es coercitiva, entonces es inyectiva.

Y, d,) espacios métricos y f : X — Y tal que 3X > 0 con Vz, 2’ € X, se
Se dice que f es coercitiva de constante .

Proposicién 72. f : X — Y es coercitiva de constante A\ <= f es inyectiva y f~': f(X) — X
Lipschitz A = %

Demostracién = . Dados y,y’ € f(X), si escribimos f~'(y) = z y f~'(y') = 2’ entonces
por ser coercitiva, tenemos que d(f(z), f(2')) > Ad(z, '), luego d(y,y’) > M(f~1(y), f~*(¥')), lue-
go es Lipschitz con pardmetro A~!. <= es andlogo: dados z,2’ € X, por ser Lipschitz, escribimos

d(f72(f(2)), f7(f(®))) < xd(f(z), f(2)), de donde sigue lo que se quiere. O

Teorema 4 (De la Funcién Inversa). Sea f : Q@ C E — E, con E de Banach y Q abierto de E. Si
fe€CHQ) yxo € es tal que (df)s, es invertible, entonces 36 > 0 tal que:

1. Bg(l‘o) c Q.

2. f: Bs(xo) — f(Bs(xo)) es invertible y abierta (es decir, si A C Bs(xo) es abierto de E, entonces
f(A) también).

3. Se tiene f~' : f(Bs(xo)) — Bs(xo) verificando f~' € C'(f(Bs(x0))) y ademds (df 1) sy =
(f)zg -

Demostracién. En caso de que obtengamos f~! como se describe en el teorema, la parte final es
inmediata, dado que fo f~!' = f™'o f = Idg, de tal modo que Id = d(f o f~1) sy = (df)z, ©
(df 1) f(2o)» asi como Id = d(f ' o f)zy = (df 1) p(20) © (df )z, - Por tanto solo hay que probar la existencia
y diferenciablidad de 1.

Vamos a comenzar con un caso normalizado més sencillo. Supongamos que xg = f(zg) =0y (df )z, =
Id. La definicién de diferencial nos indica que para = € €, se tiene f(z) = x + g(z) donde ademés
g(z) = o(||z|). Claramente g(z) = f(z) — = y por tanto también g € C1(Q). Es decir, z + (dg), es
continua y ademads (dg)o = (df)o — Id = Id — Id = 0, de tal manera que si ¢ > 0, tenemos ¢ > 0 con
T € Bs(0) CU = ||(dg).|| <e.

Por tanto, como esa bola es conexa, la proposicién 71 garantiza que Vz,y € Bs(0), tenemos ||g(z) — g(y)|| <
€|z — y||. Si ademds suponemos que € < 1 arbitrario, entonces || f(z) — f(y)|| = |z + g(z) —y — g(y)|| >
|z — yll—llg(x) — g(y)|| = (1—¢) ||z — yl||. Por lo tanto f es coercitiva y sigue que f es inyectiva en Bs(0).
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Ahora vamos a ver que B1_¢)5(0) C f(Bs(0)), es decir, que hay una bola que se alcanza en su
totalidad partiendo desde Bs(0). Esto nos permitird fijarnos exclusivamente en los puntos que van a
parar a esa bola, teniendo asi{ sobreyectividad (ademds de inyectividad, ya garantizada por estar en
B;(0)). En primer lugar, sea y € B(1_¢)5(0). Veamos que y = f(x) con x € B;(0) <= z+g(z) =y <=
r=y—g(x) <= = Gy(x), con Gy(x) =y — g(x). Por tanto, solo hay que probar que G,(z) tiene un
punto fijo en B;(0). Que tiene un punto fijo sigue del teorema de punto fijo, dado que |Gy (z) — Gy (2')|| =
lg(x) — g(2")|| < €|l — 2'||, como ya vimos, con € < 1, luego es estrictamente contractiva, y aplicando el
teorema en el completo Bs(0) se tiene el punto fijo. Para ver que ademés estd en Bs(0), observemos que
Gy (@)l = lly — 9(@)|| = [ly — 9(0) + 9(0) — g(x)[| < [lyll + [lg(z) — g(O)]] < (1 —€)d + €|[x[| <4, es decir,
que Gy (Bs(0)) C Bs(0), luego hemos acabado esta parte.

Asi, por lo anterior, podemos tomar V' = B1_¢5(0) y U = F~1(V)N Bs(0), los dos abiertos, y por los
pasos anteriores, f : U — V es biyectiva (invertible), dado que como U C Bs(0) es inyectiva, y ademds
sabemos que f(U) = f(f~1(V)) N f(Bs(0)) =V N f(Bs(0)) = V por lo anterior, luego es sobreyectiva.

Como f es coercitiva en ese espacio, f~! es Lipschitz y por tanto continua. Es decir, f entre esos
espacios es un homeomorfismo (Aplicaciéon invertible continua con inversa continua). Ahora veremos
que ademas es diferenciable en 0. Sabemos que, de serlo, su diferencial debe ser la identidad, luego

R
pongamos y € V\{0} y notemos que I H(yyl\) o ”mﬂiﬁm)” = ”mﬂil(f)”%. Pero por ser Lipschitz,
Il = (|77 )| < t= llyll, de tal manera que:
~1
~ - 1
@ -l @l L

1yl I I

El limite de la derecha se tiene dado que (df)o = Id. Pero si y — 0, entonces  — 0 al ser x = f~1(y),
! continua y f(0) = 0.

Ahora procedamos con el caso general. Vamos a normalizar f al caso previo, a través de funciones
invertibles, de tal modo que una vez la normalizacién sea invertible local por lo visto anteriormente, lo sera
f deshaciendo las transformaciones. Sabemos que si ||h|| < §, entonces zo+h € Q. Sea G : Bs(0) — E con
G(h) = (df) ;.1 (f (zo + h) — yo). Como vemos, la aplicacién G es composicién de una afinidad (invertible)
con f, con otra afinidad, con (df) ;Ol, todas invertibles. Por tanto, si G es invertible, f deberd serlo. Ahora
bien, G(0) = (df);. (f(z0) — o) = 0y ademds (dG)o = (df),,! © (df)a, o Id = Id, dado que la diferencial
de la afinidad h — zo + h es la identidad. Por tanto, aplicamos el caso previo a G y tenemos lo que
queriamos. Ademés, como G es diferenciable en 0, f~! ha de serlo en 7, dado que podemos escribir:

G(t — o) = (df )z, (f(t) —y0) = f(t) = dfu,(G(t —20)) +yo = f7'(t) = 20+ G (dfy, (t — y0))

Y la regla de la cadena nos indica que f~! es diferenciable en .
Finalmente queremos poder afirmar que f~! € C! en un entorno de g, que esté en V. En concreto,
aV’'={f(z):z€V,3(df),; '}, que es donde hemos probado que es diferenciable. Asi, restringiendo atin

més f, tendremos todo lo que queremos. Para ello necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4. Si A € L(E) es invertible y X € L(E) con || X|| < HA_lH_l, entonces A + X también es
AP x
invertible y ||(A + X))t - A_1|| < %. En particular X — X1 es continua.
Este lema surge de que si [|A|| < 1, entonces (I + A) es invertible y su inversa es > 2 (—1)"(A4)".
Entonces, tomamos A + X = A(I + A~ X) y aplicamos el lema sobre el factor de la derecha.
Gracias a este resultado, tenemos que como f es C', entonces x — (df ). es continua, luego = —
(df)z" = (df ') §(x) también lo es y tenemos lo que querfamos. O
A continuacién vamos a ver que en R"™ la regularidad, de hecho, se mantiene a niveles superiores,
gracias al siguiente resultado:
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Proposicién 73. Sea j : GL(R™) — GL(R™) dada por j(A) = A~1. Se tiene j € C*°(GL(R"™)).

Demostracién. Es correcto hablar de diferenciales dado que GL(R™) = det~!(R\{0}) y por tanto es
un abierto. Como A~1 = madj(AT), entonces, cada componente es (A1), ; = (—l)iﬂ% que se
trata de un polinomio en las componentes de A y por tanto es C'°°; siempre que det A £ 0 lo cual ocurre

siempre al ser A € GL(R™). O

Proposicién 74. Si f : U C R" + R" con U abierto, f € C*(U) y 2o € U con df,, invertible, entonces
la inversa local f=1 del teorema de funcién inversa verifica que f= € C*(f(Bs(x0)))-

Demostracién. Tenemos que (df ~1), = (df);,ll(y) = (jodf o f~1)(y) si entendemos por j la inversién
y por df la funciéon x — df,. Si k = 1 por tanto el resultado es inmediato del teorema de funcién inversa
y véalido en cualquier espacio de banach. Ahora procedemos por induccién. Supongamos que se da el
resultado hasta k, y sea f € C*¥*1(U). Hemos visto que df ™! es composicién de 7, que es C*, df, que
es C* por hipétesis, y f~1, que por hipétesis de induccién es C* dado que f es también C*. Por tanto
df~1 es C* y esto indica que f~1 es CF*+1, O

El teorema de la funcién inversa nos da lugar al de la funcién implicita: si tenemos una funcién de
m + n variables y n componentes, aquellos puntos que la anulan (si queremos, soluciones de un sistema
dado por las n componentes) verifican (bajo ciertas condiciones) que, en un entorno suyo que también
anule la funcién, existe una funcion implicita que relaciona n de las variables con las otras m. Es decir,
en un entorno de la solucién dada, las demés soluciones se pueden saber conociendo tinicamente m de las
componentes: por ello, se dice que hay m grados de libertad: las otras n son funcién de ellas.

Teorema 5 (De la funcién implicita). Sea f: U C R™*" s R™ con U abierto y f € C*(U) con k > 1.
Dado z € R™" o escribiremos como x = (y,z) cony € R™ y z € R™. Sea a = (yo,20) € U tal que:

1. f(a)=0

2. Si escribimos Df(a) = Df(yo,20) = ([8’;21)} ‘ [&;(;)D, con [ag—gj)} € Muxm la matriz de

parciales Tespecto a las m primeras componentes, y {6{9‘7(;)} € M, xn aquella con respecto a las n

ultimas, se tiene que [%(;)} es invertible.

Entonces, 3V C R™ y W C R"™ abiertos, con yo € V, z9 € W tales que:

a. VxWcU

b. Ao Vs R, conp € CF(V), p(V) C W y (V xW)N f710) = {(y,0(y)) : y € V}. Esta es la que
se conoce como implicita y determina el resto de soluciones a f(x) =0 en ese entorno de a.

Demostracién. Vamos a denotar D, f(z) = [%;“)} y Daf(z) = {a{}(j)} para abreviar. Definimos
h:U C R™" s R™+7 dada por h(y, z) = (v, f(y,2)). h € CK(U) al serlo f, y es facil calcular:

I, 0
Dh(y,z) = [le(y, z) Daf(y, z):|

Que es invertible en a = (yo, 20) por ser triangular inferior por bloques, y ser Ds f(yo, zo) invertible. Por
el teorema de funcién inversa tenemos U; C R™*" y 0 C R™ con a € Uy, (yo,0) € £, abiertos y tales
que h : Uy = Q es un CF-difeomorfismo. Sea 71 : R™*™ s R™ dada por m(y, 2) =y y 72 : R™T" s R”
dada por ma(y, z) = z. Son claramente lineales, C*° y ademds veremos que son abiertas. Basta con que
la imagen de una bola sea abierta, dado que los abiertos son uniones de bolas. (y',2') € B (y,z) <~
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1Y =y, 2" =2l <7 = ma{lly =¥/l Iz = 2} <r < (¢¥,2) € BX(y) x BX(2), luego se

tiene 1 (B°((y, 2))) = B*(y) y m2(B°((y, 2))) = BX*(2).
Ahora, si g; = m; 0 h™1, es decir, h~1(x) = (g1(x), g2(x)), tenemos lo siguiente si z = (u,v) € Q:

(U,U) = h(hil(uvv)) = h(gl(uvv)ag2(uvv)) = (gl(uav)a f(gl(uvv)aQZ(uvv)))

Luego u = g1(u,v) y v = f(g1(u,v), g2(u,v)), o lo que es lo mismo, v = f(u, ga(u,v)) y h~1(u,v) =
(u, g2(u, v)). Esto nos dice que Uy N f~1(0) = {(u, g2(u,0)) : (u,0) € Q}. La inclusién a derecha es porque
f(u, g2(u,0)) = 0 segtin la ecuacién anterior, y porque h~*(u,0) = (u,g2(u,0)) luego estd en U;. La
inclusién a izquierda es porque dado (u,v) € Uy, f(u,v) = 0, por un lado tenemos h~1(u,v) € Q y por
otro h=1(u,v) = (u, g2(u,v)), pero 0 = f(u,v) = f(u,g2(u,v)) = v luego de hecho v = 0.

Por lo tanto, podemos reescribir aquello como Uy N f~1(0) = {(u, p(u)) : u € V}, donde V = 1 (U1)
abierto segiin discutimos antes, y ¢(u) = ga(u,0), que es C* por serlo go. Ahora, si x € U; con x = (y, 2),
y eV, zem(Uy) =W, tenemos que V X W es entorno de a, por serlo Uy, ademéds V' es entorno de yo y
Wde zo, y (VxW)n f71{0}) = U1 N f71({0}) = {(u, p(u)) : uw € V} como se queria. O

Proposicién 75 (Derivacién implicita). En las hipdtesis del teorema anterior y con la misma notacion,
tenemos que Dp(y) = —Daf(y,(y)) " D1 f(y, p(y)), siempre quey € V.

Demostracion. Si llamamos ¢(y) = (y, ¢(y)) con g : V — R™T" La regla de la cadena nos indica que
como 0 = f(y,(y)), entonces 0 = D f(y, p(y))Dq(y). Es decir:

0= [D1f(y,0(y)) D2f(y,(y))] [Din(ly)}

Multiplicando y despejando se tiene lo deseado. O
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4. Subvariedades de R"

Definicién 56. Sean U; C R™ y U C R™ abiertos no vacios. Se dice que o : Uy — Us es un C*-
difeomorfismo, con s > 1, si ¢ € C*(U;), es biyectiva, y 0= € C*(Us).

Observacion 6. Para que sea un difeomorfismo, es obligatorio que m = n, es decir, que las dimensiones
de los espacios de partida y llegada coincidan. Esto es asf porque como oot = Idy, y 0 to = Idy,, la
regla de la cadena nos dice que Do(z)Do~(o(z)) = Id = Do~ *(o(x))Do(x), y para que esas matrices
se puedan operar de ambos lados, debe darse que m = n.

Definicién 57. Sean los enteros n > 1y 0 < k < n. Se dice que X C R™ es una C*®-subvariedad
de dimensién k si, Vo € X, 3U, U’ C R™ abiertos con x € U y 30 : U = U’ un C* difeomorfismo
(denominado aplanador) tal que o(X NU) = U’ N (R¥ x {0,,_1}).

Es decir, localmente, la variedad X es difeomorfa a un entorno en R¥.

Observacion 7. Si k = 1 se habla de curvas, y si k = 2 se habla de superficies. Asimismo, si k = 0 se
trata de conjuntos discretos, y si k =n — 1 se trata de hipersuperficies.

Por ejemplo, en R™ si U C R"™ es abierto, basta con tomar para todo x € U, la aplicacién Id : U — U
y vemos que se trata de una n-variedad.

Otro ejemplo: Si A = zg + V un espacio afin de R", con V siendo k-dimensional, y U C A es
abierto relativo, es decir, U = AN Q con Q abierto de R™, tenemos que U es una k-variedad. Tomamos
T : R™ — R" ortogonal, lineal, que mueva V asi: T(V) = V' = R¥ x {0,,_1 }. Definimos p(z) := T'(x — z0).
Entonces como tanto 7' como x — ¢ son C*°, e inyectivas, se trata de un difeomorfismo entre Q y ().
Asimismo, p(QNU) = (2N A) = p(Q) Np(A) = Q) NT(V) = p(Q) N (R* x {0,,_1}), satisfaciendo
la definicién de k-variedad.

Proposiciéon 76. Sea X C R™ un conjunto de puntos aislados. Es decir, Vp € X, 3U C R"™ abierto con
pelU yUNX ={p}. Se tiene que X es una 0-subvariedad C>.

Demostracién. Dado p € X, tomamos el U de la definicion de aislado y exponemos o : U — R™ dada
por o(x) = & — p. Esté claro que es un C*°-difeomorfismo. Ademéds, o(X NU) = o({p}) = {0}. O

Proposicién 77. i ® : Q C RF — R"F 5 C*(Q) con Q abierto, entonces X = Gr(®) = {(z, ®(v)),x €
0} es una k-subvariedad C* en R™.

Demostracién. Sea W = Q x R"*_ que es abierto por serlo  en R¥. Entonces damos o : W — W
dada por o(z,2’) = (z,2' — ®(x)) donde = = (z1,...,2x) € Qy 2’ = (Tk41,...,2n). Es C® por serlo ¢
y ademds tiene inversa: o~ 1(y,y’) = (y,y’ + ®(y)) con la misma notacién. Efectivamente: o~ to(z,2") =
o Nz, 2' — ®(x)) = (z,2' — ®(x) + ®(x)) = (z,2') y andlogo al revés. Esta inversa es C° al serlo ® luego
o es difeomorfismo. Finalmente (y,y') e c(WNX) << (v,y) = o((z,®(z))) con (z,P(z)) € W «—
(v, 9) = (z,®(x) — (x)) = (2,0) con (z,0) € W <= (y,9') € 2 x {0}.

Observacion 8. Podemos aplicar ® en cualesquiera k variables de R™ y entonces Gr(®) es subvariedad.
Arriba se ha probado cuando ® se aplica en las k primeras pero basta con reordenarlas si es preciso.

Ahora que sabemos que los grafos son variedades, veamos otra manera de obtener variedades en

relacién a funciones:

Proposicién 78. Sean m,n enteros con 1 < m < n. Sea Q C R"™ abierto y f: Q— R™ con f € C*(Q),
s > 1. Dado b € R™ tal que rg(Df(a)) = m (el mdzimo posible) en todo a € f~1(b), entonces, o bien
F71(b) =0, o se trata de una C*-subvariedad de dimension n —m.

Demostracién. Suponemos que f=1(b) # (. Si n = m, dado a € f~1(b), como Df(a) es invertible
(tiene rango m y es cuadrada), aplicamos el teorema de la funcién inversa y obtenemos U, C U abierto
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con f inyectiva en U,, y a € U,. En ese caso U, N f~1(b) = {a} a causa de la inyectividad. Pero entonces
f71(b) es un conjunto de puntos aislados, de tal manera que es una O-variedad. Por otro lado, si m < n,
dado a € f~1(b) el teorema de la funcién implicita afirma que hay un abierto de R”, digamos W C R",
cona € Wy Wn f1(b) es grafica de cierta funcién ® : U — R™ con U C R"™™ con ® € C*(U), en
cierto abierto U € R”~™ y por lo probado anteriormente es una (n — m)-subvariedad. O

Por ejemplo, la esfera (n — 1)-dimensional, S"~! = {x € R" : ||z||, = 1} = g~ (1), donde g : R" — R
dada por g(z) = ||x||§, que es C*°(R™), verifica por el resultado anterior que es una subvariedad n — 1
dimensional de R™, dado que Dg(a) = 2a y si g(a) = 1, se tiene que 2a es de rango 1 o superior.

Definicién 58. Sea U C R* abierto. Se dice que f : U +— R” es una inmersién si f € C*(U) y Yo € U
la aplicacién Df(z) : R* s R™ es inyectiva.
Observemos que debe ser que & < n porque si no es imposible que sea inyectiva. Por tanto, la condicién

de inyectividad equivale a decir que rg(D f(x)) = k para cualquier x € U.

Proposicién 79. Sik <n y f: U C R¥ s R" es una inmersion de clase C*, y U # (), entonces f(U)
se puede expresar una union de subvariedades C° de dimension k de R™.

Demostracién. Sea g € U. Si f = (f1,..., fn), reordenamos si es preciso para que Df(xg) =
V fi(zo)
: tenga las primeras k filas linealmente independientes. Entonces definimos o(z) = (f1(),. .., fk(z)),
vfn (l‘o)

como vemos o : U — R¥ y es C*. Por construccién, Do (zg) es invertible luego Uz, C U con o : Uy, —
W,, difeomorfismo de clase C*. Si 7 : R® — R¥ y 7@ : R” + R" ¥ son las proyecciones dadas por
w(z1,. . Tn) = (X1, 2k), T(T1,. -, Tn) = (Tkt1, ..., %), tenemos que f(Uz) = {y € R" : w(y) €
Wi, T(y) = 7#(f((c7 1 (m(y)))))} = Gr(7o foo tom W,,) y por ser grifico de una funcién C* en un
abierto de RF que va en R" %, es una variedad k-dimensional. Aplicando esto a cada punto se tiene la
unién deseada, dado que U = | Uy, luego f(U) = f(Us,) que son variedades. O

Definicién 59. Si X es una subvariedad C® k-dimensional en R", una parametrizacién de X es
®: W C R¥ s R con W abierto, ® € C*(W) y ®(W) C X, ademés de que ®(W) considerado en X
debe tener interior no vacio (es decir, 3U # @ abierto en X con U C ®(W)). Al conjunto ®(W) se lo
denomina parte parametrizada.

Si ademas es inyectiva e inmersién, se dice que es una parametrizaciéon regular.

Observacion 9 (Parametrizaciones grafo). Un ejemplo de parametrizacion: fijado U C RF abierto y
¢ : U+ R" una funcién C°. tenemos la parametrizacién ® : U + R"** con ®(u) = (u,¢(u)) que es
I,
Dy(u
grafo. y parametriza la variedad grafica de ¢ en U. Consideraremos que si P : R s R™"* permuta
las coordenadas (P(x1,...,Tn4k) = (To(1),- -+ To(mik)) Para o € Syip), la parametrizacion P(®(u))

también es parametrizacién grafo.

regular. Ademads es inyectiva y D®(u) = ( )> que es de rango k. Se denomina parametrizacién

Proposicién 80. Sea U C R* un abierto y ¢ : U — R™ con ¢ € C*(U). Sea X = {(z,p(x)) : x € U}
una variedad (su grdfica) k-dimensional de regularidad C" en R™**. Entonces se tiene r = s. (En el
sentido de que X no supera en regularidad a p, ya sabiamos que al menos era C*).

Definicién 60. Sea X una subvariedad C° k-dimensional de R™. Se define, dado p € X, el espacio
tangente a X en p como T,X = {7/(0):36 >0y v: (=6,8) = X con v € C*((-46,6)),~(0) = p}.

Es decir, son los posibles vectores velocidad de curvas que pasan por el punto a través de la variedad.
Forman un espacio vectorial:
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Proposicién 81. Si X C R" es una subvariedad C*® k-dimensional, y p € X, entonces T,X es un
subespacio vectorial de R™, de dimension k.

Demostracion. Sea p € X. Por ser variedad, es localmente grafica de funcién (se verd posteriormente),
es decir, 3U C R™ abierto con p € X tal que UN X = {®(u) : w € V} con V C RF abierto y
®(u) = P(u,p(u)) una parametrizacién grafo con ¢ € C°. Si definimos entonces 7 : R" ~ R¥ por
T(21,...,%n) = (To(1),- -+, To@k)) con o la dada por P, estamos diciendo que ¢ = ®(7(q)) siempre que
qeUNX.

Ahora, dada « : (—6,8) — X una funcién C* con a(0) = p, como U es abierto, 3§; > 0 tal que
si |t| < 61, a(t) € U. Pero a(t) = ®(B(t)) si B = mo«a luego B € C!. Por la regla de la cadena
O/(t) = D@B(t)ﬂl(t) luego ,6,(0) = D(I)ﬂ-(p)ﬂ/(()) S Im(D‘I)ﬂ(p)). Asi, T,X C Im(D(I)Tr(p)).

Por otra parte, dado cualquier v € R¥, tenemos que si y(t) = 7 (p) + vt, como 7(p) € V abierto,
tenemos que si ¢ es pequeiio, y(t) € V. Si a(t) = ®(B(t)), entonces a'(0) = DP,,y3'(0) = D0,
luego como v era arbitrario, Im(D®,,)) C T, X, por lo que vale la igualdad y es un subespacio imagen.
La dimensién es k porque como ® es inmersién, rg(D®(,) = k. O

Proposicién 82. Sea U C R¥ abierto y f : U — X con X una subvariedad C* k-dimensional de R™.
Dado a € U se tiene que Im(Dqy f) C Ty X, siempre que f € cYU).

Demostracién. Damos « : (—§,d) — U dada por a(t) = a + vt con v € R¥ arbitrario y J para que la
imagen esté en U. Sea 8 = f o a. Entonces '(0) = Df,a/(0) = Dfqv, y 5'(0) € Tjq)X por definicion,
pero v era arbitrario luego I'm(D,f) C Tf(q)X. O

Proposicién 83. Si X C R" es C*-subvariedad k-dimensional y ® : U C R¥ — X con U abierto,
® € C*(U) es una parametrizacion reqular de X, entonces ®(U) es abierto en X y ® : U — ®(U) es un
homeomorfismo (biyectiva e inversa continua).

Demostracién. Si p € ®(U), es decir, p = ®(a), a € U, entonces IV C R™ entornode pcono : V — V’
verifica o(V N X) = V' N (R* x {0}) y es C* difeomorfismo. Sea 7 : R ~ R¥ la proyeccién sobre las
primeras k coordenadas. Observemos que 7|,(ynx) es biyeccién al ser el valor de las tltimas n — k
coordenadas fijo a 0. Como & es continua, 3U, C U entorno de a con ®(U,) C V. Definimos el morfismo
Q=mo0cod: U, RF. Esinyectivo al serlo cada uno de los 3 de los que estd compuesto (® en Uy por
ser parametrizacién regular, o en ®(Uy) por estar en V y en X, y w en o(V N X) como hemos discutido),
y es C° por serlo cada uno. Ademads, si b € U,, tenemos D) = 7o Dog;y © D®y, que tiene rango k
(mdximo) por tener rango maximo cada una de las 3 de las que estd compuesto.

Por tanto, el teorema de la funcién inversa dice que 2 es localmente invertible en todo punto de
U, v como € ya es invertible sobre Q(U,) por ser inyectiva, nos dice que Q : U, — Q(U,) es un C*-
difeomorfismo, pero ®~! = Q7! o 7 0 7, luego es continua. Pero podemos expresar U = U.cv Ua, luego
como ! es homeomorfismo en cada U,, tenemos que ®(U) = (J,cry ®(Ua) es unién de abiertos y por
tanto es abierta. El mismo razonamiento vale para cualquier subconjunto abierto W C U, luego ® es
homeomorfismo en U. O

Proposicién 84. Sea X una subvariedad C* k-dimensional de R™ y ®; : U; C RF — X unas parame-
trizaciones regulares C*, con U; abiertos, i € {1,2} y W = &(Uy) N ®(Us) # 0. Entonces ¢ : Uy — Uj,
dada por ¢ = ®;' o @y, donde U] = &7 (W) y Uy = &, (W) son abiertos, verifica que ¢ es un
C?-difeomorfismo. Es decir, el cambio de parametrizaciones es difeomorfismo.

Demostracién. U] es abierto porque ®; es continua y W es abierto por ser cada ®; un homeomorfismo
de acuerdo a la proposicién previa. Sabemos que 1 es homeomorfismo por ser composicién de homeo-
morfismos. Ahora, sea p € W. Entonces, tenemos <I>;1 = Q;l omoa, con ; un C*-difeomorfismo y
o el aplanador, como en la demostracién de la proposicién previa, en un entorno de p. Pero entonces
Y= (Qlooom)or oo o =05 00 en un entorno de ®;*(p), que es un C*-difeomorfismo por
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ser composicion de difeomorfismos. Como esto vale para todo p € W, entonces ¢ es un C*-difeomorfismo
en todo &7 (W) = U]. O

Definicién 61 (Funcién diferenciable en una variedad). Sea X una variedad C*® k-dimensional de R”, y
f: X — R™ una funcién en la variedad. Se dice que f es diferenciable en p € X si 3@ : U C R* — X
con U abierto y ® parametrizacién regular tal que p € ®(U)y fo® : U — R™ es diferenciable en ®~1(p).

Proposicién 85. Dadas ®; : U; — X dos parametrizaciones requlares conp € X yp € ®1(U;) NPo(Us),
y f: X — R, la diferenciablidad de f o ®; en &' (p) equivale a la de f o ®y en &5 (p), luego si f
es diferenciable en p, todas las parametrizaciones regulares que lleguen a p verifican la definicion
anterior.

Demostracién. Tenemos que f o &y = f o ®; o1p~! con 9 el cambio de coordenadas de la proposi-
cién previa, luego si f o ®; es diferenciable en ®7'(p), entonces f o @y lo es en ¥(P7*(p)) = D5 (p).
Anélogamente se tiene la otra implicacion. O

Proposicién 86. Si X es una C®-variedad k-dimensional en R™ y p € X, entonces 3U C R"™ abierto
conp €U, tal que UNX = ®(V) con ®: V C R¥ s X una parametrizacion regular C° yV abierto. Es
decir, las variedades se pueden parametrizar reqularmente de manera local.

Demostracién. Sabemos por definiciéon que AU C R™ abierto con p € U y o : U +— U’ el difeomorfismo
aplanador tal que (X NU) =V con V = U’ N (R* x {0}) que se puede interpretar como un subconjunto
de R* (ignorando las n — k tltimas coordenadas), que de hecho es abierto dado que U’ es abierto en R™.
Entonces basta poner ® = o0~ : V +— X NU. Por lo que hemos visto antes, ®(V) = o~ (V) = X NU,
como o es C*-difeomorfismo, entonces ® es C*, es inyectiva por serlo o~ !, y finalmente D®(x) = Do~1(x)
que es invertible porque o es difeomorfismo. O

Proposicién 87. Sea X una C®-subvariedad k-dimensional de R™ y p € X. Entonces, 3U C R™ abierto
conp € U tal que UNX = {P(x,p(x)) : x € V} donde P(x,p(x)) es una parametrizacion grafo, V.C R¥
abierto y ¢ : V = R"F con ¢ € C*(V).

Demostracién. La proposicién previa nos dice que hay ® una parametrizacién regular cuya parte
parametrizada contiene a p. En la demostracién de la proposicién 79 vimos que toda inmersién verifica
que su imagen es unién de grafos, dado que en un entorno de cada punto de su imagen, se puede expresar
la parametrizacién como grafo. Por tanto, combinando ambos resultados, se tiene que en un entorno de
p, la parte parametrizada es un grafo. O

Proposicién 88. Si X es una C*-subvariedad k-dimensional de R™, y U C R™ es abierto con UNX # ()
yf:U—R™es feC"(U), entonces f = flunx, la restriccion sobre la variedad, es diferenciable de
regularidad C™™{s} en la variedad.

Demostracion. Dado p € X N U, sabemos que una parametrizacion regular 3¢ : V +— X tal que
p € ®(V), V C RF abierto. Pero entonces la funcién f o ® : R¥ — R™ es de regularidad C™™{"s} en
p, dado que es composicién de ® que es C*® y f que es C". Por definicién, entonces, se tiene lo que se
queria. O

4.1. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange.

La motivacion es restringir funciones a variedades, es decir, establecer relaciones que deben verificar
las variables de las funciones, y tras esa restriccién, obtener los puntos donde las funciones alcanzan su
valor maximo o minimo.

Proposicién 89. Sea X una C*®-variedad de dimension n —m en R™ dada por X = g~ '(a) donde
g: U CR"— R™, con U abierto y g € C*, y para la cual Dg(x) es de rango mdzimo (m) Va € X.

Sea ahora f : V C R™ + R con V abierto. Si VN X # 0, y ponemos f = flvnx, se tiene que si
p €V NX esun extremo local de f, entonces debe cumplirse lo siguiente:
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1. A :R™ — R lineal tal que p es critico en la funcion f—1og.

2. A= (A1,..., A\m) € R™, llamados multiplicadores de Lagrange, que verifican:
V() =A"Dg(p) = \iVgi(p)
i=1

Demostracién. Denotamos D1 f(p) = [%] y Daf(p) = [%] y lo mismo para g.

Reordenamos si hace falta las variables para que 32 C R™ abierto, con p € Q, tal que QN X =
Gr(p,V) con V.C R"™ abierto y ¢ : V +— R™ una funcién C*®. Recordamos de la demostracién de
la proposicién 78 que esto es posible cuando Dag(p) es invertible, pero como tiene rango m basta con
reordenar convenientemente las variables.

Tenemos que la funcién F : V — R dada por F(x) = f(z,¢(x)), tiene un extremo en g, donde
p = ®(z0) = (20, p(0)), dado que f tenfa un extremo en p. Por lo tanto, 0 = DF (z¢) = D f(p)-D®(z0) =

D1 f(p) + D2f(p) De(x0)-
Por otra parte, como g(p) = a, entonces g(zo,p(zg)) = a, de tal manera que, diferenciando, 0 =

Dg(p)D®(x0) = D1g(p) + D2g(p) Dy (o). En ambos casos hemos usado que D®(xq) = (I("B':D)(XCE(")_M)
0

Ahora tenemos entonces que Dg(xg) = —Dag(p)~1D1g(p). Sustituyendo en la primera expresiéon

se sigue que 0 = D1 f(p) — Daf (p)D2g(p)~*D1g(p) = D1f(p) — 1 o D1g(p). Donde la aplicacién lineal

| = Daf(p)Dag(p)~t : R™ +— R. Por otra parte, directamente de la definicién de [ se tiene que 0 =

D5 f(p) —lo Dyg(p). Combinando las expresiones se llega a 0 = D f(p) — [l o Dg(p), que muestra lo que se

querfa. Para terminar, como I(y) = >..*, \;y;, entonces se tiene que 0 = ng) D EPY ag;(f). O

Proposiciéon 90. Sea X una C?-subvariedad k-dimensional en R™. Se tiene que toda componente coneza
de X es otra C?-subvariedad k-dimensional, y ademds son coneras por arcos.

Demostracién. Si es conexa hemos acabado. Si no sea p € X y X, la componente conexa de p. Dado
€ X, seleccionamos Uy, entorno de ¢ que verifica (X N X,)\U, = 0, es decir U, N X = U, N X,. El
o : Vg = V, aplanador que existe por definicién de X, entonces o|y,ny, sobre su imagen sigue siendo
difeomorfismo C* y por como se eligi6 el Uy, verifica que o(X, NV, NU,) = (X NV;NU,) que sabemos
que queda en R x {0} como se querfa.
Ahora, para ver que X, es conexa por arcos, sea XZ', la componente arcoconexa de p. Lo que vamos
a ver es que X, es abierta y cerrada a la vez en X, luego como es no vacia debe coincidir. Dada
{@n}n C X, = q € X, como 3U C R" abierto tal que UN X = {P(z,9(x)) : x € V}, V abierto de
R¥, tomamos n suficientemente grande como para que g, € U y por tanto ¢, = P(zp,¥(x,)). Asimismo
escribamos ¢ = P(zg, ¥(x0)). Como V es abierto, 3§ > 0 tal que Bs(xg) C V. Si n es lo suficientemente
grande como para que g, € U y ademds z,, € Bs(xg), entonces como [z,,zq] € Bs(zg) C V, podemos
definir el arco continuo: y(t) = P((1 —t)zy, + txo, ¢ ((1 —t)z, +txo)) que conecta g, con g, luego q € X,
Por otro lado, si ¢ € X, tenemos que si ®(x) = P(x,%(z)), como es parametrizacién regular sobre
la variedad X,, ®(V) es abierto de X. Tomamos B = B,.(®7!(q)) € V, conexa por arcos, luego ®(B) es
abierto conexo por arcos y por tanto ¢ € ®(B) C X, O
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5. Formas diferenciales de R"

Definicién 62. Sea U € R" abierto. Una 1-forma exterior es una aplicacién definida en U, dada por:
w:p > wy con wy : RY — R un elemento del dual de R, el espacio tangente a p (isomorfo a R™).

Obsérvese que fijada una base {e1,...,e,} en R}, denotando a su dual por {(dz1), ..., (dz,),} (esta
notaciéon proviene de denominar z; a las formas duales de la base, y como son lineales, su diferencial
coincide con ellas), tenemos que w(p) = >\, w;(p)(dz;),, donde cada w;(p) es la coordenada i-ésima de
w(p) en la base dual. Es por esto que podemos escribir w = > | w;dx;. Una 1-forma se dice clase C*(U)

si todas las aplicaciones w; lo son.

Para definir las formas diferenciales tenemos que recordar aspectos de algebra multilineal:

Definicién 63. Sea E un espacio vectorial real. Se dice que la forma k-lineal ¢ : E¥ — R es alternada
si p(Ug(1ys- - Uo(k)) = sgn(o) - @(u1, ..., ug), para cualesquiera ui,...ux € £,y 0 € Sk.

El espacio de las formas k-lineales alternadas se denomina potencia exterior k-ésima de E y se
denota A*(E). Forma un espacio vectorial real.

La definicion es equivalente a que ¢ cambie de signo cuando se intercambian dos parametros. Es por
esto que si dos parametros coinciden, la forma vale 0.

Definicién 64. Dadas las formas 1-lineales alternadas ¢1,...,9, € A (E), definimos su producto
exterior ) = (¢1 A--- A ) : EF +— R como la forma k-lineal alternada dada por:

e1(z1) .. or(xk)
P(x1,...,x,) = det(p;(z;)) = det :

k(1) .. er(Tr)

Como vemos la operacién convierte k formas 1-lineales (por tanto alternadas) en una forma k-lineal
alternada.

Proposicién 91. Sea E un R-espacio n-dimensional y ¢1, ..., ox € AY(E). Entonces, si {dx1,...,dz,}
es la base de A1 (E) ~ E*, se tiene que {dx;; A ANdx;, 1 <iy <...<i <n} esuna base de A*(E),
y por tanto dim A*(E) = (}) sik <n y 0 sik > n.

Demostracién. Sean constantes {a;,i,...i, F1<iy<...<ipr<n tales que 0 = Zl<i1<...<ik<n @iy (dTig A A
dx;, ). Puesto que, atendiendo a la definicidn, (dx;, A -+ Adx;, )(€5y,...,€,) =det Iy =1, ysi 1 < j; <

... <k < nyalgin j; # i, se tiene (también de la definicién) que (dx;, A --- Adx;,)(ej,, ... e ) =0,
concluimos que 0 = Zl§11<...<ik§n @iy iy (dxiy N Ndxg)(ejy, ..., €5,) = 4,5, ¥ Dor tanto cada
coeficiente es nulo (evaluando en el multivector correspondiente).

Para ver que ademés generan todo el espacio, sea ¢ € A*(E) y definimos ¢ = dici<cinan Y €irs oo ei ) (dzi A
-+« Adx;,). Se afirma que ¢ = 1. En primer lugar ¢ € A* (E) claramente, por ser combinacién li-
neal de elementos de ese espacio. En segundo lugar, segtn lo discutido anteriormente, @(ejl e €)=
v(ejy,...,ej5), siempre que 1 < 43 < ... < i < n dado que se anulan todos los sumandos salvo

el conveniente. Obsérvese que en esta desigualdad podemos reordenar en ambos lados como queramos
y sigue valiendo, dado que como mucho aparecen en ambos lados dos signos negativos que se cance-
lan. Por tanto ambas formas k-lineales coinciden en todo subconjunto de k elementos de la base, y
eso basta para afirmar la igualdad: dado vq,...,vr € E, tenemos que v; = Zj Aijej, de tal modo que
Y15, 06) = V(05 Mji€s e D Mein€in) = Dy - 2, Mgy -+ - Mg ¥(€5ys -5 €5, ), ¥ como vemos

el valor se reduce a una combinacién en imagenes de subconjuntos de la base, que coinciden en ¢ y . [

Observacion 10 (Notacién de multiindices). Como vemos, los indices de la forma (iy,...,7) tales que
1 <43 < ... < i < n aparecen con frecuencia. Por ello, introducimos la notacién I, = (i1, ...,i) con
1< <...<i, <n,y entonces vy, = (viy,...,0;, ), por ejemplo.
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Definicién 65 (k-forma diferenciable). Sea U C R™ abierto. Una k-forma exterior es una funcién
w: U~ A*(R"), donde cada w(p) € A*(R™). Por tanto, podemos poner w(p) = Y., ar, (p)(dzr,)p,
donde (dzy,)p = (dziy )p A - -+ A (dzy,)p. Por tanto, como funcién de p, denotamos:

w = E ar.dzry,
Iy

Donde cada coordenada ay, : U — R es una funcién del punto de U. Si cada ay, es C*°(U), entonces
la k-forma se dice C*®. Asimismo, si s > 1, se denomina k-forma diferenciable.

Definiciéon 66 (Producto exterior de k-formas). Dadas una k-forma w y una I-forma ¢ en U, definimos
una nueva forma de la siguiente manera: si w = Elk ar.dxrr, vy = Z.]k by, dx s, , ponemos su producto
exterior:

WA p= Z alkbjk(d:rlk /\d:EJk)
Ii,Jk

Que como vemos es una k+I-forma, dado que, una vez evaluada en un punto, tenemos una combinacién
lineal de productos exteriores de k -+ aplicaciones 1-lineales, lo que se trata de una aplicacién k + [-lineal.

Obsérvese que aunque a priori parece que haya (7) () sumandos, muchos de los productos exteriores
se van a cancelar en cuanto se repita alguna de las dx;, , dado que sin importar en que puntos evaluemos,
el k + [ funcional resultante va a ser el nulo.

Observacién 11. Un ejemplo de producto exterior. Damos en R? la 1-forma w = zdx, + zodzs + r3ds
y la 2-forma ¢ = x1(dxy A dxs) + dxy A dzs. Para tomar el producto tenemos que ir, por cada sumando,
multiplicando las "funciones coordenada’ y tomando el exterior de cada dx; involucrado. Esto, eliminando
sumandos con productos exteriores nulos, da lugar a:

wA @ = xo(dry Ndry ANdas) + 2321 (des Adzy Adzs). Con el fin de agrupar todo en un tnico sumando
(sabemos que solo hay uno porque es una 3-forma en R3 luego el funcional 3-lineal en todo punto esta
en A3(R3) que es de dimensién 1), podemos reordenar los funcionales 1-lineales que aparecen en cada
producto exterior al evaluar en un punto, lo que nos da lugar a un cambio de signo por cada trasposicién
(recordemos se trataba de un determinante), de donde wA ¢ = (321 —x2)(dzy Adra Adzs). La aplicacion
de coordenadas es (z1, T2, x3) — x311 — T2 que es C luego asi lo es la forma.

Proposicién 92. Sean w una k-forma, ¢ una s-forma, y 0 una r-forma sobre U C R™. Se tienen:
1. (WAQ)ANO=wA(pA0)
2. Sir=s,yaBeR, entonces w A (ap+ ) = aw Ao+ Bw AD.
3 whp= (-1 Aw.

Demostraciéon. El 1 y 2 son rutinarios, aplicando la definicion 66. Para el 3, tenemos que w A ¢ =
ZI’JaIdexI ANdry = ZI,J arby(=1)k*dx; A dz; = (—1)*¢ A w. Hemos usado que cada uno de los
s elementos de dx; los tenemos que mover al otro lado mediante k£ trasposiciones con cada uno de los
elementos de dzy, lo que da lugar a un total de ks trasposiciones (y por tanto, cambios de signo). O

Definicién 67. Sea X C R" una variedad C* de dimensién k. Se dice que w es una r-forma diferencial
exterior en la variedad X si asocia cada p € X a w(p) € AF(T,X), con la aplicacién p — w(p)
diferenciable en X.

Definicién 68. Sea X C R™, Y C R", variedades C®, de dimensiones k y [, respectivamente. Sea
f:X =Y, f€ O Siwes una r-forma diferencial exterior en Y, f induce una r-forma diferencial
exterior en X, dada por:
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JrW)p(vi, .. o) = wrey(dfp(vr), ... dfp(vr)) V1, .., € T X
Esta forma se denomina pull-back de w, o forma inducida en X por cambio de coordenadas.
Esto es porque la aplicacién (df), : T, X + Ty(,)Y relaciona ambos espacios tangentes. Si f: X Y
es C' y p € X, entonces 3® : Q C R¥ — X, con Q abierto, y ® coordenadas locales en un entorno
P(2) C X. Que f sea C! indica que fo® es C' en Q. Si v € T, X, sabemos que v = 7/(0) para una
v : (=6,6) = X, v(0) = p. Entonces 7 : fory : (—0,6) = Y es curva de Y y también C*. Se tiene
7(0) = f(p) = ¢ € Y. Ademds 7/ (0) = df, o7/ (0) = df,(v).

Proposicién 93. Sea f : X — Y, funcion C' entre las variedades X C R™ e¢Y C R", C%, de
dimensiones k y 1. Si w, ¢ son r-formas diferenciales en' Y y g es una 0-forma en'Y (funcidn escalar),
entonces:

1. f*(aw A Bp) = af*(w) + B (#).

2. f*(gw) = f*(9) (). entendiendo que f*(g) =g o f.

3. Sip1,...,ps, son 1-formas diferenciales de Y, entonces f*(o1 A+ Nps) = f*(1) A A f*(ps).

Demostracion. 1, 2 son inmediatas de la definicién. Para 3,seap € X yseaq= f(p) €Y,y v1,...,vs €
T,X. Entonces f*(p1 A+ A@s)(v1,...,05) = (@1 A+ Aps)(Dfp(v1), ..., Dfp(vs)) = det(p; (D fp(vj))) =
det(f*(pi)(v3)) = [F* (1) A== A f*(@s)] (01, vs). O
Proposicién 94. FEn las condiciones de la proposicion previa, si (x1,...,2%) € (y1,...,y1) son coorde-

nadas locales en p € X y q = f(p) € Y respectivamente, w = »_; ar.dyr, es una r — forma diferencial
en'Y, con las a; : V — R, V entorno de q donde se tienen las coordenadas. Denotamos a f: X — Y
por: f(x1,...,xk) = (f1,-- -, fi)(@1,. .. zk) = (y1,...,51) (expresion local de p — f(p) en entornos de p
y q donde estdn las coordenadas locales: realmente f iria de Q a Q' los entornos donde estdn definidas
las coordenadas, es un pequenio abuso de notacion).

Se tiene que f*(w) =Y, aro fdfs.

Demostracién. Por la proposicién previa tenemos que f*(w) = >, f*(ar)(f*(dys,) A--- A f*(dy;,)).
Pero si v € T, X, tenemos que f*(dy;)(v) = dy;(dfp(v)) = d(y; o f)p(v) = (dfi)p(v). Entonces, f*(w) =
Zlajof(dfh/\---/\dfir)zzlafofdfj. D
Observacion 12 (Ejemplo). Damos la forma w = #ﬁyzdx + ﬁdy, fuera del origen. Damos el cambio
de coordenadas f : U + R? dado por f(r,0) = (rcosf,rsinf), con U = RT x (0, 27).

Si x = rcos 6, entonces dx = d(r cos ) = cos @dr — rsin df. Del mismo modo como y = d(rsinf) =
sin Odr+r cos 8df. Por la proposicién previa, entonces, f*(w) = — ”;—;19 (cos Odr—r sin 0d0)+ TCT%& (sin Odr+
rcos0df) = df, seria el pull-back en U.

Proposiciéon 95. Sean X C R™, Y C R" y Z C R® variedades C*® de dimension k,l,r, respectivamente.
Entonces si f: X —Y yg:Y — Z son diferenciables:

1. Siw, @ son formas diferenciales en'Y, entonces f*(w A ¢) = f*(w) A f*(¢) (forma en X ).
2. Siw es una forma en Z, entonces se verifica la igualdad (go f)*(w) = f*(g*(w))

Demostracién. Para 1, dado p € X, (x1,...,x) coordenadas locales en Q entorno de p en X e
(y1,--.,y) coordenadas locales en un entorno ' de ¢ = f(p). Entonces f(z) = (f1,..., fi)(z). Siw =
Y_rardyr, ¢ = > ;brdyr, la proposicién previa afirma que f*(w A @) = f*(3°; ;arbsdyr A dyy) =
Yorglaro f)(bjo f)dft Adfy = (3 o;(aro fdfr) A (X (ago fldfs) = f*(w) A f* ()
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Dando también coordenadas locales (z1, ..., z.) en un entorno de g(f(p)), escribimos la forma w =
2k cxdzi. Entonces, (g o f)*(w) = X ex(go fldlgoe flx = Xk f*(ex 0 9)f*(drg) = [*(X g cx ©
g9dxkg) = [*(g" (). -

Definicién 69 (Diferencial exterior). Sea X una C*® variedad k-dimensional de R™. Definimos el operador
diferencial exterior como una manera de obtener r + 1 formas a partir de r formas, de la siguiente
manera:

1. Si f : X — R es una 0-forma diferenciable, entonces dado p € X, en un entorno donde haya
coordenadas (z1,...,xy), su diferencial exterior es simplemente la 1-forma dada por su diferencial:

df = Z T%da:j
Jj=1
2. Si w es una r-forma en X, con w = ) _; ardxy, su diferencial exterior es:
dw=""dar Adx;
I

Proposicién 96. Sean X C R™, Y C R" variedades C* de dimensionesk yl, y f : X — Y diferenciable.
Se tiene:

1. Siw,p son r-formas en X, entonces d(aw + bp) = adw + bdy, para a,b € R.
2. Siw es una r-forma de X y ¢ una r'-forma de X, entonces d(w A @) =dw Ao+ (—1)"w A dop.
3. Siw € C?, entonces d(dw) = 0.

4. Siw esr-forma deY, entonces d(f*w) = f*(dw).

Demostracién. 1 es rutinaria. Para 2, en coordenadas locales ponemos w =, ardxr, ¢ = bydx ;.
Tenemos que d(w A ) =37, jd(arbr) ANdxr Ndxy =32, ;(ardby +bydar) Ndxy Adzy =32, ;bydar A
dey Ndxy + ZLJ ardby Ndxy Ndxy.

Evaluamos cada sumando. Por un lado, ZI,J bydar Ndxp Ndry = Y ;b5 dar Adxr) ANdxy =
YoybsdwNdry =dwAy bydey = dw A . Por el otro, ZLJaIde/\de/\de =3 >(=D"ardz; A
dby Ndxy = (—1)" ZI ardxy A (ZJ dby Ndxy) = (—1)"w A dep.

Para 3, comenzaremos probandolo en caso de que w sea 0-forma. Tenemos d(dw) = d(>_, %dmi) =

i %da@/\dmi = Z¢<j(%dmj/\dxi+%dxi/\dxj) = ZKJ-(%(dxj/\d;vi—i—dxi/\dxj)) =0
donde usamos el lema de Schwarz para la igualdad de las cruzadas. Ahora, para el caso general, por
linealidad basta verlo para formas como w = ardx;. Tenemos dw = day A dzxy, luego d(dw) = d(day) A
dxy — day A d(dxy). Por un lado, d(day) = 0 al ser O-forma. Por otro, d(dxy) = d(dx;, A--- Nd;,) =
d(dx;)) Ndxi, N+ Nd;, —dxiy ANd(dag, A ANdy) = 0 —dx;, ANd(dzi, A+ Ad;.), y un argumento
inductivo permite ver que d(dx;, A---Ad; ) =0y hemos acabado.

Finalmente, para 4, escribimos w = )", ardyr, y entonces dw = ), da;Ady; = 23:1 > %dyj Adyr.

Por tanto, f*(dw) = 22:1 > giyjl_ o fdfj A dfr. Por otra parte, d(f*(w)) = d(>_;aro fdfr) =), d(aro

HNdfr=351%, 82 o fdf; A dfy, como se queria. O
Proposiciéon 97. Sea X una C* wvariedad k-dimensional en R™. Si en p € X tenemos sistemas de
coordenadas (x1,...,x) en un entorno Q@ C X y (y1,...,yx) en Q' C X, y w una k-forma diferencial en

X, es decir, w = adxy A --- ANdxy =bdyy A---ANdyg. Si®:UCRF = QyW:V CRF i Q son las
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parametrizaciones de coordenadas, W = QN Q' y ponemos U' = &1 (W), V' = U~L(W), sabemos que
tenemos F = @10 : V' = U’ el difeomorfismo de cambio de coordenadas.
Se tiene que b= (a o F) det(dF).

Demostracién. bdys A---Adyy = F*(adzy A---Adzy) = (ao F)dFy A...dFy, = (ao F) det(9; F;)dyr A
<« ANdyg = (ao F)det(dF)(dys A -+ A dyg). O

Definiciéon 70. Las bases By = {v1,...,v,}, B2 = {v],...,v],} de R" tienen la misma orientacién si
P :R" — R" dada por P(v;) = v} verifica que det(P) > 0.

Definicién 71. Sea X C R" una variedad C*° k-dimensional. Se dice que X es orientable si X admite
un conjunto de coordenadas locales {®,}, tal que ®, : U, C R¥ =+ X, con X C Nacr Pa(Ua), v tal
que si Wo 5 = ©4(Us) N @5(Ug) es no vacio, el Wy 5 : Uy +— Uy, difeomorfismo del cambio satisface
det(d¥,,) > 0 siempre.

Dicho conjunto {®, }, se denomina atlas orientado.

Definicioén 72. Sea X una C* variedad k-dimensional en R", y w una r-forma en X. Se define el soporte
de w como sop(w) = A, con A= {p € X : w(p) # 0}, y la clausura es en X.
Se dice que w tiene soporte compacto si su soporte es compacto en X.

Es decir, es el conjunto cerrado més pequeno tal que w vale 0 fuera de él. Obsérvese (se utilizard en
la siguiente definicién) que w podria ser una 0-forma, luego esta definicién aplica también a funciones en
una variedad.

Definicién 73. Sea X una variedad C*® k-dimensional de R™. Sea A C X compacto en X,y {®o(Uqs)}aer
un recubrimiento abierto de A por entornos coordenados. Se dice que {®1, ..., pm}, con cada ¢, : X — R,
y |I] = m una funcién C?®, es una particién de la unidad en A subordinada al recubrimiento
{®(Uy)} si verifica:

1. > ¢ = 1 en todo punto de A.
2. 0 < ; <1 en todo punto de A.
3. Para todo i € {1,...,m}, hay un «; € I tal que sop(y;) C @y, (Ua,)-

Proposicién 98. Si X es una variedad C* de dimension k en R", A C X es compacto, y {Po(Us)}a
es un recubrimiento abierto de A por entornos coordenados, entonces existe una particion de la unidad.

Demostracién. Necesitaremos tres lemas previos:

Lema 5. 3F : R — R tal que F(z) = F(—x), F(x) € [0,1], F(z) =1 si|z| <1, F(x) =0 si || > 2y
Fec=.

Demostracién. Sea g(x) = ¢ T en lz| < 1,y 0 en |z| > 1. Sea ahora h(z) = [*_ g(y)dy. Sea
flx) = ﬁh(”}i) Estamos normalizando h y desplazandola, de tal modo que f vale 0 si z < —2 y vale

1siz > -1,y por como se ha construido, es C*°. Basta con asignar F(x) = f(—|z|) y se tiene todo lo
deseado, dado que fuera de 0 sigue siendo C'*°, y en un entorno del 0 (en concreto en (—1,1)) es constante
luego también C'°. O

Lema 6. 3f : R” — R tal que Yp € O(n) aplicacion ortogonal de R™ en R™, se tiene f(px) = f(x), asi
como f(z) € [0,1], f € O, f(x) =1si|z[| <1y f(x) =0 si|z] =2

Demostracion. Basta con tomar f(z) = F(]|z||) con F la dada por el lema anterior, y como ||z| = ||pz||,
verifica todo lo deseado. O
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Lema 7. Dada X una variedad C?® k-dimensional de R™, y p € X, existe una parametrizacion regular
Yp : B3(0) C R* — X tal que 1, (0) = p. (Vale cualquier radio para la bola de partida, pero nos centramos
en el radio 3 para uso posterior.)

Demostracién. Sabemos que 3® : U C R¥ +— X parametrizacién regular en torno a p. Si xo = ®~*(p),
como U es abierto, Bs(zg) C U. Si ahora definimos el difeomorfismo afin F' : B3(0) — B;(0), dado por
F(z) =0+ %x, tenemos que 1, = ® o F verifica lo deseado. O

Procedemos ahora a la demostracién de la proposicién. Dado p € X, tomamos ¢, : B3(0) — X la
garantizada por el lema previo. Sea V,, = 1, (B3(0)) y sea W, = ¢,(B1(0)). Esta claro que p € W, C V.

Como A es compacto, dp1,...,py € A C X tales que A C Uiv W, . Denotamos ; = ,, asi como
Vi = V,,. Sea F' la funcién dada por el lema 6. Definimos las funciones en X:
bip) = | E OV W sipEV;
W=V0sipe X\V;

Definida asi es inmediato comprobar que sop(#;) C V;. Ademas, si denotamos V; = 1;(B2(0)), como
F anula todos los puntos fuera de la bola de radio 2, podemos escribir:

ot 1 .
&®:{F¢Q@NWEW

Osipe X \V, =U;
Esta definicion, aunque se solapan ambos trozos, es consistente con la original, por lo discutido ante-

riormente. Ademds observamos claramente que cada uno de los trozos es C*, y como solapan (con interior
no vacio), se sigue que 0; es C* en todo X. Para terminar de definir una particién de la unidad, solo hay

que normalizar. Sea ©(p) = Ef\il 6;(p). Basta con definir:

0i(p) N
wilp) = {@(5) sip € Uimy Vi

. N
Osip¢ s Vi
Que son funciones C?, y verifican la definiciéon de particién de la unidad, subordinada al recubrimiento

{op, (Bs(0)) - H

A continuacién definiremos con estas herramientas la integral en una variedad.

Definicién 74. Sea X variedad C® k-dimensional en R", orientable y w una k-forma diferenciable en
X. Si sop(w) es compacto en X y damos {®;}}¥, un atlas orientado con ®; : U; C R¥ ~ X tal que
sop(w) C Uf\il ®,(U;), dada una particién de la unidad {¢1,...,¢n} subordinada a dicho recubrimiento

en sop(w), se define:
N
w= YW
fee=x )

Donde, si w = adz1 A- - - Adz® con las coordenadas de ®; en el abierto U; tal que sop(p;w) C @, (Uyr)
(existe por estar la particién de la unidad subordinada al recubrimiento {®;(U;)}), se define

/cpjw:/ wilx1, .. xp)a(xy, ..., xx)dxy ... dag
X U,/

Como una integral usual en R¥.
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La motivacién de esta definicién es que como {®;(U;)} recubre el soporte de w, se tiene que w =
(>°;—1~ @i)w al sumar 1 la particién de la unidad en tal soporte.

Proposiciéon 99. Sea X una variedad C® k-dimensional en R™ orientable y w una k-forma diferenciable
en X . Supongamos que tenemos un atlas orientado de X, {®; : U; C RF v X}V | que recubre sop(w).
Entonces:

1. Si sop(w) C ©,(U;) N ®;(U;) (y por tanto basta solo una carta local para recubrirlo, ya sea ®; o
®; ), entonces no importa que carta tomemos para dar las coordenadas, la integral valdrd lo mismo.

2. Si{¥,; :U; CR¥— XM es otro atlas orientado que cubre a sop(w), {¢1,...,pN} es particion de
la unidad subordinada a {®;(U;)} y {¢1,-..,0m} otra, subordinada a {¥;(U;)}, ambas de sop(w),
entonces Ef\il fX piw = Zi\il fX piw, es decir, la definicion es independiente del atlas.

Demostracién. Para 1, sea W = ®;(U;) N ®;(U;). Si sop(w) C W, entonces si w = adzy A --- Adxy =
bdyi A- - - Adyy, cada expresion en cada una de las coordenadas, entonces b = ao1p det Dy con ¢ = <I>;1 od;
el difeomorfismo del cambio. Ademds como el atlas es orientado, det Di > 0. Como solo hace falta
una carta para recubrir el soporte, la integral consta de un sumando y la tnica particién de la unidad
para un recubrimiento que consta de un dnico conjunto es ¢; = 1. Entonces, f YW= ij bdy, . ..dy, =
fuj aop|det Dy|dyy ... dyx = fUi adz, . ..dxy, con un cambio de variables usual en R*, con 1 la aplicacién
de cambio.

Para 2, sea (; = ©;(U;) N ©;(Uj), para i € {1,...,N} y j € {1,...,M}. Como J, ;$s; =
(U; :(U3)) N (U; ©5(Uy)), v el soporte de w esta contenido en ambas uniones, sigue que los abiertos {;;
cubren sop(w). Ademas las funciones {¢;@; };,; que se obtienen como producto de una de cada particién de
la unidad, son a su vez una particién subordinada a €2;; dado que sop(p;¥;) C sop(p()) Nsop(F;) C Qyjr
Y 2o =2 ipi2.; P =1-1=1ensop(w),y verifican el resto de propiedades de manera inmediata.

Pero entonces Y-, [ piw = 32, [ 9i(30; Gj)w = 32, [ pibjw v eso es igual a 3, [y §jw de manera
analoga. O

A continuacién daremos una definicién mas debil de variedad, que permite que el aplanado no tenga
por qué ser abierto completamente:

Definicién 75. Se dice que X C R™ es una variedad con borde de dimensién k y regularidad C? si
en todo punto p se tiene una de las siguientes:

1. 3U, C R™ abierto con p € Uy y ¢ : U, — o(Up) un C*-difeomorfismo tal que o(X NU,) =
a(Up) N (RF x {0}).

2. 3U, C R™ abierto con p € U, y ¢ : U, — o(Up,) un C*-difeomorfismo tal que o(X NU,) =
o(Up)- N (RF x {0}), donde A_ = ANR"™ y R™ = {(1,...,2,) € R" : 77 < 0}.

Es decir, como vemos, todo punto es localmente difeomorfo a un abierto de R¥, o bien es localmente
difeomorfo a un conjunto en R* que no es abierto a causa de un borde dado por los puntos de la forma
(0,x9,...,x,). Como vemos, las variedades son variedades con borde. Bajo esta interpretacion, la siguiente
definicién es inmediata:

Definicién 76. Si X es una variedad con borde, se dice que p € X es punto de frontera si algtin
o : U, — o(U,) difeomorfismo local C* de los de tipo 2 segin la definicién de variedad con borde verifica
que o(p) € OR™ = {(0,22,...,2,)}.

Proposiciéon 100. Dada una variedad con borde, y p € 0X, todo difeomorfismo o del tipo 2 segin la
definicion de variedad con borde verifica que o(p) € OR™.
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Demostraciéon. Supongamos p € X y 01,09 difeomorfismos de ese tipo, que podemos asumirlos
definidos en U C R™ abierto de p, comun. Si se tuviese o1(p) = (0,22,...,2,) = ¢q1 pero o2(p) =
(z),2h,...,2)) = g2 con x} # 0, pongamos o1 0 05 ' =) : 0o(U) +— o1(U). Se tiene ¥(g2) = ¢1. Dado
V C o2(U) abierto en torno a g y V' = ¢(V), hay puntos de V' cuya primera coordenada verifica z; > 0
(es un entorno de un punto ¢; con primera coordenada nula), y sin embargo ¥ (o2(U)) = 01(U) C R™ lo
cual es contradictorio. O

Proposiciéon 101. Si X es una variedad orientable C*° de dimension k en R™ con borde 0X, entonces
0X es a su vez una variedad C* orientable de dimension k —1 y 0(0X) = 0. Ademds X induce en 0X
una orientacion (denominada por la normal exterior).

Teorema 6 (Stokes). Sea X una variedad C* de dimension k en R™ orientable y con frontera 0X.
Si w es una (k — 1)-forma en X de soporte compacto e i : 0X — X es la inclusion, y denotamos

Jox (W) = [y w, se tiene que:
/ w :/ dw
oX X

Demostracién. Vamos a probar primero que el caso general sigue de probarlo para cuando sop(w) C
®(U) un tnico entorno coordenado, y luego lo probaremos para ese caso.

Sean {®,,(U,)}acr abiertos coordenados en X que cubren sop(w), y @1, ..., ¢n funciones C* que dan
una particién de la unidad de sop(w) subordinada a esos abiertos. Entonces w = (>, ¢;)w, al valer la
suma de la particién de la unidad 1 en el soporte. Se tiene que dw = )", d(p;w) = >, pidw + dp; Nw =
> pi)w+ (3, dpi) Aw. Como en sop(w) Y, ¢; = 1, tenemos que 0 = d(>_, ¢;) = Y, dy;, por lo que
finalmente dw = ), p;dw. Si denotamos dw; = ;dw, tenemos que sop(dw;) C ®;(U;) la carta donde
tiene el soporte ¢;, y que, por lo visto anteriormente, dw =), dw;.

Ahora aplicamos la suposicién que hemos realizado al principio para cada dw;:

N N N

A continuacién hay que probar la situacion que se describe al comienzo de la demostracion, y que
hemos usado durante esta parte. Tenemos 2 casos, dependiendo de K = sop(w). Como hemos dicho,
estamos ahora en el supuesto de que K C ®(U) para un entorno coordenado.

Si KN9X =0, como en la frontera vale 0, tenemos que [, i*(w) = [, 0 = 0. Ponemos en ®(U) la
expresién en coordenadas 25:1 ajdz; donde dzj = dxi A+~ Ndzj—1 ANdxjp1 A~ - Adxy. La expresion es

. . .z n  Oaj
de ese tipo porque, recordemos, w es una k —1 forma y la dimensién de X es k. Como da; = ;" | a—z:dxi,

tenemos que:

k
an
_ ) J 1
dw = ;da] ANdxj = Z 8% dri N\ -+ Ndxy
Dado que el tinico sumando de da; que sobrevive es el que va con dz;, y reordenarlo cuesta j — 1
trasposiciones. Como K es compacto en U, y no interseca la frontera, podemos escoger Q C U C RF,
siendo Q = X;zl[b:j, ¢;] un paralelepipedo que encierre a U y con ¢; < 0, es decir, que no toca la banda

vertical H, = {x € R* : z; = 0} que corresponderia a X por ®. Pero entonces, la integral queda:

k
_ 18% _
/dw / Z dry...dz, =
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k c1 Ci—1  [Ci+1 Ck % da,
j=17b1 bj—1 Jbjt b, b J

J

Pero fbcjj S—Zédxj =aj(z1,...,¢,...,x5) —aj(x1,...,bj,...,2x). Recordemos que hemos tomado el Q
con U C Q y ademés por fuera (con distancia positiva entre sus aristas y todo punto de U, podiamos
hacerlo porque U es abierto salvo, como mucho, H,, si tocase a la frontera, cosa que no ocurre), es decir,
las aristas de () quedan fuera de U y por tanto a;(x1,...,¢,...,2k) —aj(z1,...,05,...,2) =0—-0=10
y hemos acabado con este caso.

Si, por el contrario, K N dX # 0, a la hora de tomar el Q C U C R¥ con K C @ como antes,
no podemos hacerlo sin que toque a la frontera, es decir, ¢; = 0 y el primer intervalo [by,0] toca a
Hy, = {z € R* : 2; = 0}, donde ®~1(0X N ®(U)) = Hy, luego K no queda excluido completamente del

borde de Q. Si 7 # 1, el mismo razonamiento de antes nos lleva a que fQ(—l)j_lgij dry...dzr, = 0. Si

denotamos Q' = x!_,[b;, ¢;], tenemos que:

0A oA
Lz, ... dzy :/ ( 1dx1) dzy . ..dxy = A0, 29, ..., z)dxy . . . dzg
Q 81'1 ’ by 8x1 Q'
En el dltimo paso hemos usado el teorema fundamental del calculo, que ¢; = 0y que A(b1,x2,...,2x) =

0 porque b; x RF~! ya queda fuera de sop(w). Pero, por otro lado, i*(w) = A1(0,22,...,xx)dxa A-- - Adxy
ya que el resto de términos irian acompanados de dx; pero 1 = 0 en 0X por definicién, luego dx; = 0.
Entonces:

/i*(w):/ A1(0,za, ... ,xp)dxs .. . dxy,
X Hy,

Pero integrar en Hy y en Q' es lo mismo porque sop(w) C Q' C Hy. O
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