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Acerca de este documento

Estos apuntes son una version revisada de los de la asignatura Estructuras Algebraicas del grado en
matematicas, tomados en Enero de 2020 por Miguel Gonzdlez. La asignatura fue impartida por Orlando
Villamayor. A los apuntes originales se les ha anadido esta pagina, una imagen de portada, y breves
parrafos explicativos en las zonas menos completas. Asimismo se han revisado las erratas y completado
los contenidos faltantes.

Este documento es:

= Una recopilaciéon ordenada y directa de las definiciones y resultados més importantes del tema en
cuestion, al nivel de los estudios de grado.

s Una coleccién de demostraciones completas de dichos resultados (salvo en los casos més bésicos).
= Una guia para revisar de manera rapida las ideas que se han adquirido previamente, o para consultar
enunciados puntuales que puedan no haberse comprendido en su totalidad.
Este documento NO es:
= Un libro de texto de la asignatura.
= Una coleccién de ejercicios para practicar los conceptos adquiridos.

= Un listado de ejemplos para ilustrar las ideas tratadas. A pesar de ello, en ocasiones se incluyen
ejemplos puntuales que puedan ser de especial interés o curiosidad, pero se intentan reducir al
minimo en virtud del primer punto de la lista anterior.

Sobre Estructuras Algebraicas

En esta asignatura se presentan y estudian dos de las principales estructuras algebraicas: los grupos
y los anillos. Estas son la base de multitud de otras areas de las mateméaticas como la teoria algebraica
de numeros, la geometria algebraica, la teoria de Galois o la teoria de representaciones.
Requisitos previos

1. Familiaridad con la notacién matemaética basica.

2. Aunque no son necesarios, puede ser de ayuda disponder de conocimientos de algebra lineal.
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1. GRUPOS INDICE

1. Grupos

El concepto de grupo representa un conjunto que dispone de una operacién con ciertas propiedades
naturales. Una de las motivaciones para este tipo de objetos es representar las simetrias de otros objetos,
que pueden componerse entre si para dar lugar a nuevas simetrias.

Definicién 1. Sea G no vacio. Una operaciéon binaria en GG es una asignacion f: G x G — G.

Normalmente, en adelante, se usard la notacién multiplicativa para expresar el resultado de aplicar
una operacién binaria: f(g1, g2) = g192-

Definicién 2. El par (G, x) de un conjunto y una operacién en dicho conjunto es un grupo si se verifica:

1. Vg1,92,93 € G, se tiene (9192)93 = 91(9293)-
2. de € GG tal que Vg € G se tiene ge = eg = g.
3.VgeGIgleGtalquegg =g 1lg=e.

Gracias a la asociatividad, estd justificado el uso de la notacién con exponentes: f(g,9) = g2,
flg,f(9,9) =% flg7tg7Y) = g7 2, g% = g**?, etcétera. Asimismo, se convendra la notaciéon ¢g° = e
para cualquier g € G.

Definicién 3. (G, *) es un grupo abeliano si, ademds de ser un grupo, verifica que Vg, h € G, se tiene
gh = hg.

En adelante, para referirnos de forma genérica a un grupo (G, *), en ocasiones utilizaremos simple-
mente el simbolo de su conjunto (En este caso, G), aunque el grupo requiere de una operacion.

Definicién 4. El grupo G es finito si |G| < co. Decimos que tiene orden |G|.

En este caso, para describirlo basta con dar una tabla que indique a qué elemento se asocia cada par

de elementos. Por ejemplo, el grupo (%, +), con la suma usual, podria definirse:
+ (0|1
0101
11]0

Otros ejemplos de grupos finitos son el multiplicativo de unidades de Z,,, es decir, (U (%), ), 0 el
grupo de biyecciones S,, = {f : N, = N, |f es biyeccién}.

Proposicién 1. Si G es un grupo, se tiene la propiedad cancelativa: Vg, 91,92, 919 = g2g = g1 = g,
asi como gg1 = ggo —> g1 = go.

-1 -1

Demostracién. g1g = gog = (919)97 ' = (929)97' = g1(997!) = g2(997!) = gie = goe =
g1 = g2. Andlogo por la izquierda. O

Esta propiedad implica, por tanto, que la aplicacién f, : G — G tal que fy(h) = gh (o hg) es inyectiva,
y, en grupos finitos, biyectiva. En cierta medida es un ”desplazamiento” dentro del grupo.

Proposiciéon 2. El elemento neutro de un grupo es unico. Asimismo, cada elemento g tiene un unico
opuesto.

Demostracion. Si e,e’ € G y ambos verifican la propiedad de elemento neutro, entonces ee’ = e por
ser €' neutro, pero ee’ = ¢’ por serlo e, luego e = ¢’. Dado g € G, si g1 y g2 son inversos suyos, entonces
esté claro que gg; = ggo y cancelando g se tiene el resultado. O

Definicién 5. El producto directo de (G,-1) v (H,-2) es el grupo (G x H,-) con (g,h) - (g2, he) =
(992, hha)-
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Definicién 6. Si G es un grupo, diremos que g € G tiene orden finito si 3r € N tal que g" = e.

Con el fin de identificar todos los exponentes que anulan un elemento de orden finito, veamos el
siguiente resultado:

Proposicién 3. Sea G un grupo y g un elemento de orden finito. Entonces, Ir € N tal que g" = e, y
ademds gV = e <= r|N. Este valor se conoce como orden del elemento g.

Demostracién. Estd claro que A; = {z € N: ¢ = e} es no vacio por definicién, luego podemos tomar
r = min A,. Por construccién, g" = e. Ahora, si r|N, entonces gV = ¢ = eF = e. Asimismo, si gV =,
y escribimos N = rk +t con 0 < t < r, veremos que e = g"¥ = g"*gt = g, y como t < r y r es el menor
exponente con esa propiedad, no queda otra que t = 0 y por tanto r|N. O

Obsérvese que, en este caso, el conjunto {g, g% ¢°,...,¢"} no puede tener duplicados. Si los tuviese,
digamos ¢g' = ¢/ con 1 < i < j < r, entonces g’ % = e, lo cual es imposible dado que j —i < .

Proposicién 4. Si el grupo G es finito, entonces g € G tiene orden finito menor o igual que |G|.

Demostracién. Consideremos la secuencia g, g%, g%, g%, .... Como G es finito, en algiin momento en-
contraremos j € N tal que ¢7 = ¢* para algin ¢ < j, y ademaés serd j < |G|+1 al solo haber |G| elementos.
En ese caso, ¢’ " = e, y como j — i < |G/, tiene orden finito como se queria. O

1.1. Subgrupos

Definicién 7. Dado un grupo (G, %), se dice que el conjunto H C G es un subgrupo (denotado H < G)
si verifica:

1. Vhi,ho € H, hy xhy € H
2. e € H (Donde e es el neutro de G)
3. Vhe H,h~!' € H (Donde h™! es el inverso de h en G)

En ese caso, * : H x H — H esta bien definida (por 1), y como se hereda la asociativa de G, y por 2
y 3 hay neutro e inversos en H, se tiene que (H,*) es grupo también.

Por ejemplo, si consideramos GL(2) (Grupo multiplicativo de isomorfismos de R?), y consideramos
O(2) como el grupo de aplicaciones ortogonales de R?, tenemos que O(2) C GL(2) y es subgrupo. Otro
ejemplo es D,, (grupo diédrico de orden n), que son los movimientos del plano que trasladan un n-poligono
centrado en el origen en si mismo.

Proposicion 5. 5751 < G y S2 < G, entonces S1 NSy < G.

Demostracién. Si s,t € S1 NSy, entonces por hipdtesis st € Sy, asi como st € Sy, de tal modo que
st € S1 N Sy. Asimismo, como e € S; y e € Sy, se tiene e € SN Sy. Dado s € S NSy, como s~ € 51 v
s~t € 8y, entonces s~! € 5, N Ssy. O

De hecho, un argumento completamente analogo permite ver que toda interseccién de subgrupos
de G sigue siendo subgrupo de G sin importar de cudntos conjuntos se trate.

Proposiciéon 6. Si G es un grupo finito, para que H C G sea subgrupo basta con que se cumplan las 2
primeras propiedades.

Demostracién. Como es finito, dado h € H, se tiene que h tiene orden r en G, de modo que A" ! es
su inverso, y k"~ € H por la propiedad de cierre. O

Proposicién 7. Sea (G,*) un grupo y S C G. Entonces 3(S) tal que (S) < G, S C (S) y, si G’ < G,
entonces (S) < G'. Esto se denomina el subgrupo generado por S
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Demostracién. Si A = {B : S € BB < G}, entonces definimos (S) := (| A. Ya sabemos que es
subgrupo. Ahora, como S estd en todos los intersecandos, S C (S). Asimismo, si S C G’, entonces
G' € A, por lo que (S) C G'. O

. Cémo podemos obtener (S) de una manera mas explicita? La siguiente proposicién lo indica:

Proposicién 8. Si S ={¢1,...,9-}, definimos F = {¢g1,... ,gr,gl_l, .oy 9. ). Ahora, fijado s € N, sea
Py = {aiazas...as : a; € F}. Se tiene que (S) =,y Ps-

Demostracién. Primero veamos que es un grupo. Esta claro que dados hi, hy € (J oy
hy € P, y hy € P, para enteros [, k adecuados. Asi, hihy € P4y por lo que hihs € USeN P, luego es
cerrado. Asimismo, e = glgfl € P luego e € UseN P,. Finalmente, si h € UseN P,, entonces h € Py
luego h = ay .. .ay, pero entonces h™! = a,:l . al_l, de modo que h™! € Py, luego h™! € Usen Ps-

Esté claro que contiene a S, dado que S C P;. Finalmente deberemos ver que se trata del menor de
los que contienen a S. Si G’ es subgrupo tal que S C G’, entonces, fijado s € N, se tiene que por cierre

de G', P; C G'. De este modo, |J, .y Ps C G’ y hemos acabado. O

Ps, se tiene que

seN

Definicién 8. El grupo (G, ) es ciclico si G = ({g}). Al elemento g se lo denomina generador.

Observacion 1. Si G es de orden n, finito, y tiene un elemento de orden n, entonces es ciclico y ese
elemento es su generador.

De hecho, se trata de una equivalencia:

Proposicién 9. Si G es ciclico, finito, de orden n, entonces tiene un elemento de orden n, y por tanto
es de la forma G = {g,9%,...,9"}.

Demostracién. Sea g el generador de G. Supongamos que su orden es r < n. Entonces, {g,¢%,...,9"}
son r elementos distintos de G, y aplicar g més veces no da lugar a nuevos elementos, de modo que, por
la proposicion 8, los elementos faltantes tienen que venir de los inversos. No obstante, g=% = ¢" =%, que

va lo hemos listado arriba. Esto contradice que r < n. O

Observacién 2. Un grupo ciclico es abeliano, dado que g'¢g? = ¢t/ = ¢ig’.

1.2. Clases laterales y Teorema de Lagrange

Definicién 9. Dado (G, *) grupo con T < G, se define, dado g € G, la clase lateral izquierda de g
como gT' = {gt:t€T}.

Del mismo modo pueden definirse clases laterales derechas y, aunque si el grupo no es abeliano no se
da gT' = Tg, las propiedades que veremos a continuacién valen tanto para clases izquierdas como para
derechas, simplemente modificando las demostraciones para que todas las operaciones se hagan por la
derecha.

Las clases laterales consisten en subgrupos desplazados por g. A continuacién veremos ciertas pro-
piedades que nos ayudan a verlo de esta manera, y nos permiten observar como se comportan estos
conjuntos.

Proposicién 10. ¢gT =T <= geT.

Demostracién. Para = , veamos que como e € T, entonces g € g7'. Por tanto, g € T. Para <+,
se tiene que si g € T, entonces g7 C T por cierre de T'. Asimismo, dado ¢ € T', podemos escribirlo como
g(g~t), y como g~1t € T, se tiene que t € gT. O

El siguiente resultado es de gran importancia: las clases laterales particionan el grupo G. Es decir,
el grupo G lo podemos subdividir en el subgrupo 7'y desplazamientos de dicho subgrupo, de forma que
no se solapan y recubren todo el grupo.
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Proposicién 11. La familia {gT} e forma una particion de G.

Demostracién. Primero tenemos que ver que | J¢gT' = G, es decir que todo elemento g € G pertenece
a alguna clase lateral. Estd claro que g € ¢T), al ser e € T. Ahora, si g7 N AT # 0, deben coincidir (es
decir, son disjuntas). En ese supuesto, tomamos ¢ € gT N AT, de modo que ¢ = gt; = hty para ty,ts € T.
De esto se deduce que h™1g = tgtl_l € T. En virtud de la proposicién previa, se tiene que h~1gT = T.
Como son un subgrupo, se pueden considerar las clases laterales h(h='gT) = hT, es decir gT = hT. O

Ahora veremos que estos bloques que particionan el subgrupo son, de hecho, del mismo tamano:

Proposicién 12. Eziste una biyeccion entre T y gT para g € G. Es decir, card(T) = card(gT).

Demostracién. Sea f, : ' — ¢g7" dada por t — gt. Sabemos que es inyeccién por la propiedad cancela-
tiva. Obsérvese que Hfg_l, la dada por h — g~'h, dado que fg_l(fg(t)) = g~ 'gt = t. Como tiene inversa,
se trata de una biyeccién. (También se puede ver dado que [y ! es inyectiva también) O

Todo esto nos da un importantisimo resultado en relacién a los posibles subgrupos de un grupo finito:
Teorema 1 (Lagrange). Si (G,x*) es un grupo finito y T < G, si |T| =r y |G| = n, se tiene que r|n.

Demostracién. Tomamos la particién {¢gT'}4ee. Como a lo sumo hay n elementos en G, dicha particién
consta de k < n clases laterales, digamos {g;T }1<i<k. Ahora bien, como L*-Jf:l g9;T = G, se tiene que

Zle |grT| = |G|, pero como |giT| = |T, sigue que k|T| = |G|, como se queria. O

Definicién 10. Se define el indice de H en G como [G : H] = |G/H| = % el ntimero de clases laterales
(izquierdas o derechas) de H que existen.
Algunas consecuencias interesantes se muestran a continuacion.

Proposicién 13. Si G es grupo finito con |G| = p primo, no tiene subgrupos propios salvo el trivial.

Demostracién. Como p es primo, si T es subgrupo, debe darse que |T'||p, es decir, |T| =1 o |T| = p,
o lo que es lo mismo, T'=G o T = {e}. O

Proposicién 14. Si G es finito y g € G, sabemos que o(g) < |G|. Se tiene ademds que o(g)||G|, y por
tanto ademds ¢'%! = e.

Demostracién. Vimos con anterioridad que | (g) | = o(g). Como (g) < G, debe darse que o(g)||G|. O

Proposicién 15. Si G es grupo finito que no tiene subgrupos propios no triviales, entonces es ciclico y
por tanto abeliano. En particular, los grupos de orden primo son ciclicos y abelianos.

Demostracién. Tomamos g € G. El subgrupo (g) tiene orden 1 o |G|, por hipétesis. Si tiene orden 1,
g = e. Para cualquier otro g # e esté claro que (g) = G, por tanto. O

1.3. Homomorfismos
En esta seccién estudiaremos las aplicaciones que preservan la estructura de grupo.

Definicién 11. Sean (G, *) y (H,-) grupos. Se dice que f : G — H es homomorfismo de G en H si
f(g192) = f(g1)f(g2) para cualesquiera g1, g2 € G.

Proposicién 16. Si f : G — H es homomorfismo, entonces f(e) =e y f(g)"! = f(g7') Vg € G.

Demostracion. f(e) = f(ee) = f()f(c), luego e = f(e). Asimismo, e = f(e) = f(gg™") = F(9)f(g™),
dando la segunda igualdad. O
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Proposicién 17. Si f : G — H es homomorfismo, entonces Im(f) es subgrupo de H.

Demostracién. Ya vimos que e € Im(f). Asimismo, si h € Im(f), entonces h = f(g), luego h™*
flg)~t = f(g71), conlo que h=t € Im(f). Asimismo, si hy, ho € Im(f), entonces hy = f(g1) y ha = f(g2
luego hihy = f(g1)f(g2) = f(9192) € Im(f).

Proposicién 18. Supongamos que g € G tiene orden finito. Entonces o(f(g))|o(g).

D\_/

Demostracién. Esta claro que e = ¢°(9) luego e = f(e) = f(g°9) = f(g)°9). Sabemos entonces que
o(f(g))lo(g)- O
Ahora veremos que los homomorfismos lo siguen siendo tras composicion:

Proposicién 19. Si f: G — H yg: H — T son homomorfismos, go f : G — T también lo es.

Demostracién. Dados g1, g2 € G, se tiene go f(g192) = g(f(91)f(g92)) = 9(f(91))g(f(g2))- O

Observacion 3. Algunos ejemplos de homomorfismos son los siguientes:

» Si G es abeliano y d € N, entonces ay : G — G dado por ay(g) = g¢ es homomorfismo, dado que
(9192)% = (91)%(g2)? al ser abeliano.

1

» Sig e @G, con G cualquier grupo, entonces o, : G — G dado por a4(x) = grg~" es homomorfismo.
1

Si es abeliano estd claro que es la identidad. Ademads, es biyectivo, dado que con x — g~ 'zg se
invierte.

Definicién 12. Si f : G — H es un homomorfismo biyectivo, se denomina isomorfismo. Se dice
entonces que G y H son isomorfos.

Proposicién 20. Si f : G — H es isomorfismo, entonces f~1 : H — G también lo es.
Demostracién. Solo hay que ver que es homomorfismo. Si hy,he € H, con hy = f(g1), ha = f(g2),

entonces ! (hiha) = f7H(f(91)f(92)) = f 71 (f(9192)) = 9192 = f ™ (ha) f~ (ha). .

Los grupos isomorfos son, a nivel de estructura, idénticos. Vamos a ver algunos resultados en relaciéon
a esto:

Proposicién 21. Si G, H son isomorfos bajo o, dado g € G de orden finito, se tiene o(g) = o(a(g)).

Demostracién. Ya sabemos que o(a(g))|o(g). Asimismo, sabemos que o(a~!(a(g)))|o(a(g)). Por tanto
son iguales. O

Proposicién 22. Si G,H, son isomorfos bajo a, se tiene que G es abeliano <= H es abeliano.

Demostracién. Si H es abeliano, entonces a(g192) = a(g1)a(gz) = a(g2)a(gr) = a(g291), y tomando
inversos gi1g2 = g2g1. Para G basta con intercambiar G con H y « con o~ !. O

Estd claro que los isomorfismos definen una relacién de equivalencia (y por tanto particién) entre los
grupos.

Proposiciéon 23. Se puede definir una relacion de equivalencia en la que G ~ H <= G y H son
isomorfos.

Demostracion. Esté claro que G ~ G a través de id : G — G. Asimismo, G ~ H implicaque f : G — H
isomorfismo da lugar a f~! : H — G isomorfismo luego H ~ G. Por otro lado, si G ~ H y H ~ T, con
f:G— Hyg:H — T isomorfismos, entonces go f : G — T es isomorfismo y G ~ T. O
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Observacion 4. Los grupos ciclicos G y H de orden n son isomorfos. Basta con mandar el generador de
G en el de H, y el resto de asociaciones vienen dadas por la compatibilidad con la operacion.

A continuacién definiremos el nicleo de un homomorfismo como se hacia en aplicaciones lineales:
Definicién 13. Dado f: G — H homomorfismo, se define su niicleo Nuc(f) = {z € G : f(z) = e}.

Proposicién 24. Nuc(f) es subgrupo de G.

Demostracién. Ya sabemos que e € Nuc(f). Si g € Nuc(f), entonces f(g) = e luego f~1(g) =e ! =e

pero f~(g) = f(g7 1) luego g~ € Nuc(f). Si h,g € Nuc(f), entonces f(hg) = f(h)f(g) = ee = e luego
hg € Nuc(f). O

Proposicién 25. f: G — H homomorfismo es inyectivo <= Nuc(f) = {e}.

Demostracién. Si f es inyectivo y g € Nuc(f), entonces f(g) = e = f(e) luego no queda otra que
g = e. Por otro lado, si Nuc(f) = {e} v f(g) = f(h), entonces f(g)f(h~!) = e luego f(gh~') = e. Como
el nicleo es el trivial, gh~! = e luego g = h. O

Vamos a ver ahora dos resultados que nos permiten identificar los homomorfismos entre dos grupos,
asi como sus imagenes:

Proposicién 26. Si f : G — H es homomorfismo y G = {({g1,...,9+}), se tiene que Im(f) =

Demostracién. Si h € Im(f) es porque h = f(g) con g € G luego g = ay...ar con cada a; €
{g1,---19r 917", 97 '}. Entonces h = f(a1...ax) = f(a1) ... f(ar) y, como f(g; ) = f~1(g;), se tiene
lo que se queria. O

Proposicién 27. Si, en las condiciones de la proposicion anterior, se tiene ademds que h : G — F es
homomorfismo, entonces f =h < f(g;) = h(g;), Vi € {1,...,k}.

Demostracién. = es inmediata. Para <= | si F = {g1,... ,gr,gfl, ., g7 L}, esta claro que
f(a) = h(a) si a € F. Por tanto, si g € G, como g = aj ...ag, se tiene que f(g) = f(a1)... f(ag) =
h(ay)...h(ax) = h(g). O

Definicién 14. Se define Hom(G, H) como el conjunto de homomorfismos entre G y H. Asimismo,
Aut(G) C Hom(G, Q) es el conjunto de automorfismos de G, es decir isomorfismos de G en G.

Observacion 5. Por las observaciones que realizamos anteriormente sobre la composicién e inversién de
isomorfismos, se tiene que (Aut(G), o) es un grupo.

Una propiedad fundamental de los homomorfismos es que preservan la nocién de subgrupo:

Proposicion 28. Si f : G — G’ es un homomorfismo, entonces:
1. Si H < G, entonces f(H) < G'.
2. Si H' < G, entonces f~1(H') < G. Obsérvese ademds que Nuc(f) < f~1(H’).

Demostracién. Para la primera, considérese la siguiente cadena: H % G ER G'. Se tiene que j es la
inclusién j(h) = h, que es claramente homomorfismo, por tanto esa aplicacién, f o j es homomorfismo e
Im(foj)= f(H) < G'. Por otra parte, si g,g’ € f~1(H'), entonces f(g), f(g') € H' luego f(g99') € H
luego gg’ € f~1(H'). Est4 claro que e € f~1(H’) al estar e € H'. Finalmente, si h € f~1(H'), entonces
f(h) € H luego f(h)~t = f(h™!) € H' luego h=' € f~1(f(H")), y hemos acabado. O

A continuacién vamos a ver algunas propiedades para conocer mejor cémo construir homomorfismos
que parten de un grupo ciclico. Bastarda que veamos para Z, dado que como sabemos todos los ciclicos
de un mismo orden son isomorfos.
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Proposicién 29. Se tiene un f : Z,, — Zq sobreyectivo si d|n, dado por f(1) =

n
E-
Demostracién. Sea k = 5. Tomamos el morfismo fy : Z, — Z, dado por fi(g) = kg. Como sabemos

estd bien definido al ser Z, abeliano. Lo tnico que queda ver es que I'm(f1) ~ Zg4, pero sabemos que
Im(f1) =< k > con orden d (al ser kd = n), luego hemos acabado. O

Proposicién 30. Si G es ciclico de orden n, y H es un subgrupo, f : G — H dado por f(1) = h con
h € H existe <= o(h)|n. Aqui 1 indica la el elemento que corresponde al generador de G, en analogia
con Zy,. Como los homomorfismos vienen determinados por la imagen del generador, se deduce que hay
tantos como h € H tales que o(h)n.

Demostracion. Si existe como homomorfismo, entonces 1" = e = f(1)" = e = ¢" = e luego
o(g)|n. Por otra parte, si o(g) = d y d|n, estamos en el supuesto de la proposicién anterior, y se tiene el
homomorfismo deseado (tomando, si n = kd, el que manda el f(1) al ) O

1.4. Subgrupos Normales

Anteriormente discutimos las clases laterales de un subgrupo, y vimos que las clases a izquierda no
tienen por qué coincidir con las clases a derecha. Esta carencia impide que el cociente G/H sea un grupo
en si mismo. Para solucionar esto, vamos a considerar los subgrupos cuyas particiones laterales son las
mismas.

Definicién 15. Sea H < G. Se dice que H es normal, y se denota H <G, si Vg € G se tiene gH = Hg.

Esta claro que si G es abeliano todos sus subgrupos son normales. Otra observacion clave es esta:
Observacion 6. Si [G : H|] = 2, entonces H 4G

Razon. Como H ha de estar en las particiones, tanto izquierdas como derechas, esté claro que estas
son ambas {H, H°}. Por lo tanto, si gH = H, es porque g € H y H = Hg, y por otro lado, si gH = H¢,
es porque g ¢ H y por tanto Hg = H°. Luego gH = Hg en todo caso.

Proposicién 31. Si H < G, entonces (G/H,*) es un grupo, con aH xbH = (ab)H.

Demostracién. Debemos ver en primer lugar que la operacion estéa bien definida. Es decir, que si
aH =o' H y bH = b H, vamos a tener que (ab)H = (a’t’)H. Para ello, vamos a multiplicar los conjuntos
(aH)(bH) ={cd:c€aHNd € bH} = aHVH = a(Hb)H = abHH = abH = (ab)H. Hemos usado que
HH C H claramente al ser H grupo, y H C HH tomando las combinaciones de la forma eh con h € H.
Esto quiere decir que, a nivel de conjunto, multiplicar aH y bH nos da la clase lateral (ab)H, si H es
normal. Como o'H = aH y b/H = bH, eso quiere decir que (¢'b')H = (¢’H)(V'H) = (aH)(bH) = (abH) y
hemos acabado. Por otro lado, el elemento neutro es H dado que (aH)(eH) = (ae)H = aH, y el inverso
de gH es g~ 'H dado que gHg 'H = (g9~ ')H = H. O

Proposicién 32. La funcidn natural m : G — G/H tal que 7(g) = gH, es un homomorfismo si H <1 G
y Nuc(m)=H.

Demostraciéon. w(g)m(g') = gHg'H = g¢'H = 7(gg’). Asimismo, € Nuc(n) < zH = H <
reH. O

Acabamos de ver que existe un homomorfismo cuyo nicleo es un subgrupo normal. El reciproco, de
hecho, es cierto:

Teorema 2. Sea f: G — H un homomorfismo. Se tiene que N = Nuc(f) < G. De hecho, el conjunto
gN = f~1(f(9)), es decir, desplazando N con g se obtienen todos los elementos que comparten imagen
con g.
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Demostracién. Veamos que gN = f~1(f(g)). Si gn € gN, entonces f(gn) = f(g)f(n) = f(g)e = f(9),
luego gn € f=1(f(g)). Por otro lado, si ¢’ € f~1(f(g)), entonces f(g') = f(g), lo que indica que g~1g’ € N.
Es decir, podemos expresar g’ = g(g~'g’), pero esto nos dice que ¢’ € gN.

Ahora observemos que la misma demostracién sirve para ver que Ng = f~!(f(g)), simplemente
revirtiendo las operaciones para que sean a derecha. Entonces hemos probado que gV = Ng. O

Proposicién 33. Supongamos que N < H < G. Si N <G, entonces N < H.

Demostraciéon. Si gN = Ng Vg € G, en particular, para h € H C G se tiene hN = Nh. O

Lo que hemos visto aqui es que tiene sentido considerar también H/N para cualquier subgrupo de G,
no solo G/N. El siguiente resultado los relaciona:

Proposicién 34. Si N < H <G y N <G, entonces H/N < G/N.

Demostracién. En primer lugar, si AN, h’N € H/N, entonces hNh'N = (hh/)N € H/N alser hh/ € H,
luego es cerrado. Al ser H subgrupo, se tiene e € H luego eN € H/N, lo que nos da el neutro. Finalmente,
si AN € H/N, como h~! € H al ser grupo, entonces h™* N € H/N lo que nos da los inversos. O

A continuacién veremos un importante resultado. Dado un f sobreyectivo, podemos identificar com-
pletamente los subgrupos del espacio de llegada con los del espacio de partida que contengan al nicleo
mediante tomar preimégenes. De este modo, podremos calcular cudntos son/como se relacionan los sub-
grupos de un cierto espacio, construyendo un f sobreyectivo que parta de uno mas sencillo y cuyo nicleo
€ONozcamos.

Proposicién 35. Sea f: G — H homomorfismo sobreyectivo. Se tiene:

1. Si ret’'(G) son los subgrupos K de G tales que Nuc(G) < K y ret(H) son los subgrupos de H,
entonces Jp : ret(H) — ret'(G) biyectiva, dada por o(L) = f~Y(L), que ademds preserva la
estructura de reticulo (las inclusiones entre los subgrupos).

2. K<H +— fYK)<G.

Demostracién. Sabemos que ¢ : ret(H) — ret(G), dada por tomar preimédgenes es inyectiva por ser
f sobreyectiva. Entonces falta ver que Im(¢’) = ret’(G). Dado L € ret’(G), vamos a ver que de hecho
L= f~Y(f(L)), y por tanto es preimagen de f(L) € ret(H). La inclusién L C f~1(f(L)) es inmediata y
aplica a cualquier conjunto L y funcién f. Por el contrario, si g € f~*(f(L)), como f(g) € f(L), entonces
f(g) = f(I) para cierto [ € L. Entonces, gl=! € Nuc(f) C L, luego g = (gi~!)l € L y hemos acabado.
Estd claro que preserva las inclusiones porque si L C Lo, entonces f~*(L) C f~!(Lz) (esto ocurre para
cualesquiera conjuntos y funcién).

Para la segunda afirmacion, veamos que si K <1 H, tiene sentido considerar G i> HS H /K, de niicleo
fYHK), luego f~1(K) <1 G. Para la otra afirmacién, si gf ~*(K) = f~!(K)g para todo g € G, tenemos
que f(gfHK)) = f(f~1(K)g) luego f(9)K = Kf(g) para todo g € G, pero como es sobreyectiva,
hK = Kh,Vh € H. O

Otra propiedad interesante de los subgrupos normales es que nos permiten generar otros subgrupos:
Proposicién 36. Sea H <G y K < G. Se tiene que HK = KH, y ademds HK < G.

Demostracion, HK = {hk : h € H k€ K} = Uy Hk = Uy kH = {kh - k € K,h € H} = KH.
Es claramente cerrado, dado que si hk,h'k’ € HK, se tiene hkh'k’ = hh"kk’ € HK (hemos usado la
normalidad para que kh' = h”'k para cierto b’/ € H). Por otra parte, e € HK al ser ¢ = e - e. Finalmente,
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si hk € HK, se tiene (hk)™' =k~ 'h~' =nk™1 € HK. O

De hecho, el grupo descrito anteriormente es el menor que contiene a K y a H, dado que las operaciones
por pares deben aparecer para garantizar el cierre. Se tiene una versién mas restrictiva del resultado:

Proposiciéon 37. Si H <G y K <G, se tiene que HK <1 G.

Demostracién. Para ver la normalidad, basta con observar que gHKg~! = gHg 1gKg™! = (gHg ') (9Kg™?!) =
HK. O

Ahora vamos a ver un subgrupo normal de gran importancia:

Definiciéon 16. El centro o centralizador de G es el grupo C(G) = {a € G : ag = gaVg € G}. Es
decir, son los elementos que conmutan con todo el grupo. En ocasiones se denota Z(G).

Proposicién 38. Z(G) < G. Ademds es abeliano.

Demostracién. Estd claro que e € Z(G). Si a,b € Z(g), se tiene abg = agb = gab luego ab € Z(G).
Finalmente, si a € Z(G), entonces a g = (¢97'a)™! = (ag™!)~! = ga!, luego a=! € Z(G). Es abeliano
porque si sus elementos conmutan con todo G, en particular lo hacen con Z(G). O

Proposicién 39. Se tiene Z(G) < G. Ademds, todo K < Z(Q) wverifica K 1 Z(G).

Demostracién. Si g € G, tenemos que gZ(g) = Z(g)g dado que si gz € gZ(g), como z € Z(g), se tie-
ne gz = zg € Z(g)g. Del mismo modo, si K < Z(g), todo k € K conmuta con G y por tanto gK = Kg. O

Vamos a ver un sencillo aunque potente resultado que nos ayudara a identificar el centro de un grupo:
Proposicién 40. Se tiene que G/Z(G) es ciclico <= G es abeliano <— G = Z(G).

Demostracién. El segundo <= es evidente. Por ello, demostraremos el primero. Esta claro en
< que G/Z(G) = G/G = {€} luego es ciclico. Lo que queda probar es = . Supongamos que
G/Z(G) =< g >. Sea a € G. Entonces podemos decir que a € ¢*Z(g), luego a = g'a, con a € Z(g).
Anélogamente si B € G, 3 = ¢’b, con b € Z(g). Tenemos entonces que a3 = g'ag’b = g'g’ab = g**/ab =
¢ g*ab = ¢'bg'a = Sa donde hemos usado que a, b conmutan con todo. O

1.5. Teoremas de isomorfia

Teorema 3. Sea f : G1 — G homomorfismo sobreyectivo. Sea H < Nuc(f) con H < Gy. Entonces,
f : G1/H — Ga, dada por f(aH) = f(a), bien definida, tal que:

1. for=f, donde 7 : Gy — G1/H es el natural.

2. Nuc(f) = Nuc(f)/H.

3. f es sobreyectiva.

Demostracién. Esta bien definida dado que si aH = bH, entonces a™'b € H C Nuc(f) luego f(a™'b) =
e con lo que f(a) = f(b). El punto (1) se tiene de inmediato dado que f(n(g)) = f(gH) = f(g)- Se tiene

g € Nuc(f) <= e= f(g9) = f(g) luego hace falta que g € Nuc(f) pero esto ocurre <= g€ Nuc(f)/H.
Finalmente, como f = f o7 y tanto f como 7 son sobreyectivas, ha de serlo f. O

Teorema 4 (Primer Teorema de Isomorfia). Si f : G1 — G2 es homomorfismo sobreyectivo, entonces
G1/Nuc(f) ~ Gs.

11
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Demostracién. Aplicamos el teorema previo para H = Nuc(f), luego f se vuelve inyectiva (su nicleo
serd Nuc(f)/Nuc(f) = {e}) y por tanto isomorfismo. O

Obsérvese que el teorema se puede reformular asi: dado f : G — H un homomorfismo, entonces

G/Nuc(f) ~ Im(f).

Teorema 5 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sean H << L < G. Sabemos entonces que L/H < G/H al
ser L,G sus preimdgenes por el epimorfismo w. Se tiene que (G/H)/(L/H) ~ G/L.

Demostracién. Consideramos los epimorfismos naturales = : G/H — (G/H)/(L/H) y «' : G — G/H.
La composicién es f = o n’. Estd claro que es epimorfismo, y ademds g € Nuc(f) <= n'(g) €
(L/H) <= g € L. Aplicando el primer teorema de isomorfia se tiene el resultado. O

Teorema 6 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea G un grupo y K < G, H < G. Sabemos que HK < G
en ese caso, pero entonces H <« HK . Se tiene que, ademds, HNK <K y que K/(HNK)=HK/H.

Demostracion. Sea j : K — KH la inclusién y «# : KH — KH/H el epimorfismo natural. Sea
B = moj. En primer lugar, es sobreyectivo, dado que si (kh)H € KH/H, tenemos que como khH = kH,
entonces B(k) = (kh)H. Por otro lado, k € Nuc(f) < ke HANke K < ke KN H. De aqui se
deduce que Nuc(f) = KN H < K y aplicando el primer teorema de isomorfia, el resultado se tiene. O

1.6. Clases de conjugacion. Centralizador. Normalizador. Teorema de Cauchy.

1

Proposicién 41 (Relacién de conjugacién). Fijado G grupo, la relacion xRx’ <= gxg™' = 2’ para
cierto g € G es de equivalencia, y por tanto induce una particion en G.

Demostracién. Est4 claro que xRz dado que exe = e. Por otra parte, si Ry, entonces gzg~' =y
luego g tyg = (¢ Hy(g~1)~! = z. Finalmente, si grg~! = y y ademéas hyh~! = z, sustituyendo se tiene
que z = ghah~tg~! = ghx(gh)~!. O
Definicién 17. Las clases de equivalencia de la relacién anterior son, por tanto, [z] = {grg™! : g €

G} := F, y se denominan clases de conjugacion.

Observacion 7. Las clases de conjugacién tienen tamaifio variable, y si z € Z(G), de hecho se tiene que
F, = {x} dado que conmuta con g y g~ '. La implicacién inversa es cierta: si grg~! = x siempre, entonces
gx = xg. Es decir: F, = {z} < z € Z(Q).

La siguiente definicién nos permitira saber exactamente cuantos elementos tiene cada clase de conju-
gacién:

Definicién 18. El centralizador de z € G es el conjunto C(z) = {g € G : grg~! = z}. Es decir, son
los elementos que lo dejan fijo.

Proposicién 42. C(z) < G.

Demostracién. Est4 claro que e € C(x). Asimismo, si h € C(x), como hzh™! = x, se tiene h~'zh = x
luego h=1 € C(x). Finalmente, si a,b € C(z), entonces como aza~! = z y bxb~! = x. Por lo tanto,
abzb~tla=! = z luego ab € C(x). O

Proposicién 43. Se tiene que ava™' = brb~! <= a € bC(x). Es decir, F, tiene tantos elementos
como clases laterales haya en C(x). Por tanto: |F,| =[G : C(z)].

Demostracién. Si a € bC(z), entonces a = bh con h € C(z), luego hxh~! = x y por tanto aza=! =

bhah~1b~1 = bab~!. Por otro lado, si aza=! = bwb~!, entonces b~ taxra~'b = x luego b~ta € C(x) y por
tanto a € bC(x). O

12
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Observacion 8 (Ecuacién de Clases). Supongamos que {x1,...,25} son representantes de las clases de
conjugacion en G de tamano 2 o superior. Entonces:

Gl =12(G) +H_[G + C(xs)]

Debido a que sumamos los elementos del centro, cuyas clases tienen 1 solo elemento, y después, en
virtud de la proposiciéon anterior, sumamos los tamanos de las cajas restantes.

El siguiente teorema es de inmensa utilidad para clasificar los subgrupos de un grupo:

Teorema 7 (Cauchy). Sea G finito tal que el primo p verifica p||G|. En ese caso, G tiene un elemento
de orden p.

Demostracion. Comenzamos primero con el caso de que G sea abeliano y procedemos por inducciéon

en |G|. Si |G| = 2, se verifica de inmediato. Pongamos ahora que |G| =n > 2 y asumamos que se cumple
o(g)
si |G| < n. En ese caso podemos tomar un g € G, g # e. Si plo(g) hemos acabado, ya que g " tiene

orden p. Si no, entonces podemos definir G/ < g > al ser abeliano, y como |G| = |G/ <g> | | <g>|,
debe darse que p||G/ < g > |. Como < g > {e}, entonces ese grupo cociente tiene orden menor a G y
por hipétesis de induccién, T € G/ < g > tiene orden p. Pero sabemos que o(w(x))|o(x), luego o(T)|o(z),
y por tanto plo(z) y estamos en el caso primero.

Ahora supongamos que G es un grupo arbitrario. Procedemos por induccién en |G|. El caso base ya
se ha mostrado. Supongamos que se cumple para todos los grupos de orden k < |G|. Supongamos que
p||C(z;)| para algin z; representante de clase de conjugacién de mas de 1 elemento. Bajo este supuesto,
[G : C(x;)] > 1 lo que nos dice que |C(z;)| < |G|, de tal modo que por hipétesis de induccién hemos
acabado. Ahora imaginemos que no se verifica lo anterior. Entonces como |G| = |C(z;)|[G : C(z;)], es
necesario que p|[G : C(z;)], para todo x; con la propiedad mencionada. Nos valemos de la observacién
previa: |G| = |Z(G)| + 325_,[G : C(x5)], que médulo p se vuelve: 0 = |Z(G)| + 0, luego p||Z(G)|, y como
Z(@) es abeliano hemos acabado. O

Otra utilidad de la ecuacion de clases es un resultado acerca de los denominados p-grupos.
Definicién 19. Sea p primo. G es un p-grupo si es finito y |G| = p* para algin k > 0.
Teorema 8. Sea G un p-grupo. Entonces |Z(G)| # 1, es decir, su centro es no trivial.

Demostracién. Consideramos la ecuacion de clases del grupo: |G| = |Z(G)| + Z;zl[G : C(zs)]. Como
|G| = |C(z:)|[G : C(a;)] y |G| = p*, sigue inmediatamente que [G : C(z;)] = p! para cierto t > 0 porque
[G : C(x;)] > 2. Tomando clases médulo p en la ecuacién de clases, tenemos que 0 = |Z(G)| + 0, de lo
que sigue que p||Z(G)| y por tanto no puede ser el trivial.

Al igual que considerabamos el isomorfismo = — grg~! para elementos, podemos hacerlo para sub-
grupos. Es decir, vamos a estudiar cual es la accién del isomorfismo en los subgrupos de GG. Naturalmente,
pueden quedar fijos o ir a parar a otro subgrupo del mismo tamano. Esto se explora de manera similar a
los elementos:

Definicién 20. Sea G un grupo y K < G. El normalizador de K es el conjunto: N(K) = {g € G :
gKg~' = K}.

Observacion 9. Por definicién se tiene que N(K) =G <— K <G.

Proposicién 44. Se tiene que N(K) < G.
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Demostracién. Estd claro que e € N(K). Asimismo, si h € N(K), como hKh™! = K, se tiene
h™'Kh = K luego h=! € N(K). Finalmente, si a,b € N(K), entonces como aKa~' = K y bKb~! = K.
Por lo tanto, abKb~ta~! = K luego ab € N(K). O

Proposicién 45. Se tiene que K < N(K).

Demostracién. Para ver que K C N(K), est claro que si g € K, gKg~! = Kg~! = K. Ademés por
definicién todo g € N(K) verifica gKg~! = K. O

Proposicién 46. El conjunto Fx = {gKg~' : g € G} de posibles desplazamientos del subgrupo verifica
[Fk| =[G : N(K)]

Demostracién. El argumento es el mismo que para las clases de conjugacién, es decir, gKg~ ' =

hKh™! < h7lgKg'h=K < h lge N(K) < h e gN(K). O

1.7. Notacién Ciclica para Permutaciones

Para estudiar los grupos S,, de permutaciones de n elementos, o lo que es lo mismo, de biyecciones
de N,, = {1,...,n} en s{ mismo, conviene hablar del concepto de ciclo, tanto por motivos de notacién,
como por motivos de entendimiento de las permutaciones y facilidad en su operacion.

Definicién 21. La permutacién o € S, es un ciclo de longitud r si existe una particion N,, = FUC, tal
que Vx € F, tenemos o(z) = z, y ademas C = {xq, o(x0),0%(z0),...,0" *(x0)}, y se tiene 0" (xg) = 0.

Es decir, o fija una serie de puntos, y el resto se obtienen aplicando ¢ sucesivas veces. Se denota
o= (1’0,0’(1’0)702(1'0), ey 07‘71(1'0)).

Por ejemplo, la permutacién o € S3 dada por o(1) =1, 0(2) =3 y 0(3) = 2 es un ciclo y se denota
o = (23).

Definicién 22. Dos ciclos 01, 09 € S, son disjuntos si los conjuntos Cy y C de puntos que no quedan
fijos lo son.

Proposiciéon 47. Toda o € S, es composicion de ciclos disjuntos.

Demostracién. Ponemos 1 = z1. Supongamos que o(x1) = 3 para otro z3 € Sy, e, iterando este
proceso, que o(xy) = xr11. En cierto punto r se tendra que o(z,) = x1, completando un ciclo, dado que
el grupo es finito y la funcién es biyectiva. Entonces el primer ciclo viene dado por o1(x) = o(xg) con
k € {1,...,r} y fijando el resto. Continuando a partir de x,11 se extraen sucesivos ciclos hasta agotar
los elementos de N,, v esos son todos los ciclos. O

1 2 3 4 5 6
2315 46
(123)(45). Esto se conoce como notacién ciclica. Presenta enormes ventajas en el tratamiento de per-
mutaciones:

Por ejemplo, la permutaciéon o € Sg dada por ( ) se puede expresar como o =

Proposicién 48. Los ciclos disjuntos 01,09 € Sy, conmutan.

Demostracién. Sea x € N,,. Si ambos ciclos fijan z, estd claro que o1 (02(x)) = o201 (z). Si alguno no
lo fija, sin perder en generalidad suponemos que es el o1. Por ser disjuntos, entonces el o3 lo fija, asi como
a o1(x). Pero entonces o1 (02(x)) = o1(x) = 02(01(x)). O

Proposiciéon 49. Un ciclo de longitud r tiene orden r. Por tanto, o € S, tiene como orden el minimo
comun maltiplo de las longitudes de su expresion en ciclos disjuntos.
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Demostracién. Observamos de la definicién de ciclo que si z € C, entonces z = o*(z9) y entonces
o"(z) = 0"+ (z0) = o' (xg) = x. Por otro lado si x € F esta claro que o (z) = z luego tiene orden 7.
No es dificil convencerse de que es el minimo dado que si el orden fuese @ < 7 no se tiene la propiedad
a+t #t, mdéd r que hemos utilizado. La afirmacion acerca del minimo comin miltiplo sigue de manera
evidente por la conmutatividad de los ciclos disjuntos. O

A continuacién estudiaremos cémo actiian los isomorfismos de conjugacién en S,,.

Proposicién 50. Si o € S, es el ciclo de longitud r, o = (i1,i2,...,1,), entonces, dado g € Sy,
gog~t = (g(i1),...,g(ir)) y por lo tanto es otro ciclo de su misma longitud.

Demostracién. Primero estudiamos el comportamiento de gog~! en los puntos de la forma g(i;). Se

tiene que gog~1(g(i¢)) = go(is) = g(ity1), luego como vemos gog~' hace ciclar estos puntos. Por otro
lado, si k € N,\{i1,...,i.}, tenemos que, en g(k), gog~'(g(k)) = go(k) = g(k), luego efectivamente es

el ciclo propuesto. O
Proposicién 51. Sean en S, los elementos oy = (if,i3,...,ik )(i%,43,...i2)) ... (i, i5,...,iF ) y o0 =
(31,43, ... ,j,l,l)(jf,jg, .. .ij) N L TS ,jfk) que, como se observa, constan del mismo niumero de

1

ciclos y con las mismas longitudes. Entonces 3o € Sy, tal que co107" = 02, y es todo aquel que verifique

o(if) = ji en todos t,s.

Demostracién. Siempre podemos construir un o como el propuesto en la proposicién, decidiendo las
imégenes del resto de los puntos arbitrariamente. Tenemos que:

-1 _ 1 -1 AN _—1 2 2 2 1 —1_(:k k gy —1
o010 = 0(iy, iy, .0 )0 0(i1,0, ... 0,)0 0.0 o(iy, iy, ..., 0, )0
Y por la proposiciéon previa resulta ser os. O

Observacion 10. Si dos permutaciones se descomponen en ciclos disjuntos con las mismas longitudes,
como en el enunciado anterior, entonces estan relacionadas por conjugacién, y como aplicar composicién
preserva las longitudes de ciclos, se trata, de hecho, de una equivalencia. Es decir, la clase de conju-
gacion de una permutacién son todas las que se descomponen en ciclos con misma longitud
que ella.

Definicién 23. Una trasposicién 7 € S, es un ciclo de longitud 2. Es decir, 7 = (ab).
Teorema 9. S,, estd generado por sus trasposiciones. Fs decir, toda o € S,, es producto de trasposiciones.

Demostracién. Por lo que sabemos ya, basta con probarlo para ciclos o = (i,0(i),...,0" " 1(i)). Se
afirma que se tiene o = (i,0"~1(4))(i,0"2(i)) ... (i,0(i)). Esta claro que si k queda fijo por el ciclo,
entonces no figura en ninguna de esas trasposiciones y por ello queda fijo. Si tomamos (i), veamos
que: (i,0" (i) (i,0"72(i)) ... (i,0(i))ot (i) = (i,0""1(4))...(i,0'(i))ot (i) = (i,0""1)...(i,0tF(i))i =
(i,0"" 1) ... (i,0F2) ot (i) = ot FL(d), luego lo cicla, como queriamos ver. O

Teorema 10 (De paridad). Todas las formas de expresar o € S,, como k trasposiciones mantienen la
paridad de k. Es decir, si se puede expresar como un nimero par (resp. impar) de trasposiciones, entonces
siempre que se exprese como producto de trasposiciones habrd un nidmero par (resp. impar) de ellas.

Por tanto, podemos distinguir entre permutaciones pares e impares. Las pares forman un grupo,
A, < Sy, de indice 2, llamado grupo alternado.

Definicién 24. Un grupo G es simple si H <G = H = G V H = {e}. Es decir, no tiene subgrupos
normales propios no triviales.

Proposicién 52. Si G es abeliano, entonces G es simple < |G| = p.
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Demostracién. Claramente, si |G| = p entonces directamente no tiene subgrupos propios no triviales,
luego es simple. Si suponemos que |G| = pq con p primo y ¢ > 2, por el contrario, entonces el teorema de
Cauchy asegura que Ja € G con o(a) = p, de tal modo que {a) C G es propio y no trivial, y como G es
abeliano, entonces es normal y no puede ser simple. O

Para estudiar el comportamiento de A,, < S, conviene preguntarse qué ocurre con los subgrupos de
S, cuando los intersecamos en A,,. En general se observa el siguiente resultado:

Proposicién 53. Supongamos que G es un grupo con N < G y [G : N] = 2. Entonces dado otro K < G,
se tiene que K NN = K o bien [K : KN N] = 2. Es decir, o bien K estd entero en N o bien K tiene la
mitad en N y la mitad fuera.

Demostracion. Consideramos la cadena de morfismos f : K — G — G/N, donde de K a G vamos por
inclusién y de G a G/N vamos de manera natural tomando clases. Esta claro que Nuc(f) = NN K. El
teorema de isomorfia indica que K/(K N N) ~ Im(f). Pero Im(f) < G/N, que tiene dos elementos. Si
es todo G/N entonces K/(K N N) ~ G/N y entonces [K : K N N] = 2. Si por el contrario es el trivial,
entonces K = K N N. O

1.8. Productos semidirectos

Proposicién 54. Sea G finito, K1 <G y Ko < G. Entonces |K1Ko| = %

Demostracion. Tenemos que |K1Ks| = | K| K}(II(Q |, pero el tercer teorema de isomorfia nos asegura
que K1 Ko /Ky ~ Ko /(K1 N K3) luego tienen los mismos elementos y hemos acabado. O

Observacion 11. En particular, si K1 N Ko = {e}, entonces | K1 Ks| = |K1||Ka2|.

Es decir, en el caso anterior | K7 Ky = |K; X K»|, y cabria preguntarse si son isomorfos.

Proposicién 55. En los supuestos anteriores, la aplicacidn p : K1 x Ko — K1 Ko con p((k1, k2)) — kika
es biyectiva.

Demostracion. Claramente es sobreyectiva: por definicién los elementos de K7 K5 son aquellos de la
forma kiko, con k1 € Ky y ko € Ky. Ademads, la observacién anterior indica que va entre grupos del
mismo orden, luego es biyeccion. O

No obstante, si tomamos el grupo D5 = <A,B|A5,BQ,BAB*1A>, y los subgrupos Ky = (A) y
Ky = (B), nos damos cuenta de que estamos en los supuestos anteriores, con K7 Ky = D5 y sin embargo
Ky x K9 ~ Zy ciclico. Luego, en general, la biyeccién anterior NO es un homomorfismo de grupos. Solo
bajo ciertas condiciones adicionales. Primero, un lema previo:

Lema 1. Si K1 <G, K3 <G y K1 N Ky = {e}, entonces kika = kak1Vky € K1, ko € Ko.

Demostracién. Consideramos k5 k1 k. Por normalidad de K7, se tiene que ese elemento estd en K7,
luego ki 1/4;2_ Yi1ks € K. Si consideramos ahora kL 1k2_ 1k1, por normalidad de K, estd en Ks luego
kflk;1k1k2 € K5. Como la intersecciéon es nula, se da que kflkglklkz = e lo que implica que kiks =
koki. O

Proposicién 56. Si K1 <G, Ky < G, K1 N Ko = {e}, entonces la aplicacion del resultado anterior,
p: Ky x Ko = K1K5 con p((k1,k2)) — kike es ademds un homomorfismo y por tanto un isomorfismo.

Demostracién. Tenemos p((ki, k2))p((k}, kb)) = kikakikl = kikikokl = p((k1, ko) (K], K5)), donde
hemos usado el lema previo. O
Si aplicamos el teorema varias veces llegamos a la conclusion de que:
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Observacion 12. Si Ny, ..., N, son subgrupos normales de G (N; <G)y N;N(Ny...N;_1N;j41...N,.) =
{e}, entonces p: Ny X --- x N = Nj ... N, dado por p(ai,...,a,) =aj...a, es un isomorfismo.

Para que se tuviese ese isomorfismo hemos necesitado que ambos subgrupos sean normales, pero,
puesto que basta con que uno lo sea para considerar el producto, conviene plantearse como hacer para
que se tenga ese isomorfismo en caso de que uno de ellos no sea normal.

Definicién 25. Cuando K < G, N<G, KNN ={e} y KN = G, se dice que G = N x K, es decir, que
G es producto semidirecto (interno) de N y K.

Lo que nos preguntamos es si N x K puede ser isomorfo a N x K. Para ello vamos a dotar de otra
estructura a N x K.

Definicién 26. Fijamos grupos G1, G2, y un homomorfismo ¢ : Go — Aut(G;). El conjunto G; x Gy
se dota de la operacion:

(a,b) x5 (e d) = (ap(b)(c), bd)

Lo que da lugar a un grupo que se suele denotar G; X, G2, y se denomina producto semidirecto
(externo) dado que es isomorfo a un producto semidirecto (interno) de ciertos subgrupos (G; x e y
e X Gg)

Un sencillo cdlculo muestra que esa operacion es asociativa, tiene como neutro al (eg, e2), donde e; es
el neutro de G;, y tiene como inverso del (a,b) al (a,b)™! = (o(b~1)(a™1),b71).

Teorema 11. En caso de que N x K, con NK =G, y ¢ : K — Aut(N) estd dada por k — oy, donde
or € Aut(N) es la conjugacion: pr(n) = knk™1, bien definida por ser N normal, entoncesp : Nx,K — G
dada por p(a,b) = ab es isomorfismo de grupos.

Demostracién. Por un lado, p(n, k)p(n'k’) = nkn’k’. Por otro, (n,k)(n',k") = (np(k)(n'),kk') =
(nkn'k=1, kk"), luego p((n, k)(n', k")) = nkn'k= kk’ = nkn'k’, como se querfa. Como N x K es el mismo
conjunto que N x K, ya sabemos que la aplicacién es una biyeccién. O

Proposicién 57. En Gy X, Ga, la aplicacion j : Gy — G1 %, G dada por j(g) = (g,€), y la aplicacion
J2 + Go — Gy My, Go dada por ja2(g) = (e,g) son homomorfismos inyectivos, y sus imdgenes (G1 X e
y e X Ga) son subgrupos de G1 x, Ga. El primero de ellos, G1 x e, es ademds un subgrupo normal.
Finalmente, se tiene (G1 X €) X, (e X G2) = G1 X, Ga.

La demostracion sigue de un calculo rutinario. Esto indica que el producto semidirecto externo es un
producto interno de esos subgrupos, y por tanto, junto con el teorema anterior, se marca una equivalencia
entre ambos conceptos y en adelante hablaremos simplemente de producto semidirecto.

1.9. Acciones, o6rbitas e isotropia

Vamos a generalizar los conceptos que tratamos en las clases de conjugacién. Para ello, recordemos que
considerabamos el isomorfismo  — gzg~!, pero realmente basta con asociar una biyeccién cualquiera a
cada elemento de un grupo, de manera que preserve la estructura, para obtener la mayoria de resultados
al respecto.

Definicién 27. Dado un conjunto X y un grupo G, una accién de G en X es un homomorfismo
a: G — Biy(X).

Es decir, permite imaginar los elementos de G actuando sobre X.

Proposicién 58. Una accién induce una particion en X dada por la relacion x ~y < a(g)(z) =y
para cierto g € G.
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Demostracién. Por ser homomorfismo, a(e)(z) = Id(xz) = z. Por otro lado, si a(g)(z) = y, se tiene
r = a (g)(y) = alg™!)(y). Finalmente, para la transitividad, si a(g)(z) =y y a(h)(y) = 2, entonces
a(h)(a(g)(x)) = = luego a(hg)(z) = =. O

Definicién 28. A la clases de equivalencia de z € X con esta relacién, es decir, a todos los puntos posibles
alcanzables desde = mediante la accién de G, se le denomina érbita de . O(z) = {a(g)(z) : g € G}.

Definiciéon 29. Se define el subgrupo de isotropia de x como G, = {g € G : a(g)(z) = x}, es decir,
los elementos cuya accién deja invariante a x.

Proposicién 59. Se tiene G, < G.

Demostracién. e € G, trivialmente. Si a(g)(z) = x entonces x = a(g~!)(x), y finalmente, si a(g)(z) =
a(h)(z) = z, entonces a(gh)(x) = x componiendo ambas, y por tanto es cerrado. O

Proposicién 60. Si G, X son finitos entonces se tiene |O(z)| = [G : G,].

Demostracion. Es andloga a cuando se hizo para las clases de conjugacién (que son las érbitas bajo la
accién de conjugacién). Vamos a demostrar que elementos en la misma clase de G/G, actiian igual sobre
x, y elementos en distinta clase actian distinto, con lo que habréd tantos elementos en la érbita como
clases en el cociente. Efectivamente, se tiene ¢1Gy = g2Gr <= g5 ' 1G2 = Go <= alg; 'q1)(z) =
z <= a(g)(z) = a(g2)(x). O

1.10. Teoremas de Sylow

Los teoremas de Sylow nos permiten obtener mucha informacién sobre la estructura de subgrupos de
un grupo finito dado.

Teorema 12 (De Sylow (19)). Sea G un grupo con |G| = p®m, donde p es primo y (p,m) = 1. Entonces
G tiene un subgrupo H con |H| = p°.

Demostracién. Por induccién en |G|. Si |G| = 2, la afirmacién es trivial. Supongamos que se tiene
para todo grupo de orden k < n. Sea G con |G| = n = p®m, con (p,m) = 1. Tenemos dos opciones:

s Si p|Z(G), el teorema de Cauchy asegura que 3z € Z(G) con |(z)| = p, de tal modo que G/ (x)
es un grupo de orden p®~lm, y por hipétesis de induccién, sea Q@ < G/ (z) con |Q| = p*~ L.
Si 7 es el epimorfismo natural que lleva cada elemento a su clase, entonces 7~ 1(Q) verifica que
Q = (r~1(Q)) = 7 1(Q)/ (x), lucgo [=—1(Q)| = p-p*~* = p" y hemos acabado.

= Si p { Z(G), observamos la ecuacién de clases médulo p: 0 = [Z(G)| + 3 ;[G : C(z;)]. Como
|Z(G)| # 0, entonces hay un jo con [G : C(zj,)] # 0 en médulo p. Es decir, tenemos que [G :
C(z;)|C(xj,)| = |G| y ademés p 1 [G : C(z;,)], de tal modo que ha de ser |C(z;,)| = p*t, donde
t <m o de otro modo [G : C(xj,)] = 1y no serfa término de la ecuacién de clases. Pero entonces,
por hipétesis de induccion, hay un @ < C(zj,) < G con |Q| = p® y hemos acabado.

O

Definicién 30. En un grupo finito G con |G| =p*my (p,m)=1,si H < Gy |H| = p*%, se dice que H
es un p-subgrupo de Sylow.

Con el fin de de enunciar y demostrar el segundo teorema, necesitamos un resultado previo:

Lema 2. Supongamos que Q,P < G, donde Q) es un p-subgrupo y P es un p-subgrupo de Sylow con
|P| = p®. Entonces, No(P)={q € Q:qPq ' =P} = Ng(P)NQ verifica que No(P)=Qn P.
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Demostracién. Esté claro que PNQ C Ng(P)NQ = Ng(P). Por otra parte, Ng(P) C @ por definicién,
luego basta ver que Ng(P) C P, o lo que es lo mismo, Ng(P)NQ C P. Pero P<INg(P)y Na(P)NQ <
N¢(P), luego su producto libre es un subgrupo, y tenemos que: Ng(P)NQ C P < [Ng(P)NQ|P = P,
con lo que solo tenemos que centrarnos en probar esta dltima afirmacién. Como P C [Ng(P) N QJ]P, lo
que haremos serd probar que tienen el mismo ntimero de elementos. Efectivamente:

_INe(P)QI-IP| _ [Na(P)N@Q|-|P]
[Na(P)N@nN P QNP
Pero como los 3 enteros que aparecen en esa expresion son potencias de p (por ser subgrupos de P o de

Q), tenemos que |[Ng(P) N Q]P| = p® para cierto b. La cadena de inclusiones: P C [Ng(P)NQ]P C G nos
indica que de hecho, p® < p® | p®m con (m,a) = 1, luego ha de ser b = a y por tanto hemos acabado. [

[[Na(P) N QIP|

Teorema 13 (De Sylow (29)). Sea G un grupo finito y P un p-subgrupo de Sylow suyo. Sea Q) cualquier
p-subgrupo (subgrupo de orden potencia de p). Entonces, 3g € G con Q < gPg~'. En particular, si Q es

p-subgrupo de Sylow, entonces 3g € G con Q = gPg~'.

Demostracién. Sea X = {gPg~! : g € G} = {P;}7_, la érbita de P por la accién de conjugacién de

G. Como hemos indicado, ponemos |X| = r, y, en el listado anterior, P, = P. En primer lugar, vamos
a probar que r = 1 méd p. Para ello, vamos a considerar la acciéon por conjugacién de P en X, bien
definida dado que como P < @, entonces si P’ € X, tenemos que pP'p~! € X siempre que p € P. Si
{P; }‘;-:1 son representantes de las clases de conjugacién por esta accién, con 7; = 1, entonces sus clases
particionan X:

X=| {pPyp ' :pe Py ={Pyu| {pPyp ' :p€ P}
j=1 j=2

1

Dado que pPp~" = P si p € P. Aqui U denota la unién disjunta. Atendiendo a los cardinales:

S
IX| =1+ |{pPy,p':pe P}
=2
Pero como cada uno de los P;; con j > 2 verifica que P,NnPCP (de otro modo P;; = P al tener
la misma cantidad de elementos), entonces, como [{pF;; p~t:pe P} =[P:Pn P por el lema previo,
cada [P : PN P;] > 1y es potencia de primo, luego, médulo p, se tiene | X| =14 0 =1, como se queria.
A continuacién, vamos a repetir lo mismo pero bajo la accién de conjugacién de @, para obtener:

!
X = I_l{qﬂﬂfl tq e Q} (4)

l
IX|=Y HaP,a ' :q€Q} (i)

Jj=1

Donde esta vez los {F;, }2:1 son los representantes de las clases bajo esta nueva accién. Seguimos
eligiendo i; = 1. Pero ahora supongamos que ningtin F;; verifica que () < P;,. Entonces, usando de nuevo
el lema previo:

_1 Q| Q)
qPi.q" " 1qe @} =@ : No(F;.)] = > =1
Hemos utilizado que [Q N P;;| < |Q|, dado que si fuesen iguales, se tendria que QN P;; C Q que hemos

supuesto que no ocurre. Ademéas observemos que i an%lv pes potencia de primo por serlo numerador y
»
J
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denominador. Por lo tanto, tomando en (i7) médulo p, llegamos a que r = 0 mdd p, contradiciendo lo
anterior, y por tanto Q < P;, para algin P;, € X. O

Finalmente, el tercer teorema nos ayuda a contar los p-subgrupos:

Teorema 14 (De Sylow (32)). Sea G un grupo finito con |G| = p®m, (p,m) = 1. Sea P un p-subgrupo
de Sylow suyo, y {gPg~':g9g€ G} ={P = P1,..., P.} todos los p-subgrupos de Sylow. Se tienen:

1.r=1 mbdp
2. r|m

Demostracién. En la demostracién del teorema 2 ya hemos mostrado 1, luego falta por mostrar 2.
Tenemos que |P||G : P] = |G| =r|N(p)| = r|P|[N(P): P] = m=|[G:P]=r|P|[N(P): P] = r|
m. O

Esto no solo ayuda a contarlos, sino que en muchas ocasiones obtendremos informaciéon adicional.
Veamos la fuerza de estos teoremas en el ejemplo siguiente:

Observacién 13 (Grupos de orden 10). Consideramos G con |G| = 10 = 2! - 5!, La informacién del

teorema 3 nos dice que, si ny y ns son los nimeros de 2-grupos y 5-grupos de Sylow, tenemos ngs = 1
méd 5 y ns|2 luego ns = 1, y, del mismo modo, ny = 1 o bien ny = 5.

= Sing =ns =1, sean Py y P5 esos subgrupos. Ps; es normal por ser de indice 2, y, de acuerdo al
segundo teorema de Sylow: gP»g~! = P, dado que ny = 1. Por tanto ambos son normales, al ser
sus ordenes coprimos tenemos P, N Ps = {e} y PoP5s = G, es decir: G ~ Py X P5 ~ Zy X Zs =~ Zo.

= Sing = 5, entonces P» no es normal. Aun asi tenemos G' = Ps X, Py ~ Z5 X, Zy, donde ¢ : Zy —
Aut(Zs) ~ U(Zs). Vemos que ¢(0) = Id, luego falta escoger ¢(1) = ay con ay(a@) = ka, pero hace
falta que o(ay) | 2 para que ¢ sea homomorfismo. Si k = 1 estamos en el caso trivial y el producto
serfa directo, lo que sabemos no pasa. Luego k = 4, lo que da un ¢(1) que actta invirtiendo en Zs,
y en este caso G ~ Ds.

Por tanto los tinicos grupos de orden 10 son Zqg y Ds.
Otra observacién es la siguiente:

Proposicién 61. Sea G abeliano, con |G| = pi* ...p%, cada p; primo y distinto de los demds. Entonces,
st P; es un p;-subgrupo de Sylow, es unico. Ademds, se tiene G ~ Py X --- X P,

Demostracién. Para empezar, por ser GG abeliano, se tiene P; <1 G, pero sabemos que todos los p;-
subgrupos de Sylow son {gP;,g~! : g € G} = {P,}, de ahi la unicidad. Para la descomposicién, primero
veamos que por ser sus érdenes coprimos, P; N P, = {e}. Por ser ambos normales, Py P, << G y por ser
abeliano G, P, < PiPy y P> <« Py P, luego PP, ~ P; X P,. Ahora supongamos que hemos demostrado

que Py...Py, ~ Py X -+ X Py. Como PiPy...P; N Py11 = {e}, y ambos son normales, tenemos que
Py...PyPiiy ~ (Py...Py) X Pyyq >~ Py X --+ X Py X Pryq por hip6tesis. Luego por induccién hemos
probado: G =P, ... P, ~ P; X --- X P,. O

Por lo tanto, si queremos clasificar todos los grupos abelianos, basta con conocer la estructura de
los p-grupos abelianos, dado que los demés se descomponen en producto de estos (de sus subgrupos de
Sylow). Lo que se afirma es que los p-grupos abelianos son producto directo de ciclicos. Y por
tanto, todo grupo abeliano es producto de ciclicos. Para probar ese resultado comenzaremos con
una serie de resultados previos, para los que usaremos notacién aditiva en vez de multiplicativa.

Observacion 14. Si G es abeliano y o, : G — G es el homomorfismo dado por a,(g) = pg, entonces
Nuc(ay,) = {g € G : 0(g)|p}. Es decir, son los de orden p y el neutro.
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Razén. g € Nuc(ay) < pg=e < o(9)|p.

Lema 3. Sea G un p-grupo abeliano tal que 3'H con H < G tal que |H| = p. Entonces dado K < G no
trivial, H < K y es el inico con orden p.

Demostracién. |K| = p® para cierto s. Por el teorema de Cauchy, 3k € K con o(k) = p. Entonces
(k) < G luego (k) = H. Si hubiese otro de orden p en K, también estarfa en G contradiciendo la unicidad
de H. 0

Lema 4. Sea G un p-grupo abeliano tal que I'H con H < G tal que |H| = p. Entonces es ciclico, es
decir, G ~7/p™Z.

Demostracién. Por induccién en n. Si n = 1 entonces |G| = p primo luego es ciclico. Si n > 2, nos
valemos de la observacién 14 para ver que Nuc(cy,) = H. Efectivamente, si g € G tiene o(g) = p, como
< g >= H por unicidad, debe darse que g € H, luego Nuc(«a,) C H, y el reciproco es evidente. Entonces
|[Im(a,)| = p™~ !y el lema anterior nos indica que H < I'm(ay) y es el tinico de orden p, luego aplicamos
la hip6tesis de induccién y Im(ay,) ~ Z/p"~'7Z. Pongamos Im(a,) = (g). Se tiene que g no es el neutro
porque si no I'm(cy,) seria el trivial. Entonces H < (g) y sabemos entonces que, como 7w : G — G/H es
sobreyectivo, 3K < G/H con 7~ 1(K) = (g). Aplicamos 7 para ver que (por sobreyectividad), se tiene:
K =7({(g)) = (g) = Im(a,) y por tanto (g) = 7~ (Im(ay,)) = G y es ciclico. O

El reciproco de este lema es inmediato. Ahora vamos a tratar de partir un p-grupo abeliano en uno
ciclico y otro cualquiera, mas pequenos, con el fin de que, reiterando este procedimiento, el subgrupo
resultante que a priori no es ciclico verifique las hipdtesis del lema previo y podamos afirmar que todos
los trozos son ciclicos.

Lema 5. Sea G un p-grupo abeliano, con |G| = p™ y sea p¢ = max{o(g) : g € G} > p. Entonces 3C < G,
K < G con C ciclico, |C| =p® y tal que C+ K =G y CNK = {e}, es decir, G =C x K.

Demostracién. Por induccién en n. Si |G| = p, esté claro que G = (g) x {e} con g € G no trivial. Ahora,
sin > 2,y G no es ciclico (puesto que de serlo hemos acabado), sea g € G con o(g) = p°. Sea C = (g).
Como es ciclico, I'H < C con |H| = p. Como G no es ciclico, debe haber otro H' # H con |H'| = p. Si
consideramos 7 : G — G/H' el natural, entonces C' ~ 7(C) dado que Nuc(r|c) = H'NC = {e} porque si
no se tendria H' < C contradiciendo el Lema 3. Por lo tanto |7 (C')| = p® luego como 7(C) = (g), tenemos
que méx{o(g) : ¢ € G/H'} = p° (recordemos que no puede haber elementos en G/H’ que superen en
orden a los de G, dado que o(w(g))|o(g)). Es decir, G/H' entra en las hipédtesis del lema y, por induccién,
tenemos que G/H' ~ 7(C) x K para cierto K C G/H' (dado que el ciclico de orden p® que darfa el lema
es isomorfo a 7(C)).

A continuacién definimos ¢’ = 7= 1(7(C)) y K = 7~ 1(K) que, dado que 7(C)NK = {e} y 7(C)+K =
G/H', sabemos que se tiene C' N K = H' y C' + K = G. Recordemos por ser 7(C) las clases de los
elementos de C' en el cociente G/H, entonces C' = C' + H' , luego como H' < K (es preimagen por
7 que tiene nicleo H'), tenemos que C + K = C+ H + K = C' + K = G y por otro lado, como
CNK<C'NK=H entonces CNK=CNKNH =CnNH' = {e}. Por tanto C' y K son los grupos
buscados. O

Teorema 15. Si G es un p-grupo abeliano finito, entonces a1 > ag > --- > as > 1 tales que

G~Z/pM"ZL x -+ X L[p*ZL.

Ademds, tanto s como aq,...,as estdn bien definidos, es decir, no hay otra descomposicion de este
tipo con distinto valor de s o distintos valores de a;.
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Demostracién. Por induccién en n si |G| = p™. Estd claro que |G| ~ Z/pZ si n = 1. Ahora, si n > 1,
sabemos por el lema previo que G ~ Z/p°Z x K con p® > p . Si |[K| = 1 hemos acabado, y si no, es un
p-grupo abeliano finito de orden |K| = p™ con m < n luego se aplica la hip6tesis de induccién y hemos
acabado.

Ahora falta ver que la expresién estd bien definida. Supongamos que G ~ Z/p™Z X «-+ X L/p*sZ ~
Z)p"Z x --- x Z/p*" 7 para ciertos r,s y a; > -+ > as > 1y b > --- > b, > 1. Vamos a ver que
entonces r = s y a; = b; en todo i. Para ello consideramos el morfismo «, : G — G con ay,(g) = pg.
Si vemos los elementos de G como en la primera expresién, entonces ap(g1,-.-.,9s) = (Pg1,-..,Pgs) =
0 < Vipgi =0 <= Vio(gi)|p luego Nuc(ay,) = (p™ ) x -+ x (p*=~), dado que cada (p*~') es
el subgrupo de elementos de Z/p*Z de orden p, puesto que al ser ciclico, solo hay un subgrupo de orden
p (y es ese). Esto nos dice que |Nuc(ap)| = p”. Aplicando la misma l6gica pero viendo a G' como en su
segunda expresion, sigue que |[Nuc(ay,)| = p®, de donde r = s.

Para la unicidad de cada exponente, veamos que cada Im(a,) = (p) en cada uno de los Z/p*Z, dado
que sabemos tiene p® ! elementos por el teorema de isomorfia. Una observacion similar a la anterior nos
permite darnos cuenta de que Im(a,) = (p) x (p) X - -+ x (p), es decir, que Im(ay) ~ Z/p**'Z x - -+ x
Z)p% VL~ Z)p" " L x - - - x Z/pb ~17Z, donde s” y ' estan tomados para que no haya elementos nulos,
es decir, que a; > 2 si i < s’, asi como que b; > 2 si ¢ < 7’/, y son los mds grandes que lo cumplen. Por
lo que hemos visto anteriormente pero aplicado a estas imdgenes, que son p-grupos, debe ser que s’ = r’,
luego sabemos que a; = b; = 1 para todo j > s’. Ahora basta con repetir inductivamente el argumento
con este p-grupo (Im(a,)), de modo que iremos reduciendo el nimero de grupos ciclicos que forman la
expresién, y estableciendo la igualdad de los exponentes que se desvanecen en cada paso. O
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2. Anillos

Definicién 31. Sea A # () dotado de 2 operaciones binarias, +: A X A — Ay -: A x A — A tales que:
1. (A,+) es un grupo abeliano.
2. La operacion - es asociativa.

3. VYa,b,c € A vale la propiedad distributiva por ambos lados, es decir:
31 a-(b+c)=a-b+a-c
3.2.(b+c)ra=b-at+c-a

Entonces la terna (4, +,-) se denomina anillo.

Denotaremos al neutro de (A4,4) como 0, y a - b = ab. Asimismo, el inverso de a € A en (A,+) se
denotard —a y se denominard inverso aditivo. Un ejemplo de anillo son las matrices reales de n x n con
las operaciones usuales.

Proposicién 62. En un anillo (A,+,-) se tiene que Ya € A, se verifica 0a = 0.

Demostracion. 0a 4+ 0a = (0 4+ 0)a = 0a y aplicando la propiedad cancelativa del grupo (A, +), sigue
que Oa = 0. O

Definicién 32. Un anillo (4, +,-) es conmutativo si Va,b € A, se tiene ab = ba.
Una anillo es unitario si Je € A tal que Va € A se tiene ea = ae = a.

Proposicién 63. En un anillo unitario A, dle € A tal que Ya € A se tiene ea = ae = a.

Demostracion. La existencia es por definicién, y la unicidad es porque si €’ € A verifica esa propiedad,
entonces e’e = ¢’ (por la propiedad de e) y e’e = e (por la propiedad de ¢’), de tal modo que e =¢’. O

Ese elemento caracteristico de los anillos unitarios se denota generalmente por 1.

En lo que sigue se usara el término anillo para hablar de anillos conmutativos unitarios.

Proposicién 64. Si A es un anillo tal que 1 = 0, entonces A = {0}.

Demostracién. Dado a € A, tenemos que 0 = 0a = la = a. O

Si bien el 1 acttia como neutro para el producto, la definicién de anillo en ningin momento exige
la existencia de inversos multiplicativos. Los elementos que posean dichos inversos seran de relevante
importancia:

Definicién 33. Si (A, +,-) es un anillo, se define el conjunto U(A) ={a € A:Fbec A:ab=ba =1}y
se denomina conjunto de unidades de A.

Proposicién 65. Sia € U(A), entonces, 3b € A tal que ab = ba = 1. Asimismo, b € U(A). Si a este
elemento lo denotamos b= a~!, entonces (a=1)~! = a.

Demostracién. Supuesto que ' € A también verifique ab = ba = 1, entonces ab = ab’, y por tanto
bab = bab) = 1b =10 = b =V'. Como ab = ba = 1, sigue inmediatamente que b=' = a y que
belU(A). O

Observacion 15. Dado el anillo (A, +,-), se tiene que (U(A),-) es un grupo. Si el anillo es conmutativo,
es abeliano.

Esto es porque sabemos que se verifica asociatividad por ser A anillo, el 1 € U(A) (porque 1-1=1)
es neutro, y por definicién de U(A), cada elemento tiene inverso.
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Definicién 34. Dado el anillo (4, +,-), se dice que A" C A es un subanillo si (A, +|4 xa’,|arxa’) €s
anillo y cerrado por + y -. Si A es unitario pediremos asimismo que 1 € A’.

Definiciéon 35. Si A y B son anillos, f : A — B es un homomorfismo de anillos si Va,a’ € A se
verifica:

L fla+d') = f(a) + f(d').
2. f(ad’) = f(a)f(a').
3. f(14) = 15.

Proposicién 66 (Algunas propiedades habituales). Si f : A — B y g : B — C son homomorfismos de
anillos, entonces go f : A — C también lo es. Si f : A — B es un homomorfismo de anillos biyectivo,
entonces f~1: B — A también lo es.

La demostracién es andloga al caso de los grupos en ambas situaciones.

Definicién 36. El homomorfismo de anillos f : A — B se denomina isomorfismo si 9g : B — A
homomorfismo tal que fog = Idg y go f = Ids. En virtud de la proposicién anterior, es equivalente
pedir que f sea homomorfismo y biyectivo.

Los anillos (4,+,-) y (B, +,-) son isomorfos, y se denota A ~ B, si f : A — B isomorfismo.

Observacion 16. El inico homorfismo de anillos h : Z — Z es la identidad. Esto es porque como h(1) = 1,
y sabemos que en particular es homomorfismo de grupos, entonces h(k) = h(kx1) = kxh(l) = kx1 = k.

Observacion 17. h: Z/nZ — Z/mZ es homomorfismo de anillos <= h verifica h(k) = ky m|n.

Demostracién. Para = , veamos que como h(1) = 1, ha de verificarse que o(1)|o(1) en tanto grupo,
es decir que m|n. Ademés h(k) = h(k1) = k1 = k.

Para <=, sabemos que una aplicacién asf formada (que envia el T a un elemento de orden que divida
a n) es homomorfismo de grupos. Ademés es inmediato comprobar la compatibilidad con el producto y
que envia el 1 en el 1. O

Es decir, inicamente hay 1 homomorfismo de anillos en caso de que m|n, y ninguno en caso contrario.

Proposicién 67. Si f : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces Im(f) es subanillo de B.

Demostracién. Ya sabemos que (I'm(f),+) es grupo. Como f(1) = 1, entonces 1 € Im(f). Ademés
fla)f(b) € Im(f) al ser f(ab). O

Definicién 37. Dados (A4,+,+) y (B, +, ) anillos, se define un nuevo anillo, el producto directo, por
A x B, bajo las operaciones (a,b) + (a/,b') = (a +a’,b+ V') y (a,b)(a’V') = (ad’,bV).

Es facil comprobar que es un anillo y que la proyeccién 74 : A x B — A dada por 7(a,b) = a es
homomorfismo, asi como la equivalente natural 7p.
Observacion 18. Se tiene que U(A x B) =U(A) x U(B).

Esto es asi porque si (a,b) € U(A x B), entonces 3(a’,V’) con (a,b)(a’,b’) = (1,1). Pero esto indica

que aa’ =1y b =1 luego a € U(A) y b € U(B). El reciproco funciona de la misma manera. O

Proposiciéon 68. Si a : H — A es homomorfismo de anillos, y 8 : H — B es otro homomorfismo,
entonces H — A X B dado por h — (a(h), B(h)) también es homomorfismo de anillos.

c;( )+a(h), B(h)+B(h) = (a(h), B(h))

Demostracion. 1 — (1,1), h+h' — (a(h+h"), B(h+h")) = )= +
) = (a(h), B(h))(e(h), B()). O

(
(a(h'), (), y hb" — (a(hh'), B(hh')) = (a(h)a(h’), 5(h)B (A’
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Observacion 19 (Una aplicacién: Nuimero de unidades). Vamos a calcular cudntas unidades hay en Z/nZ.
Pongamos que n = p{* ... p% primos distintos. Como cada p?j |n, damos los tnicos morfismos de anillos
a; 1 Z/nZ — Z/p;’Z, que recordemos verifican «;(1) = 1. Esto nos permite dar el homomorfismo de
anillos:

a:Z/nl — Z/p L X -+ X L) per .
Dado por a(1) = (1,1,...,1). Sabemos ademés que o(1,1,...,1) = mem(py*,...,p%") = n por ser

primos distintos. Es decir, que Im(a) = ((1,1,...,1)) = Z/p{*Z x --- x Z/p2rZ. Pero entonces, como

I
ambos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos, « es una biyecciéon y por tanto un isomorfismo

de anillos. Esto quiere decir que ambos anillos son isomorfos y tienen el mismo nimero de unidades.

Por tanto @(n) = WU(Z/nZ)| = WUEZ/PIZ x - x LIpT L) = UE/PIZ) % - x UZ/p)| =
T, (Z/p 2.

Esto nos indica entonces que ¢(n) = []] ¢(p§?). Un argumento similar sirve para ver que si n = ab
con a, b coprimos, entonces p(ab) = p(a)p(b). Volviendo al problema principal, solo hay que darse cuenta
de que ¢(pi*) es el nimero de enteros hasta pj* que no son multiplos de p;. Es decir, todos excepto los
de la forma kp;, donde k € {1,...,p% !}, dado que si k es mayor, el nimero supera a p{*.

Por lo tanto, ¢(p;*) = p;* — p?"fl, y por tanto:

T

p(n) = UZ/nz)| =] (¢ —pi) .

=1

Definicién 38 (Anillo de polinomios). Dado A un anillo, se define el conjunto A[X] = J72 {ao+a1 X +
<o +a. X" :ag,...,a. € A} con las operaciones suma y producto habituales. Dicho A[X] es un anillo.

Observacién 20. En un anillo, si 1 # 0, entonces 0 ¢ U(A). Esto es asi dado que 0b = 0 # 1 sin importar
be A

Definicién 39. El anillo A es un cuerpo si U(A) = A\{0}.
Proposicién 69. Siu € U(A), entonces ua =ub = a =b.
Demostracién. Basta con multiplicar a izquierda por u~!. O
En particular, en todo cuerpo vale la propiedad cancelativa del producto (siempre y cuando no sea
nulo el elemento).
Definicién 40. El elemento a € A, a # 0 es divisor de cero si 3b € A, b # 0, tal que ab = 0.
Por ejemplo en Z/4Z, tenemos que 2 -2 = 0. El 2 es un divisor de cero.
Proposicién 70. Un cuerpo A no tiene divisores de 0.
Demostracion. Si a # 0 y ab = 0, entonces ab = a0 y por la cancelativa, b = 0. O

Definicién 41. El anillo A es un dominio si no tiene divisores de cero, es decir, si Va,b € A, a #0y
b # 0, se tiene ab # 0.

Por ejemplo, Z es un dominio a pesar de no ser un cuerpo.
Proposiciéon 71. Sia € A no es divisor de cero y a # 0, entonces se tiene ab = ac = b=c, Vb,c € A.
Demostracién. Tenemos, si ab = ac, que a(b — ¢) = 0, pero como a no es divisor de cero, entonces

b—c=0luego b=c. O

En particular, en todo dominio vale la propiedad cancelativa del producto siempre y cuando no sea
nulo el elemento.

25



2. ANILLOS INDICE

Proposicién 72. Si el anillo A es finito, entonces A es dominio <= A es cuerpo.

Demostracién. <= ocurre siempre, como hemos visto previamente. Por otro lado, si A es un dominio,
esto indica que, fijado @ € A no nulo, la aplicacién h, : A — A dada por h,(b) = ab es inyectiva.
Efectivamente, si ab = ac, como A es dominio, vale la propiedad cancelativa y b = ¢. Pero eso quiere decir
que es una biyeccién entre A y A, por ser A finito, de tal modo que 3b € A tal que h,(b) = 1 y por tanto
aclU(A). O

Proposicién 73. Si A es un dominio, el anillo A[X] es un dominio.

Demostracién. Dados dos polinomios no nulos, podemos expresarlos P(X) = >0 a;X; y Q(X) =
> o biX" donde a, # 0y by # 0. Pero entonces el coeficiente de X" en P(X)Q(X) es a,bs, y como
ar #0, bs # 0y A es un dominio, se sigue que a,bs # 0 y el polinomio producto es no nulo. O

Definicién 42. Si A es dominio y f(X) € A[X] es no nulo, es decir, se expresa como f(X) =Y a;X;,
con a, # 0, definimos su grado por Gr(f(X)) = r.

Observacion 21. Si P(X) y Q(X) son no nulos en A[X] con A un dominio, entonces Gr(P(X)Q(X)) =
Gr(P(X)) + Gr(Q(X)).

2.1. Cocientes e ideales

Con el fin de definir correctamente anillos cociente y generar nuevos anillos a partir de otros, definimos:
Definicién 43. Dado el anillo (4, +, ), el subconjunto I C A es un ideal si:

1 (I,+) < (A, +).

2.Vae Ay fel, setieneaf €1.

Obsérvese que la segunda condicién no solo pide que sea cerrado por el producto, sino que ademas
todo elemento del anillo dejar invariante al ideal. Por ejemplo, en Z, tenemos que los subgrupos son los de
la forma kZ, y es facil ver que todos ellos son ideales: si tomamos k' € Z y ka € kZ, el valor k'ka = k(k'a)
estd en kZ.

Todo anillo A admite los ideales {0} y A. Cabe observar que un ideal no tiene por qué ser un subanillo,
dado que estamos exigiendo que el 1 esté en el subanillo, pero no tiene por qué pertenecer a un ideal
(como profundizaremos en la proposicion siguiente). Si no consideramos esto, si que es cerrado bajo suma
y producto trivialmente (por ello, algunos autores lo consideran subanillo).

Proposicién 74 (Caracterizacion de Ideales Propios). Dado I un ideal de A, se tiene:

I=A < 1€l < INUA)#
esdecir, | CA <= 1¢1 < INU(A) =0.

Demostracion. Si I = A es evidente que 1 € I. Si 1 € I, entonces 1 € INU(A) y por tanto es no vacio.
Finalmente, dado a € I NU(A) # (), nos damos b € A y entonces, como a € I, y ba~! € A, tenemos que
b= (ba Ya e I. O

Definicién 44. Dado el anillo A y un ideal I C A, definimos el anillo cociente como A/I el conjunto
de clases de equivalencia bajo la relacién a ~ b <= a —b € I, o, lo que es lo mismo, los elementos de
la forma {a + I'}4ca, dotado de la operacién de grupo: (a+I) + (b+ 1) = (a+b) + I, y de la siguiente
operacién producto: (a + I)(b+ 1) = (ab+ I).
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Ya sabemos que, como A es un grupo e I es un subgrupo normal (A es abeliano), entonces ese conjunto,
relacién y operacién estan bien definidas. Basta ver que la operacién producto lo estd. Dadoa’ € a+ 1y
beb+I,conad =a+iyb =b+jconi,je€l,tenemos que a’b’ = ab+aj+ bi+ij, y como I es ideal,
aj +bi +ij € I luego a’b’ € ab+ I. Es decir, independientemente de los representantes a’, b’ tomados, el
resultado es la clase ab + I, luego estd bien definida. Lo que estamos diciendo es que:

Observacion 22. ©: A — A/I es homomorfismo de anillos bajo las operaciones definidas anteriormente.
Esto es asi porque ademés m(1) = 1 + I verifica (1 + I)(a +I) = la+ I = a + I luego es neutro
multiplicativo.

Conviene que I # A, es decir, que sea propio, para que el anillo resultante no sea trivial (y por tanto
1+T#£041).

Vimos con anterioridad que la imagen de un homomorfismo de anillos es un subanillo. Se tiene también
lo siguiente:

Proposicién 75. Dado o : A — B un homomorfismo de anillos, se tiene que Nuc(a) es un ideal.

Demostracién. Ya sabemos que es un subgrupo por ser el homomorfismo de anillos también de grupos.
Por otro lado, si a € Nuc(«) y damos b € A, tenemos que a(ab) = 0c(b) = 0. O

Definicién 45 (Ideal Generado). Dado el conjunto C = {f1,..., fr} C A, definimos el ideal generado
por C como (C) ={>"\_,aifi:ai,...,a, € A}.

Proposicién 76. Se tiene, si C' es un conjunto en el anillo A, que:
1. C c(C)
2. (C) es ideal.

3. Dado otro ideal J con C C J, entonces (C) C J.

Demostracion. 1 es trivial asignando uno de los coeficientes a 1 y el resto a 0. Para 2, tenemos que

>;0f; =0€(C), también 3 a;f; +32:b;f; =3 ;(a; +b;)f; € (C), y ademds 3=, —a;f; = =3, a;f;
luego es subgrupo. Dado ¢ € A tenemos que czj a;f; = Zj ca;f; luego es ideal. Para 3, veamos que
como J es ideal, se tiene por definicién que toda combinacién ) a;f; € J, como se queria. O

Definicién 46. Un ideal es principal si es generado por un tnico elemento, es decir, si es de la forma

I=(f)={af:a€ A}
El siguiente resultado nos permite generar ideales propios:
Proposicién 77. Se tiene que f € U(A) <= (f) = A.

Demostracién. = ya estd visto: como f € (f) NU(A), sigue que (f) = A. Para <, si (f) = A,
entonces 1 € (f), o lo que es lo mismo, Ja € A tal que af = 1. O

Proposicién 78. A es un cuerpo <= el reticulo de ideales de A es el trivial (es decir, solo admite los
ideales A y {0})

Demostracién. = . Dado J un ideal no nulo, tomamos a € J no nulo. Como (a) C J,y a € U(A)
al ser cuerpo, entonces (a) = A, es decir, A C J y por tanto J = A. Para <=, tenemos que si no fuese
un cuerpo, tomamos a € A no nulo ni unidad y por el resultado anterior (a) C A y no es trivial.
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2.1.1. Isomorfia de anillos

Vamos a probar los teoremas de isomorfia en anillos. Requerimos el siguiente lema previo:

Lema 6. Si I es un ideal de A, y J es otro ideal que verifica I C J, tenemos que el subgrupo J/I < A/T
es un ideal del anillo A/I.

Demostracion. Ya sabemos que (J/I,+) < (A/I,+) de teorfa de grupos (es 7(J)), luego queda ver
que dado (a+1) € A/Iy (b+1) € J/I, su producto sigue en J/I. Pero (a+I)(b+1I) = (ab+I), y como
ab € J por ser J ideal, a € Ay b € J, tenemos que ab+ I € J/I. O

Podemos enunciar el habitual primer lema de isomorfia:

Teorema 16. Sea o : A — B homomorfismo de anillos sobreyectivo. Sea I C A un ideal con I C Nuc(a).
Entonces, 3a : A/T — B, homomorfismo de anillos, dado por a(a + I) = a(a), bien definido, tal que:

1. @om=aq, dondemw: A— A/I es el natural.
2. Nuc(@) = Nuc(a)/1.
3. @ es sobreyectiva.

Demostracion. Esta bien definida dado que si a + I = b+ I, entonces es porque b =a+1i, con i € 1,
luego a(b) = a(a+i) = aa)+a(i) = a(a) dado que I C Nuc(a). Que @ es homomorfismo de anillos sigue
de que @((a+I)(b+1)) =a(ab+ 1) = a(ab),y@(1+1) = a(l) =1 (y ya sabemos de la parte de grupos
que es homomorfismo de grupos). El punto (1) se tiene de inmediato dado que @(n(a)) = ala+1) = a(a).
Se tiene @ € Nuc(a) < 0 = a(@) = a(a) luego hace falta que a € Nuc(a) pero esto ocurre <=
a € Nuc(a)/I. Finalmente, como o = @ o 7 y tanto a como 7 son sobreyectivas, ha de serlo @. O

Lo que nos lleva al teorema de isomorfia:

Teorema 17 (1° de isomorfia). Sea a : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces A/Nuc(a) ~
Im(B).

Demostracién. Aplicamos el lema de isomorfia previo a « : A — Im(«) que es homomorfismo de
anillos al ser I'm(«) anillo, y para el ideal I = Nuc(a). Esto nos da @ : A/Nuc(a) — Im(a) homo-
morfismo sobreyectivo de anillos, con Nuc(@) = Nuc(a)/Nuc(a) ~ {0}, luego como @ es en particular
homomorfismo de grupos, es también inyectivo y se tiene el isomorfismo. O

Otro importante resultado de teoria de grupos era la identificacién, dado f : A — B homomorfismo
sobreyectivo, entre el reticulo de B y el de subgrupos de A que contienen al niicleo. Un resultado similar
se tiene en teoria de anillos:

Proposicién 79. Sea A un anillo y sea I C A un ideal. Eziste una identificacion biyectiva entre el
reticulo de ideales de AJI y el subreticulo de ideales de A que contienen a I. Esta identificacion viene
dada por w1 (es decir, tomar la preimagen del ideal por © da el ideal asociado), es biyectiva y preserva
las inclusiones.

Demostracién. Dado J € A/I ideal, veamos que J = 7~ !(J) es un ideal de A que contiene al ni-
cleo. Como 0 € J, estd claro que Nuc(m) C J. Para ver que es un ideal, construimos la aplicacién
#:A/I — (A/I)/7,y entonces Nuc(7or) = 7~ 1(J) luego es ideal. Si J C J , se tiene 7~ 1(J) C 7~ 1(J),
preservando ademas la inclusién estricta si lo fuese, al ser sobreyectivo. Finalmente hay que ver que dado
un ideal J C A tal que I C J, existe un ideal de A/I que va a parar a él. Se afirma que tal ideal es
J/I. Esté claro que J C n~1(J/I), dado que si a € J, entonces w(a) € J/I por definicién de J/I. Para
la inclusién opuesta, dado b € 7w—1(J/I), se tiene que la clase b+ I € J/I, es decir, Ja € J tal que
b+I=a+1,dedonde b—a € I luegob=a+1i,coni € I, ac J,loqueindica que b € J y hemos
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acabado. O

Como vemos, esto nos permite dado un homomorfismo cualquiera de anillos sobreyectivo f : A — B,
identificar el reticulo de ideales de B con el de ideales de A que contienen a Nuc(f), dado que B ~
A/Nuc(f).

Teorema 18 (2° de isomorfia). Sean I C J C A ideales. Sabemos que J/I C A/I es ideal. Se tiene que
(A/D/ (/) = AfJ

Demostracién. Sabemos 7 : A — A/J es sobreyectivo con Nuc(mw) = J, luego I C Nuc(r). El lema de
isomorfia nos indica que 37 : A/T — A/J sobreyectivo tal que Nuc(7T) = Nuc(r)/I = J/I. Aplicando el
primer teorema de isomorfia a 7, se tiene finalmente que (A/I)/(J/I) ~ A/J. O

Definicién 47. Sea I C A un ideal propio. Se dice que I es maximal si A/T es un cuerpo.

Obsérvese que esto es lo mismo que pedir que no existan ideales entre I y A, dado que si A/I es
cuerpo, su reticulo solo consta de {0} y A/I, y a través de la identificacién mencionada anteriormente,
tenemos tUnicamente los ideales I y A que contienen a I.

Definicién 48. Sea I C A un ideal propio. Se dice que I es primo si A/I es un dominio.

Por lo que sabemos, si I es maximal también serd primo. Los ideales primos se pueden interpretar
como aquellos tales que si a,b ¢ I, entonces ab ¢ I.

Proposicién 80. Sea I C A. En la identificacion entre el reticulo de ideales de A/I y el de ideales de A
que contienen a I, dada por tomar la preimagen por , se preserva la primalidad y la mazimalidad. Es
decir, J € A/I es mazimal (resp. primo) <= w*(J) € A es mazimal (resp. primo).

Demostracién. Dado un ideal J € A sabemos que su correspondiente es J/I € A/I (vimos que
7Y J/I) = J en la demostracién de la identificacién de reticulos). No obstante, A/J ~ (A/I)/(J/I),
luego se tiene lo que se querfa. (Por ejemplo, si J es maximal, A/J ~ (A/I)/(J/I) es cuerpo y por tanto
J/I es maximal. La clave estd en que los dos cocientes de la definicién de primo/maximal de cada uno
son isomorfos). O

Definicién 49. Sea D un dominio. Dados f,g € D, se dice que f divide a g si ¢ = af para algtn
a€D.

Proposicién 81. Dados fi, fo € D elementos no nulos de un dominio, se tiene que (fi) = (f2) <
fi =ufs para un uw € U(D). En este caso se dice que f1 y fa son asociados.

Demostracién. <= es inmediato y no requiere que D sea un dominio: dado a € (f1), tenemos que
a = bf; y por tanto a = bufs € {f2). Si ¢ € (f2), tenemos que ¢ = dfs = du~'f; € (f1). Para = ,
tendriamos que f1 = afs y fo = bf1, con lo que f; = abf;. Como en un dominio vale la propiedad
cancelativa, sigue que ab = 1 luego el a € U(D). O

Definicién 50. Sea D un dominio, f € D no nulo y no unidad. Se dice que f es irreducible si
f=fife = f1o0 fe esunidad. Es decir, si toda vez que descomponga como producto de dos elementos,
alguno sea unidad.

Un elemento f € D no nulo y no unidad es reducible si 3f, fo ¢ U(D) tales que fi fo = f, es decir,
si descompone como producto de dos elementos no unidad.

Proposicién 82 (Caracterizacién de irreducibles en términos de ideales). Sea f € D con D dominio, f
no nulo y no unidad. Se tiene f irreducible <= Pf; € D con (f) C (f1) € D.
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Demostracién. = . Pongamos que (f) C (f1) € D. Entonces se puede expresar f = af;. Como
(f1) # D, sigue que f; no es unidad, luego por irreducibilidad debe darse que a sea unidad y por
tanto (f) = (f1). Para <=, si f fuese reducible, podriamos poner f = f; f> no unidades, y por tanto
f € (f2) € D, luego (f) C (f2) € D. Para ver que la inclusién es estricta, si se pudiese poner f = ufs

O

con u € U(D), seguiria por cancelativa que u = f; lo cual sabemos no ocurre.

Definicién 51. Sea f € D con D dominio tal que f es irreducible y (f) es primo. Entonces se dice que
f es primo.

Definicién 52. Sea D un dominio. Se dice que es un dominio de factorizaciéon tnica si Va € D con
a# 0, a ¢ U(D), se tiene una factorizacién a = f; ... f, con cada f; primo.

Proposiciéon 83. En un dominio de factorizacion unica, st a = f1...fr = g1...9s, todos los f; y g;
primos, entonces r = s y ademds f; = u;g; para unidades u; € U(D), y cierta ordenacion de los g.

Demostracién. Como a € (g1), que es un ideal primo, debe ser que algin f; € (g1) (de no ser
asi, sabemos que su producto, que es a, estarfa fuera del ideal primo (g1)). Sin perder generalidad sea
f1 tal elemento. Entonces (f1) C (g1), pero como son irreducibles y g; no es unidad (lo que indica
que {g1) € D), debe darse que (f1) = (¢1). Es decir, fi = ujg1 para una unidad wu;. Pero entonces
a=f1...fr = uflflgg o gs,luego fo... fr=u"lgs...gs, donde u"tgs es otro primo (su ideal principal
es el mismo que el de go luego sigue satisfaciendo la definicién). Podemos continuar de esta manera,
eliminando de uno en uno los factores y se tiene lo que se queria inductivamente. O

Definicién 53. El dominio D es un dominio de ideales principales si todo ideal en D es principal.

Proposicién 84. En un dominio de ideales principales D, se tiene que f es irreducible <= (f) es
maximal. Sigue que f irreducible = f primo.

Demostracién. f irreducible <= #f; : (f) € (f1) € D <= HJideal con (f) CJ C D <= (f) es
maximal. Hemos usado que todos los ideales son principales, luego que no exista un principal entre (f) y
D equivale a que no exista ningtin ideal entre ellos. O

Teorema 19. Sea D un dominio de ideales principales. Entonces, todo elemento no nulo ni unidad
se expresa como producto de irreducibles, y, en virtud de la proposicion anterior, D es un dominio de
factorizacion dnica.

Observacion 23. 7Z es un dominio de ideales principales. Dado un ideal no trivial J C Z, sabemos que
A={a€ J:a>0} esno vacio (porque el ideal no es el trivial). Sea b = min A. Entonces (b) = J. Que
(b) C J es inmediato porque b € A. Ahora, dado a € J, lo expresamos mediante divisién euclidea como
a=bg+r,con0<r<b Comor=a-—bqge J,debe ser que r = 0 (si no contradice la minimalidad de
b), luego a = bg € (b) y hemos acabado.

A continuacién vamos a definir la caracteristica de un anillo, para lo cual necesitamos la siguiente
observacion:

Observacion 24. Sea A un anillo. La aplicacién h : Z — A dada por h(n) =n-14 =144+ ---+1an
veces, es un homomorfismo de anillos (de hecho, el inico). Es facil comprobar que lo es, y, si hubiese otro,
como h(1) = 14, sigue que esta serfa su definicién. Sabemos que Nuc(h) = nZ para algiin n > 0 natural,
dado que debe ser un ideal.

Definicién 54. El anillo A tiene caracteristica n si, siendo h : Z — A es homomorfismo de la observa-
cién anterior, se tiene Nuc(h) = nZ.

Proposicién 85. Si D es un dominio, entonces su caracteristica es O o p un primo.
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Demostracién. Todo subanillo de D es un dominio también, en particular h(Z) ~ Z/Nuc(h). Si D
tiene caracteristica n, entonces estamos diciendo que Z/nZ es dominio, lo cual ocurre si n = 0 (Z es
dominio), o si n > 0, ocurre si y solo si n es primo (dado que en anillos finitos como Z/nZ, dominio
equivale a cuerpo). O

Vamos a seguir analizando los anillos de polinomios:
Proposicién 86. Si D es un dominio, se tiene U(D[X]) =U(D).

Demostracion. Esté claro que U(D) C U(D[X]). Para la otra inclusién, sea g € U(D[X]). Como D
es dominio, la aplicacién gr : D\{0} — N U {0} que da el grado de cada polinomio, estd bien definida y
0=gr(1) =gr(gg~") = gr(g) + gr(g~'), de donde sigue que gr(g) = 0, es decir g € U(D). O
Esto nos indica que:
Observacion 25. En D[X], f es irreducible si fig1, g2 tales que f = gi1g2 v g7(g1),97(g2) < gr(f), dado
que es irreducible si en toda descomposicion de este tipo hay una unidad (y por tanto uno tiene grado 0

y otro grado gr(f)).

Proposicién 87. Si K es un cuerpo, se tiene que K[X] es un dominio de ideales principales.

Demostracién. Sea I C K[X] un ideal. Si I = {0} hemos acabado. Si no, sea f € I no nulo con
grado minimo (se puede escoger porque los grados son naturales). Esté claro que (f) C I. Dado h € I,
tenemos que como K es un cuerpo, vale la divisién euclidea en K[X] (no vale en general), de tal forma
que h = fg+r, con gr(r) < gr(f) o bien r = 0. Como r = h — fg € I, debe darse que r # 0 por
minimalidad en el grado de f, de tal modo que h = fg, luego de hecho I = (). O
Observacion 26. Si K es cuerpo, en K[X], (f) = (f") < f =uf’, con u € K\{0}. Esto es as{ porque
las unidades de K[X] son las mismas que las de K, y por tanto los elementos no nulos (al ser cuerpo).
Esto indica que los ideales de K[X] se pueden pensar como los generados por un polinomio
moénico, dado que seran principales, y ademas multiplicar por una constante no nula da lugar al mismo
ideal.

Observacion 27. En K[X] todo polinomio de grado 1 es irreducible. Esto es asi porque si f € K[X] es de
grado 1y f = f1f2, debe ser gr(f1) + gr(f2) =1 con lo que uno de ellos es 0 y por tanto es una unidad.

—ag
ai

Proposicién 88. Sea I = (a1 X + ag) = (X — ), con a =
mios p(x) € K[X] tales que p(a) = 0.

. Este ideal son exactamente los polino-

Demostracion. Estéd claro que si p € I, como p = g - (x — ), se tiene p(a) = g(«) - 0 = 0. Por otra
parte, si p € K[X] verifica que p(«) = 0, entonces tenemos p = ¢ - (z — «) + r por divisién euclidea, pero
evaluando en « sigue que 0 = (). Si r # 0, como gr(r) < gr(z —a) = 1, entonces r € K\0 lo cual es
contradictorio, luego en definitiva p = ¢ - (z — ) y hemos acabado. O

De esta manera, si p(z) se anula en puntos distintos aq, . . . , @, podemos irlo expresando como p(x) =
(r—a1)(z —ag)...(x — a,)g(x). Sigue de aqui que a lo sumo se anula en gr(p) puntos distintos.

Teorema 20 (Fundamental del dlgebra). En C[X], todo irreducible tiene grado 1. Es decir, f = u(z —
a1)...(x —ay) conuelU(C[X]) = C\{0}.

Lema 7. Sea P € R[X], y z € C una raiz de P considerado en C[X]. Entonces también es raiz Z.

Demostracién. Estd claro que 0 = Y7 | a;2%, donde P(X) = >." , a;X". Tomando conjugados,
0=0=>0" azt =" a2z =Y a7z dado que los a; son reales luego sus conjugados son
ellos mismos. O

Como consecuencia, las raices complejas no reales de P aparecen por pares, luego todas las raices son
ai, g, .0, € Ry B, B1, ..., Br € C\R. Como se tiene que V3 € C, (X —B)(X —B) = X2 —2X Re(B) +
|3]2, entonces:
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Lema 8. Sea P € R[X], con las raices indicadas arriba, entonces P = c[[j~ (X — ;) [[/_,(X? —
2Re(;) + |Bi]?) es su descomposicion en factores irreducibles. Por tanto, todo irreducible en R[X] tiene
grado 1 o 2.

Esto es asi dado que, como se ha visto, los factores se pueden escribir de esta manera, y ademas los
factores cuadraticos son irreducibles en R porque como se ha visto sus 2 raices son complejas no-reales.
Por tanto, los polinomios irreducibles en R[X] son los de grado 1 y los de grado 2 sin raices
reales, es decir, los de forma aX? 4+ bX + c con a # 0 y b* < 4ac.

Estos criterios funcionan en R y C, pero aqui hay uno mucho mas general:

Proposicién 89. Sea p € K[X]| con K un cuerpo y p de grado 2 o 3. Entonces p es reducible <~
Ja € K tal que p(a) = 0.

Demostracion. p es reducible <= p = fg con gr(f),gr(g) < gr(p). Como p tiene grado 2 o 3, esto
ocurre si y solo si gr(f) =1 0 gr(g) = 1, luego esto equivale a decir que p = (a1 X + ag)h, y esto equivale
a que tenga una raiz. O

Obsérvese que es necesario que sea de grado 2 o 3. Hay polinomios de grados mayores que son reducibles
pese a no tener raices.

Lema 9. Si f € Z[X] C Q[X] es reducible en Q[X], de tal modo que f = fifa con gr(fi) =r < gr(f)
y gr(fz) = s < gr(f), entonces también lo es en Z[X], es decir, 3g1,g2 € Z[X] con [ = g1g2 y ademds
gr(g1) =r ygr(gz) =s.

Teorema 21 (Eisenstein). Si f(z) = a, X" +a, 1 X" 1+ +ap € Z[X], an #0 y p € Z es un primo
tal que ptan, p|a; Vi € {1,...,n—1}, y ademds p? { ag, entonces f es irreducible en Q[X] (y por tanto
en Z[X]).

Demostraciéon. Si fuese reducible en Q, lo seria en particular en Z, es decir f = fify con f; =
b X*+--4+byy fo=cX"+ -+ co, conr <n, s <n. El homomorfismo 7 : Z — Z/pZ induce otro
7 : Z[X] — Z/pZ]X] natural (aplicAndolo en cada coeficiente). Es decir, 7(f) = 7(f1)7(f2), luego por las
hipétesis, @, X™ = (bsX* + -+ +bg)(c- X" + - - 4+ T). Pero como Z/pZ[X] es de factorizacién tinica (por
ser asimismo de ideales principales), y @, X" = @, X*X", debe darse que by X* + --- + by = b, X°® y que
G X" + .-+ ¢ = ¢ X", de donde sigue en particular que by = ¢ = 0, luego p | by, p | co pero entonces
P2 | boco = ap lo cual es una contradiccién. O

Como corolario se tiene que en Q[X] el polinomio X™ — p es irreducible (p es un primo arbitrario), de
tal modo que hay irreducibles de grado arbitrario.

A continuacién vamos a estudiar los posibles cocientes en K[X].

Observacion 28. En K[X]/ (p(X)) hay tantos ideales como haya en K[X] que contengan a (p(X)). Es
decir, hay uno por cada divisor ménico de (p(X)). Los generados por polinomios irreducibles, ademads,
son los primos (equivalentemente, los maximales, al ser un dominio de ideales principales).

Por ejemplo, en Q[X]/((X? —4)?), como (X? —4)? = (X + 2)%(X — 2)?, eso indica que tiene 9
divisores (correspondientes a los polinomios ‘de la forma (X 4 2)*(X — 2)? con 0 < 4,5 < 2), y por tanto
Q[X]/ ((X? — 4)?) tiene 9 ideales. 2 de ellos son maximales (equivalentemente, primos) porque solo hay
dos divisores irreducibles: X +2 y X — 2.

Proposicién 90. Dado f € K[X] con gr(f) =n > 1, el anillo K[X]/(f(z)) es un espacio vectorial

sobre K, de dimension n y con base {1,..., X" }.
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Demostracién. Por divisién euclidea, dado g € K[X] tenemos que g = fqg+ap+a1 X +---+a, 1 X" 1,
luegog=ap-14+a X +---+ mynil. Falta ver que son linealmente independientes. Si Ao + A\ X +
R /\,L_lyrh1 = 0, eso es porque g + M X + -+ + \,_1 X""! = fg para g € K[X], pero como
f tiene grado m, o bien g = 0 o bien gr(fg) > n, lo que es contradictorio, luego ¢ = 0 y por tanto
Ao+ MX + 4+ X1 X =0y cada escalar es nulo. O

Esto permite construir anillos finitos. Por ejemplo, para construir un anillo de p* elementos, basta
tomar (Z/pZ[X])/ (X"), dado que es k-dimensional y los escalares van del 0 al p — 1, luego hay p*. Si
lo que queremos es un cuerpo de p* elementos, deberemos usar el ideal generado por un irreducible de
grado k en Z/pZ. Vamos a estudiar a continuacién cuerpos finitos y de dimensién finita.

Proposicién 91. Sea K un cuerpo. Si o : K — A es un homomorfismo de anillos, entonces ha de ser
inyectivo, y por tanto K ~ Ima C A y A es un K-espacio vectorial.

Demostracién. Sabemos que Nuc(c) es un ideal en K y no es todo K porque «(1) = 1. Sigue que
Nuc(a) = {0}, porque K es un cuerpo. O

Definicién 55. Si a : K — F es un homomorfismo de anillos, por la proposicién anterior, F' es un
K-espacio vectorial. Si es de dimensién finita, F' se dice extensién finita de K.

Por ejemplo, C es extensiéon finita de R dado que es un R-espacio vectorial de dimensiéon 2. Como
X3+ X +1 es irreducible en Z/3Z, tenemos que (Z/3Z)/(X? + X + 1) es un espacio de dimensién 3, y
por tanto una extensién finita, sobre Z/3Z.

Teorema 22. Sea F' un cuerpo finito. Entonces es una extension finita de Z/pZ, para p primo de N. En
particular, |F| = p™ donde n es la dimension de F' como Z/pZ-espacio vectorial.

Demostracién. Consideramos « : Z — F' el unico homomorfismo de anillos (recordemos que viene
dado por a(1) = 1). Como F es finito, Nuc(«) es un ideal no trivial en Z, e Im(a) ~ Z/Nuc(a). Como
Im(a) C F que es un cuerpo, debe ser que I'm(a) sea un dominio y por tanto Nuc(«) = pZ para p primo,
y tenemos lo que queremos: Z/pZ ~ Im(a) C F. O

Obsérvese también que en esas condiciones la caracteristica de F' es precisamente p (Nuc(a) = pZ).

Teorema 23. Sea F' un cuerpo finito. Entonces el grupo abeliano U(F') ha de ser ciclico.

Demostracién. Sabemos que |F| = p™, y como es cuerpo, |[U(F)| =p™—1=¢{" ...q¢%, cada ¢; primo.
Entonces, como es abeliano, U(F) ~ Py x --- x P,, con P; el subgrupo de Sylow de orden ¢;'"*. Vamos a
ver que cada P; es ciclico, y, como sus 6rdenes son coprimos dos a dos, el producto sera ciclico. Fijado
el 4, sabemos que P, ~Z/q;* X --- x Z/q;*, con r1 > rg9 > --- > ry > 1. Lo que queremos probar es que
de hecho s = 1. Como r; es el mayor de todos, 87" =1 si 3 € P;. Pero esto indica que X?' — 1 es un
polinomio en F' que se anula en todo elemento isomorfo a 8 € P;, es decir, en ¢;* elementos. Como el
nimero de raices de un polinomio no puede superar a su grado, se tiene que ¢;* > ¢;*, de donde «a; < ry,
y por tanto r; = «; dado que o; =11 + - - - + rs, y hemos acabado. O

Proposicién 92. Si K es un cuerpo finito de caracteristica p (|K| = p"), el morfismo de Frobenius
f:K —= K con f(x) = 2P es un isomorfismo de anillos.

Demostracién. f(1) = 17 = 1. f(ab) = (ab)? = aPb? = f(a)f(b). Asimismo, f(a +b) = (a + b)? =

P (f)ap_ibi. No obstante, (}Z’) = i!(ppiii)! siempre es multiplo de p si p es primo, luego (’;)ap_ibi =
(p x k)aP~ib" = kaP~b*(1+---+1) = 0 por ser p la caracteristica (en la suma hay p unos). Ademds como
K es cuerpo debe ser inyectivo, y como es finito es biyeccion. O
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