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Resumen

El grupo de los automorfismos de cuerpos de Q, conocido también como grupo
absoluto de Galois, codifica todos los posibles automorfismos de extensiones algebrai-
cas de los racionales, lo que lo convierte en un objeto de especial interés en areas
como la teoria algebraica de ntimeros. No obstante, la gran complejidad del mismo es
un impedimento para su estudio. Para comprenderlo mejor, es posible definir una ac-
cién del mismo sobre unos objetos conocidos como dessins d’enfants, estrechamente
relacionados con la teoria de superficies de Riemann compactas y curvas algebrai-
cas complejas irreducibles. Tales objetos consisten en grafos bipartitos inmersos en
superficies topolégicas compactas orientables, a priori sin estructura compleja, pero
inducen de manera Unica una estructura de superficie de Riemann sobre el espacio
subyacente, asi como una funcién sobre la esfera de Riemann ramificada en tres va-
lores, que resultan cruciales a la hora de definir la accién. En este proyecto se busca
estudiar invariantes de esta accién, es decir, propiedades que sean preservadas dentro
de cada oOrbita y que resultan de enorme importancia a la hora de entender la accién.
Para ello, se estudiara la teoria necesaria para definir tanto los objetos involucrados
como la propia accién y, posteriormente, se presentaran distintos invariantes, desde
los mas sencillos como el niimero de vértices del grafo, hasta otros mas avanzados
como el grupo de monodromia o algunos mas recientes como la Z-orientabilidad. Se
incluiran asmismo algunos ejemplos de érbitas que pueden distinguirse haciendo uso
de ellos.

Abstract

The group of automorphisms of Q, also known as absolute Galois group, encodes
every possible automorhism of any algebraic extension of the rationals, which turns it
into an object of special interest in fields such as algebraic number theory. However, it
is not easy to study due to its great complexity. In order to understand it better, it is
possible to define an action on objects known as dessins d’enfants, closely linked to the
theory of compact Riemann surfaces and complex irreducible algebraic curves. These
objects consist of bipartite graphs immersed in compact oriented topological surfaces,
at first without any complex structure, but they induce a unique Riemann surface
structure on the underlying topological space, as well as a function onto the Riemann
sphere ramified at three values, aspects which turn into an indispensable element for
defining the action. In this project, we seek to study invariants of the action, that is,
properties which are preserved within each orbit, resulting in very important tools for
the understanding of the action. To achieve this, we shall study the required theory to
define the involved objects as well as the action itself, and afterwards we will present
several invariants, from the simpler ones such as the number of vertices in the graph,
to other more sophisticated ones such as the monodromy group, or more recent ones
such as Z-orientability. Some examples of orbits which can be distinguished using
them will be also included.
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CAPITULO 1

Introduccion

El grupo absoluto de Galois, Gal(Q/Q), que contiene todos los automorfismos de
cuerpos de Q, es de gran importancia en ciertos campos como la teoria algebraica
de numeros, al codificar los posibles automorfismos de extensiones algebraicas de los
racionales. Sin embargo, se trata de un grupo de gran complejidad, del que no se
conocen descripciones explicitas de otros elementos mas alld de la identidad y la
conjugacién compleja. Con el fin de entender mejor su comportamiento, se busca
estudiar la acciéon del mismo en unos objetos conocidos como dessins d’enfants, que
son ciertos grafos, ideados inicialmente por Grothendieck [6], inmersos en superficies
topologicas compactas y orientables. El estudio de los dessins en relacion al grupo
absoluto de Galois esta estrechamente ligado al de superficies de Riemann compactas
vistas como curvas algebraicas.

En general, es posible establecer una correspondencia entre superficies de Riemann
compactas y curvas algebraicas irreducibles en C (que a su vez presentan una equiva-
lencia con los cuerpos de funciones en una variable sobre C, es decir, extensiones de
la forma C(z,y) donde z es trascendente sobre C, e y es algebraico sobre C(z)). Un
importante resultado de Belyi establece que las superficies de Riemann que admiten
una representaciéon como curva algebraica con coeficientes en Q C C son exactamente
las que admiten un morfismo sobre la esfera de Riemann, ((Aj, ramificado inicamente en
tres valores. De esta manera, Gal(Q/Q) puede actuar en dichas superficies, actuando
sobre los coeficientes de la curva.

Los dessins d’enfants son grafos bipartitos inmersos en superficies topoldgicas
compactas orientables que pueden definirse exactamente sobre las superficies descritas
en el parrafo anterior: la existencia del dessin induce de manera natural una estructura
de superficie de Riemann en el espacio topoldgico subyacente, asi como una funcién
ramificada en tres valores y, reciprocamente, todo par superficie-funcion de estas
caracteristicas admite un dessin asociado. Asi, Gal(Q/Q) acttia naturalmente sobre
los dessins mediante su accion sobre los coeficientes de la curva algebraica subyacente.

No obstante, a causa de las distintas correspondencias involucradas en la definicién
de la accién, no es facil calcular, por ejemplo, cudndo dos dessins dados pertenecen
a la misma 6rbita. Es por esto que adquiere importancia la bisqueda de invariantes,
es decir, propiedades del dessin que son preservadas por la accion. Como es natu-



2 Introduccién

ral, cuantos mas invariantes independientes se conozcan, mas sencillo serd distinguir
orbitas de la accién.

El objetivo de este proyecto es estudiar tales invariantes. Algunos de ellos son sen-
cillos tanto de verificar en un dessin dado como de establecer su invarianza: el género
de la superficie sobre la que descansa el dessin o el nimero de aristas del mismo son
algunos ejemplos. Por otro lado, existen otros mas avanzados, como el grupo de mo-
nodromia, que definiremos y estudiaremos. También se analizardn invariantes de mas
reciente aparicién, como las funciones de extensién de Belyi [9] o la Z-orientabilidad
[4].

Para ello, se sigue la estructura descrita a continuacién. En el Capitulo 2 se pre-
senta la teorfa necesaria sobre superficies de Riemann, haciendo especial hincapié en
el caso compacto, con el fin de establecer los aspectos necesarios para definir poste-
riormente los dessins y la accién de Gal(Q/Q). Algunos aspectos basicos se presentan
desde el punto de vista geométrico, pero rapidamente aparece el punto de vista alge-
braico que, naturalmente, es necesario para describir la accién. En el Capitulo 3 se
estudian los aspectos principales de la teoria de dessins d’enfants, se define la accién
de Gal(Q/Q) y se presentan algunos ejemplos y propiedades de la misma. El Capitulo
4 esta dedicado al estudio de los invariantes. En primer lugar, se tratan aquellos que
pueden ser descritos directamente sin ningin material adicional y, a continuacién, se
estudian otros de aparicién mas reciente, motivados por la existencia de érbitas que
no pueden ser distinguidas con los invariantes anteriores: la Seccién 4.1 esté dedicada
a las funciones de extensién de Belyi, mientras que en la Secciéon 4.2 se estudia la
Z-orientabilidad. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo en el Capitulo
5. Con el fin de evitar desviar el hilo central del texto, algunas demostraciones que
no son estrictamente necesarias para el estudio de los invariantes, pero que de otro
modo resultan de interés matemaético, se han relegado al Apéndice A.



CAPITULO 2

Superficies de Riemann

2.1. Definicién geométrica y morfismos

Definicion 2.1. Una superficie topoldgica es un espacio topolégico X, con base
numerable y Hausdorff, dotado de una colecciéon A = {(U;, ¢;)}, donde cada U; es un
abierto de X, cada ¢; : U; — ¢(U;) es un homeomorfismo sobre un abierto ¢;(U;) C C
y ademds X C {J,; U;.

Cada uno de los pares (U;, ¢;) se denomina carta y A se denomina atlas.

Definicién 2.2. Una superficie de Riemann es una superficie topologica (X, .4)
tal que para cada par de indices 4,5 con U; N U; # 0, se verifica que el cambio de
cartas ;0 ;" 0i(Ui N U;j) — ¢;(U; N Uj) es un biholomorfismo.

En adelante, usaremos la notacién S para referirnos a una superficie de Riemann,
en lugar de escribir (X, A) de manera explicita. Asimismo, se asumira que las super-
ficies de Riemann son conexas salvo que se indique lo contrario.

Ejemplo 2.3. La esfera de Riemann, @, es una superficie de Riemann que se
define sobre el espacio topolégico C U {oo}, donde los entornos abiertos de oo son
aquellos de la forma {oo} U{z € C: |z| > R}. Las cartas son (C,¢1) y (C\ {0}, p2),

% z # 0

donde p1(2) =z y pa2(z) = . El cambio de carta es ¢g 0 ] '(2) = %, que

z =00
es un biholomorfismo de C \ {0} en si mismo.

A través de las cartas es posible definir distintas nociones de andlisis complejo
sobre una superficie de Riemann:

Definicion 2.4. Sea S una superficie de Riemann y f : § — C una aplicacién. Se dice
que f es holomorfa (respectivamente, meromorfa) si, dada cualquier carta (U, ¢)
en S, la composiciéon fop ! : ¢(U) — C es holomorfa (respectivamente, meromorfa).

Cabe observar que el conjunto de funciones meromorfas de una superficie S tiene
estructura natural de cuerpo, que denotaremos M(S). A través de las cartas también
es posible definir la nociéon de morfismo en la categoria de las superficies de Riemann
utilizando las expresiones dadas por las cartas:

3



4 Superficies de Riemann

Definicion 2.5. Sean S, .59 dos superficies de Riemann y f : S; — S una aplicacién.
Se dice que f es un morfismo si, dadas cartas cualesquiera (U, ¢) y (V,¢) en S1 y
Sy respectivamente, la composicién o fo ™! : (U N f~1(V)) — C es holomorfa.

Si f es un morfismo biyectivo y f~! también es un morfismo, se dice que f es un
isomorfismo. Si, ademés, S; = 53, se dice que f es un automorfismo.

Es facil comprobar que el conjunto de automorfismos de una superficie de Riemann
dada S adquiere estructura de grupo con la operacion de composicion. Este grupo se
denota Aut(S). Asimismo, se sigue de las dos definiciones anteriores que una funcién
meromorfa f : .S — C puede verse como un morfismo entre S y @, haciendo que tome
el valor oo € C en los polos.

A continuacién, vamos a estudiar cémo un morfismo no constante f : S — So
entre superficies compactas aplica la superficie S; sobre So. En primer lugar, cada
una de las expresiones locales 190 f oo ~! es no constante y abierta (al ser holomorfa),
de tal modo que f(S1) C So es abierto, pero también cerrado por ser S; compacto
y So Hausdorff. De la conexién de So sigue entonces que f(S1) = Sa, de modo que
la aplicacién es sobreyectiva. A continuacién veremos, de hecho, que en la mayoria
de puntos la expresién en cartas es de la forma z — az, de modo que localmente
S1 se aplica biyectivamente sobre So. De esto deduciremos que, retirando los puntos
probleméticos, f es una aplicacién recubridora (en el sentido topoldgico).

Definicién 2.6. Sea f : S; — So un morfismo. Sea p € S, (U, ¢) una carta en S; con
p e U, p(p) =0y (V,¢) una carta en So con f(p) € V, ¥(f(p)) = 0. Consideramos
el desarrollo en serie alrededor del 0:

ntly .., cona, #0.

o fo go*l(z) = apz" + any12

Obsérvese que n > 0 dado que la funcién se anula en z = 0. El entero positivo n

se denomina multiplicidad de f en p y se denota my,(f). Los puntos p € S tales

que mp(f) > 1 se denominan puntos de ramificacién y sus imédgenes valores de

ramificacion. En el caso particular en que So = @, f es una funcién meromorfa en

S1 y por tanto puede considerarse el desarrollo en serie alrededor del 0 de f oo~ !(z).

El valor entero resultante en este caso se denomina el orden de f en p y se denota

ord,(f). Notese que sera positivo si f tiene un cero en p, negativo si tiene un polo, y
0 en otro caso.

Es facil ver que la definicién no depende de las cartas escogidas gracias a que los
cambios de carta son biholomorfismos. Salvo en los puntos de ramificacién, f actia
localmente de manera biyectiva como consecuencia del teorema de la funcién inversa.

Proposicion 2.7. Sea f:S1 — S2 un morfismo no constante. El subconjunto de Sy
formado por los puntos de ramificacion de f es discreto.

Demostracién. Dadas (U, ¢) una carta en S1 y (V) una carta en So, los puntos
de ramificacién p € U son aquellos tales que la derivada de 1o fop~! se anula en ¢(p)
(dado que, componiendo estas cartas con traslaciones para centrarlas en p y f(p), se
tiene la expresién local z — @, 2" +an4 12" +. .., con n > 2, cuya derivada se anula
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en 0). Con esta observacién, la proposicién sigue directamente del principio de los
ceros aislados. O

Como consecuencia, si S es compacta, entonces el conjunto de puntos de ramifi-
cacién es finito. Con esto, es posible enunciar el siguiente resultado:

Teorema 2.8. Sea f : S1 — S99 un morfismo no constante entre superficies de
Riemann compactas. Sea ¥ C Sy el conjunto (finito) de puntos de ramificacion. Sean
ST =51\X y S5 =252\ f(X). Entonces, la restriccion f : S; — S5 es una aplicacion
recubridora de grado d, que verifica, fijado cualquier g € Sz, que d = Zpef—l(q) mp(f).

Demostracién. Sean g € S5 v f~1(q) = {p1,...,pn} C S} (la preimagen es finita por
ser discreta, de nuevo por el principio de los ceros aislados, y Sy compacta). Como
ninguno de los puntos p; es de ramificacién, la derivada de la expresién local alrededor
de p; no se anula y por tanto f es un homeomorfismo local en esos puntos, es decir,
pueden encontrarse abiertos U; C STy V C S5, con p; € U; y ¢ € V, tales que
flu; : Uj — V es un homeomorfismo. Ademas, por ser ST Hausdorff, los U; pueden
tomarse disjuntos. Ahora queda probar que, de hecho, el V puede escogerse como
para que f~1(V) = LI; Uj- En caso contrario, habrfa una sucesién {gn}n C S5 con
qn — q pero fY(qn) € U, Uj. Si ahora escogemos p;, € FYan) \ U;Uj, y p' un
punto de acumulacién de p/,, por continuidad de f sigue que f(p') = ¢, de modo que
el ; Uj, lo que contradice que p’ sea de acumulacién de los pl,.

Si ¢ no es de ramificacion, el hecho de que el grado del recubrimiento sea la
suma de las multiplicidades de una preimagen f~!(¢) dada es evidente (por definicién
de grado). Por el contrario, si ¢ es de ramificacion, el resultado sigue del lema a
continuacién:

Lema 2.9. Con la notacién del Teorema 2.8, dado q € Sy y siendo f~'(q) =
{p1,....pn}, se tienen entornos V de q y U; de p; tales que f~1(V) = |_|j Uj, cada
Uj es isomorfo a un disco, y f|u; es de la forma z — 2 (F)

Este lema generaliza lo que hemos probado cuando ¢ no era de ramificacién y es-
tablece, intuitivamente, que en los puntos de ramificacién la superficie S7 se aplica
localmente sobre Ss de manera m-a-uno, de un modo similar a elevar a la m en C,
con m la multiplicidad del punto en cuestion. La demostracion detallada del lema
requiere de teoria de espacios recubridores y puede consultarse en la seccién 1.2.6 de
[3]. Para completar la demostracion del teorema 2.8 para un valor de ramificacién
q € S, basta con tomar los U; y V del lema y, eligiendo un ¢’ € V' que no sea de
ramificacién, observar que tiene my, (f) preimagenes en U;. Como la suma del ntimero
total de preimégenes de ¢’ es el grado d, hemos acabado. ]

Este resultado motiva la siguiente definicién:

Definicion 2.10. Sea f : S; — S9 un morfismo no constante entre superficies de
Riemann compactas. Se define el grado de f como:

deg(f) = > my(f),
pef~1(q)

fijado un g € Sy arbitrario.
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Para poder observar las superficies de Riemann desde un punto de vista algebraico,
el ultimo resultado necesario es un lema de compactificacion, que permite obtener una
superficie de Riemann compacta extendiendo un morfismo no ramificado sobre otra
superficie compacta a la que se le ha retirado una cantidad finita de puntos.

Lema 2.11. Sea Y wuna superficie de Riemann compacta y ¥ C Y un conjunto
finito de puntos. Sea Y* =Y \ X. Si existe un morfismo f* : X* — Y* sin puntos
de ramificacion, entonces existe una unica superficie de Riemann compacta X, con
X* C X y tal que se tiene un morfismo f: X — Y que hace conmutar el diagrama:

x* Iy

[

x I .y

La demostracién puede consultarse en el apéndice A.1.

2.2. Superficies de Riemann como curvas algebraicas

En la presente seccién se busca establecer una correspondencia entre el conjun-
to de las superficies de Riemann compactas y el conjunto de las curvas algebraicas
irreducibles, es decir, conjuntos de ceros de polinomios irreducibles en C[X, Y]. El ob-
jetivo de esta correspondencia es que sea posible hacer actuar a los automorfismos de
C sobre las superficies de Riemann. Comenzamos presentando un resultado auxiliar:

Lema 2.12. Sean F,G € C[X,Y]. Consideramos las curvas Cp = {(v,y) € C? :
F(z,y) =0} y Co = {(2,y) € C*: G(x,y) = 0}.

1. Si F y G son coprimos, entonces Cr N Cq es un conjunto finito.

2. Si F es irreducible y G(Cr) = {0}, entonces F' | G.

El punto 1 sigue del teorema de Bézout, mientras que 2 sigue del teorema de los ceros
de Hilbert. Una demostracién independiente para estos resultados debilitados puede
encontrarse en el apéndice A.2.

A continuacion, consideraremos una curva algebraica irreducible y construiremos
una superficie de Riemann compacta asociada a ella. La estrategia a grandes rasgos
es obtener la estructura compleja mediante el teorema de la funcién implicita, lo que
puede hacerse salvo en una cantidad finita de puntos. Después, utilizando el Lema
2.11, completaremos los puntos faltantes para cubrir toda la curva, ademas de los que
sean necesarios para que el espacio resultante sea compacto.

Teorema 2.13. Sea F € C[X,Y] idrreducible, que escribimos como F(X,Y) =
S o pi(X)Y' Denotamos Fy (X,Y) = > 1 ipi(X)Y™! la derivada con respecto
aY.Sin>1, sea:

Sy ={(z,y) € C*: F(z,y) = 0, Fy(x,y) # 0, pa(x) # 0}

Se tiene que:
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1. S? es una superficie de Riemann tal que la proyeccion x : S’ig — C es un
morfismo no ramificado.

2. Eziste una unica superficie de Riemann compacta, denotada por Sg, tal que
S? C Sp. Ademds, x extiende a una funcién meromorfa en Sp.

Demostracion. La estructura de superficie de Riemann en Sf,f viene dada por las
cartas obtenidas de aplicar el teorema de la funcién implicita en cada uno de los
puntos, obteniendo localmente y como funciéon holomorfa de x y utilizando para ello
que Fy(z,y) # 0. De esta manera, resulta claro que la proyeccién x es un morfismo
no ramificado (puesto que en coordenadas locales no es mas que la identidad, que
es holomorfa y ademas garantiza que la multiplicidad sea 1). Asimismo, observamos
que los puntos de la curva F(z,y) = 0 en los que p,(x) = 0 son un conjunto finito,
dado que existen a lo sumo degp,(X) valores distintos de = en los que eso ocurre,
y para cada uno de ellos el polinomio resultante en Y tendra una cantidad finita de
raices. Del mismo modo, F(z,y) = Fy(x,y) = 0 solo ocurre en una cantidad finita de
puntos por la irreducibilidad de F' y el primer punto del Lema 2.12. De esta manera,
Sif carece Unicamente de un nimero finito de puntos de la curva F(z,y) = 0y, por
tanto, x(Sx ) = C \{ai,...,an,00}. El punto 2 sigue ahora de aplicar el Lema 2.11 a
x, y recordando que un morfismo sobre Ces equivalente a una funcién meromorfa. [J

Cabe observar que puede reformularse el teorema en términos de Y en lugar de X
(despejando x en funcién de y, considerando la proyeccién y y obteniendo la superficie
S}f) No obstante, la compactificacién S es la misma puesto que Sl);( y S’}f coinciden
salvo en un nimero finito de puntos (ambas resultan de quitar una cantidad finita de
puntos a la curva completa), luego el Lema 2.11 garantiza unicidad para Sp.

A continuacién, mostraremos la correspondencia en sentido contrario, es decir,
dada una superficie de Riemann compacta S, veremos que puede obtenerse un poli-
nomio irreducible F' € C[X,Y] de modo que Sp ~ S. Para ello, primero es necesario
entender el cuerpo de funciones meromorfas de S:

Proposicion 2.14. Sea S una superficie de Riemann compacta y sea f € M(S)
una aplicacion meromorfa de grado deg f = n (como morfismo sobre C). Entonces
C(f) € M(S) es una extension de cuerpos finita de grado menor o igual que n y, por
tanto, M(S) = C(f,h) para cierto h € M(S).

Demostracién. Basta con ver que todo h € M(S) satisface un polinomio con coeficien-
tes en C cuyo grado estd acotado superiormente por n. Esto es asi porque entonces,
si M(S)/C(f) fuese infinita, podria construirse una torre de cuerpos:

C(f) g_(C(f,h1) -,C«-C(fvhth) §7

todos ellos contenidos estrictamente en M (S), y tales que [C(f, h1,...,hg) : C(f)] >
2 (porque el grado de cada paso al siguiente es 2 0 més). Por el teorema del elemento
primitivo, esto garantizaria la existencia de elementos de grado mayor o igual que 2"
sobre C(f), contradiciendo que esté acotado por n.

Para demostrar ahora esta cota, sea # € C y 41(), ..., yn(z) los elementos de
f~(z), repetidos segtin su multiplicidad. Como f no es necesariamente una aplicacion



8 Superficies de Riemann

recubridora, las funciones yi,...,y, no estdn bien definidas globalmente (dado que
no existe una manera coherente de asignar cada indice a cada preimagen), pero si
lo estan las funciones simétricas bi(z) = >, h(yi(2)), ba(z) = 32, ; h(yi(2))h(y; (),
ooy bu(2) = []h(yi(z)). Definimos ahora el polinomio P(Y) = S_(—1)*b(f)Y"*.
Se afirma que P(h) = 0. En efecto, dado p € S arbitrario:

P(h)(p) = > (=1 br(f(p))h"*(p) = [[(h(p) = h(wi(f(p)))) = 0,

pues cierto y;(f(p)) es precisamente p, como se queria. O

Entendido esto, es posible ahora enunciar la direcciéon de la correspondencia que
faltaba:

Teorema 2.15. Sea S una superficie de Riemann compacta y sea M(S) = C(f,h) su
cuerpo de funciones meromorfas. Sea F(X,Y') un polinomio irreducible con F(f,h) =
0 (existente por ser h algebraico sobre C(f)). Entonces, la siguiente regla:

d:5 — SF
P — (f(P), h(P))

define un isomorfismo.

La idea de la demostracién es como sigue: sabemos que x(Sx ) = @\B con B finito. Si
escribimos Sy = S\ f~1(B), entonces la regla descrita en el teorema define claramente
una aplicacién ®¢ entre Sy y Sy, dado que si P € Sy, entonces f(P) ¢ B luego, como
F(f(P),h(P)) = 0 por hipétesis, debe ser que (f(P),h(P)) € Sx. Para concluir,
se demuestra que ®( es de hecho un morfismo (lo que sigue de que f = x o @), se
completa para que sea entre S y Sp usando el Lema 2.11 y, finalmente, se argumenta
que es un isomorfismo viendo que, en caso contrario, habria dos puntos P, P, € S
en los que toda funcién meromorfa coincide, cosa que puede demostrarse que no
ocurre mediante la teoria de uniformizacién de superficies de Riemann. Para esto
ultimo, puede consultarse la seccién 2.2 de [3], y para la demostracion detallada del
teorema, la seccion 1.3 de la misma referencia. Finalmente, cabe observar que F no
es necesariamente nico, al depender de la elecciéon de f y h.

Puesto que f, h se identifican con x, y a través del isomorfismo, sigue que M(Sg) =
C(x,y). Es decir, una funcién meromorfa en Sp puede escribirse como R(x,y) =
ggg’lg, con P,Q € C[X,Y]y Q ¢ (F) para evitar que el denominador sea idéntica-
mente nulo. Una idea similar permite describir de manera algebraica los morfismos

entre dos superficies cualesquiera:

Teorema 2.16. Sean Sp, Sg, Sp superficies de Riemann.

1. Eziste una correspondenc}z’)a )c;n}ére morfismos f }ngy—) Sa y pares de funciones
racionales (R1(X,Y) = Qll((X:Y)),Rg(X, Y) = QQQ((X’,Y))% con Py, Q; € C[X,Y],
Qi ¢ (F) y tales que

(2.1) F | QTQy'G(Ry, Ry),

donde n = degx G y m = degy G.
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2.8 f:8r — Sg, h: S¢g — Sp yu:Sp — Sp son tres morfismos asociados
a los pares (R, Ra), (W1 = %,Wg = %) y (41 = ]\L/[—ll,Zg = ]\%), entonces
u = ho f equivale a las siguientes condiciones algebraicas:

(2.2) F | QFQ% (Ui(Ry, Ry)M; — Vi(Ry, Ry)Li) i =1,2,

donde d;, k; son los menores exponentes que hacen que el lado derecho sea un
polinomio.

3. 5t f: Sp — Sg es el morfismo asociado al par (Ry, R2), el hecho de que f
sea un isomorfismo equivale a la existencia de otro par (Wi, Ws) que satisfaga
(2.1) con G y F intercambiados, asi como (2.2) para My = Ms =1, L1 = X,
Ly, =Y.

Demostracién. A partir del morfismo f se obtienen, proyectando con xg y yg, dos
funciones meromorfas en Sp, Xg o f v yg o f, que sabemos corresponden a dos
funciones racionales (R1, Ra) que verifican G(R1(z,y), Ra(z,y)) = 0 en los puntos de
F(x,y) = 0 por construccion. Quitando denominadores se obtiene la expresion del
lado derecho de (2.1) anuldndose en F(z,y) = 0, de modo que basta con aplicar el
segundo punto del Lema 2.12 para deducir (2.1). Por otro lado, comenzando desde el
par (R1, R2), sabemos que equivale a dos funciones meromorfas f1, fa en Sg. Si el par
satisface 2.1, se tiene ademéds que G(f1, f2) = 0. Entonces, laregla P — (f1(P), f2(P))
define un morfismo entre Sp y Sg por un argumento idéntico a la primera parte de
la demostracién del Teorema 2.15.

El punto 2 del teorema se demuestra calculando la composicién mediante los pares
(R1, R2), (W1, Ws) y forzando a que sea igual a (Z1, Z3) en Sp, lo que resulta en la
condicién (2.2), de nuevo mediante el Lema 2.12. Finalmente, el punto 3 equivale,
en vista de 1 y 2, a pedir que haya un morfismo h : S¢ — Sp que ademés cumpla
ho f = Id. O

2.3. La accién de Gal(C/Q) sobre superficies y morfismos

Una vez identificadas las superficies de Riemann y sus morfismos con polinomios
en C[X,Y], es posible hacer que los automorfismos o € Gal(C/Q) actien en pares
(S, f) aplicAndolos en los coeficientes.

Definicién 2.17. Sea o € Gal(C/Q). Dado un polinomio P = 3" a;; XY’ € C[X,Y],
denotamos P? = ) o(a;;)X 'YJ. De esta manera, o actiia en polinomios y, por ex-
tensién natural, en funciones racionales. La accién de Gal(C/Q) en superficies y
morfismos queda definida como sigue:

1. Dada una superficie S ~ Sp, se define S7 ~ Spo.

2. Dado un morfismo f : Sp — S asociado a las funciones racionales (Ry, R2), se
define 7 : Spo — Sgo como el dado por (R], RS).
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La accién esta bien definida: en primer lugar, si f : Sp — Sg es un morfismo,
entonces f? : Spo — Sgo también. Esto es asi porque como o es un automorfismo,
si (Ri1, Rg) verifican (2.1) para F'y G, entonces (R, R3) lo hacen para F7 y G°
aplicando o a ambos lados de la expresién. Por otro lado, veamos que la accién sobre
superficies estd bien definida, es decir, si S ~ Sp, ~ Sp,, entonces Spe ~ Spy. Basta
con considerar el isomorfismo f : Sp, — Spg,, que verifica que f7 : Splo — SFQJ es
también un isomorfismo: ya sabemos que es un morfismo y, de nuevo, la condicién 3
del Teorema 2.16 se consigue para f? aplicando o a la de f. Cabe observar también
que (go f)? = g% o f?, aplicando o a la condicién (2.2).

Es posible también establecer una correspondencia entre los puntos de S y los de
S°. Intuitivamente, si S ~ Sp, entonces al punto (z,y) € Sy de la curva {F = 0}
se le hace corresponder el (o(z),0(y)) de Sx, en la curva {F° = 0}. Ahora, faltarfa
extender la correspondencia a las superficies compactas Sr y Sgo. Esto puede hacerse
de manera natural mediante la teoria de valoraciones como se explica en la seccién
3.4 de [3], lo que finalmente resulta en la siguiente correspondencia biyectiva bien
definida:

Definiciéon 2.18. Sean S una superficie de Riemann compacta y o € Gal(C/Q).
Dado p € S, se define p” € S? como el tnico punto que verifica ord,(f) = ord,-(f?)
en toda f € M(S5).

La inversa estd dada por la biyeccion aniloga para o~ !. Esta aplicacién entre S
y S7 no es un morfismo de superficies de Riemann dada la naturaleza no continua de
los automorfismos de C (a excepcién de la conjugaciéon compleja). Por tanto, Sy S
no son en general isomorfas. Sin embargo, existen algunas propiedades sencillas que
son preservadas por la accién:

Proposicién 2.19. Sea S una superficie de Riemann y f € M(S). Entonces:

1. my(f) = mype (f7), viendo f como morfismo sobre C.

2. f(p)” = f7(»°) y. por tanto, o(f(q)) = (f7)""(¢")-

3. q¢€ C es valor de ramificacion de f <= q° es valor de ramificacion de f°.
4. deg(f) = deg(f7).

5. El género de S es el mismo que el de S°.

6. Si Aut(S, f) es el grupo de automorfismos de f : S — ((A:, es decir, aquellos

h € Aut(S) tales que f = f o h, entonces Aut(S, f) ~ Aut(S7, f7).

Demostracion. El punto 1 es inmediato por la definicién de la acciéon de o en puntos:
si ord,(f) = ordye (f7) como funciones meromorfas, entonces my,(f) = mye (f7) como
morfismos. Para 2, veremos en primer lugar que ¢ = f(p) es el tnico valor tal que

(2.3) ordy(R o f) = mp(f) - ordg(R)
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para toda funcién racional R : C — C. Por un lado, dadas cartas (U, ¢) en S'y (V, 1))
en C centradas en py f(p), respectivamente, ord,(R o f) se obtiene atendiendo a
la serie de Laurent de Ro f o ¢~ ! en 0, pero esta puede obtenerse observando que
Rofoyp !l =Roy lowofop !y componiendo en consecuencia las series de
Yofopty Roy ! en 0, de donde sigue que (2.3) se cumple para ¢ = f(p).
Para ver que es el tnico valor de ¢ que verifica eso, basta con escoger la funcion
racional R(z) = = — f(p), y entonces ord,(R o f) = ord,(f — f(p)) > 0, mientras
que ordgy(R) solo es no nulo en ¢ = f(p). Una vez probado esto, deducimos que como
ordye (R7 0 f7) = ordy(Ro f) = my(f) -ord ) (R) = mype (f7) - ord )0 (R7), debe ser

(e

entonces que f7(p?) = f(p)°.

Por la correspondencia entre preimégenes que establece 2, se tienen inmediata-
mente 3 y 4. El punto 5 sigue del hecho de que, conocidos el grado y multiplicidades
de todos los puntos de una funcién meromorfa f definida en .S, el género de S queda
totalmente determinado. Esto se conoce como férmula de Riemann-Hurwitz y pue-
de consultarse en el apéndice A.3. Finalmente, para el punto 6, observamos que si
h € Aut(S, f), es decir, f = f o h, entonces f7 = (f o h)? = f? o h?, de modo que

la regla h — h%, compatible con la composicién e invertible mediante o~ !, es un

isomorfismo de Aut(S, f) en Aut(S7, 7). O

2.4. Superficies de Belyi

Para concluir el capitulo, estableceremos una conexién entre dos tipos de objetos
de gran relevancia para el tema a estudio. Por un lado, tenemos las superficies de
Riemann compactas S que admiten una funciéon meromorfa f ramificada en (a lo
sumo) tres valores, denominada funcién de Belyi. Tales superficies se denominan
superficies de Belyi y son exactamente aquellas en las que serd posible construir
un dessin d’enfant.

Definicién 2.20. Un par de Belyi es un par (S, f) donde S es una superficie de
Riemann compacta y f : S — C es una funcién meromorfa con a lo sumo tres valores
de ramificacion.

Diremos que dos pares de Belyi (S1, f1) y (S2, f2) son equivalentes si existe un
isomorfismo A : S1 — Sy tal que f1 = fo 0 h.

Por otro lado, estan las superficies que pueden escribirse como Sg, donde F' €
Q[X,Y] C C[X,Y]. En ellas podra actuar Gal(Q/Q), grupo cuya accién se busca
comprender. El importante resultado que pone en contacto ambas clases de objetos
se enuncia con notable sencillez:

Teorema 2.21 (Belyi). Sea S una superficie de Riemann compacta. Son equivalentes:

1. S puede definirse sobre Q, es decir, S ~ Sg con F € Q[X,Y].

2. S admite una funcion meromorfa f ramificada en a lo sumo tres valores.

Veamos, en primer lugar, un ejemplo:
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Ejemplo 2.22. Consideramos la superficie Sr definida a partir de F(X,Y) = Y? —
X3 + 73, Los coeficientes de F estdn en Q(m ) ¢ Q, pero esto no descarta que Sg

pueda definirse sobre Q. De hecho, con81derand0 la superficie Sg que proviene de
G(X,Y)=Y? - X34+1¢€Q[X,Y], se tiene que la regla:

SF—>SG

(z,y) — (iﬂ\yﬁ) :

define un isomorfismo, correspondiente a los datos P, = X, Q1 =7, P =Y, Q2 =
m/m Uy =7X, Vi =1, Uy =m/mY, Vo =1, con la notacién del Teorema 2.16.

Ahora, para verificar que se cumple el Teorema de Belyi en este ejemplo, buscamos
una funcién meromorfa en S ramificada en tres valores. Comenzamos considerando
la proyeccién x : Sg — C. Segun lo desarrollado en el teorema 2.13 y su demostracion,
los valores de ramificacién son oo y las proyecciones de las raices comunes de G(X,Y")
y Gy (X,Y) = 2Y. Dichas raices son (1,0), (¢,0) y (¢?,0), con ¢ = ei%ﬂ, luego el
conjunto de valores de ramificaciéon es {00, 1,¢,¢?}. Con el fin de reducir el tamafio
de este conjunto y aprovechando la naturaleza algebraica de los valores que han
aparecido, componemos a continuacién con la funcién g : C — C dada por x — x3—1,
obtenida mediante los polinomios minimos de ¢, (? y 1 (en este caso, multlphcando
224+ +1, queeselde (y(? conz—1,quees el de 1) para que anule esos valores.
La composiciéon tendrda como valores de ramificacion, en consecuencia de (2.3), las
imagenes de los valores de ramificacién previos, junto a los nuevos que aparezcan
como imagenes de los puntos criticos de g, que son 0 e co. Estos valores resultan ser
{0,00,—1}, y hemos acabado.

El argumento general para demostrar 1 = 2 en el Teorema 2.21 comienza como
en el ejemplo previo: se empieza por la funcién x, cuyo conjunto de valores de ramifi-
cacién, By, estard en QU{oc}. Acto seguido, se compone con py, el producto (evitando
repetir factores) de los polinomios minimos de los elementos en Q N By, que cumple
entonces que po(By) = {0,00}. Asi, el nuevo conjunto de valores de ramificacion es
By ={0,00} Upo({x € C: p{(x) = 0}). Ahora, se repite el proceso componiendo con
p1, el producto (evitando repetir factores) de los polinomios minimos de los elementos
de By \ {0, 00}, que verifica deg p1 < degpj, < degpp al ser p; el polinomio de menor
grado que se anula en los ceros de p;. Después, se continda iterativamente hasta que
en algin paso se tiene By C Q U {oo}. Esto ha de ocurrir dado que, al descender el
grado de los polinomios pj;, lo hace el grado de las extensiones Q(By, \ {o0})/Q.

Ahora, a diferencia de lo sucedido en el ejemplo, es posible que existan maés de
tres valores en Bj. En ese caso, se tiene, componiendo con una transformaciéon de
Mobius adecuada para enviar tres de los valores de ramificacién en {0, 1,00}, que
By ={0,1,00,A1,...,A\n}. Componiendo con los isomorfismos z — 1 — z y/o z — %
si es necesario, puede asumirse adicionalmente que 0 < A; < 1, de modo que A\; = n_Tm
con n, m € N. Para terminar, basta con considerar qué ocurre al componer ahora con
la funcién
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Un sencillo calculo revela que Py, (Bk) = {0,1,00, Pryn(A2), ..., Pmn(An)} C
QU {00} y, calculando la derivada, Py, solo ramifica en 0,1,00 y A1, de modo que
no anade nuevos valores de ramificacién. En otras palabras, con esta funciéon consigue
reducirse el tamafno del conjunto de valores de ramificacién en uno, de modo que
basta con iterar hasta reducirlo a {0, 1,00}, lo que concluye la demostracion.

Por otro lado, la demostracion de 2 = 1 es de mayor complicacién al no ser
facil determinar cuando una superficie de Riemann S es definible sobre Q (como se ha
mostrado en el ejemplo anterior, no basta con mirar a los coeficientes de un polinomio
cualquiera que dé lugar a S). Un posible criterio, demostrado en [5], es el siguiente:

Lema 2.23. Sea S una superficie de Riemann compacta. Son equivalentes:

1. S puede definirse sobre Q.

2. El conjunto {S°? : 0 € Gal(C/Q)} contiene una cantidad finita de clases de
isomorfia.

Para concluir entonces la demostracion del Teorema de Belyi, sera necesario utili-
zar la monodromia de los morfismos f7, concepto que se explicard con mas detalle en
la secci6n 3.2. Por el momento, basta con saber que si n = deg(f) = deg(f?), entonces
la monodromia permite asociar a cualquier f” un homomorfismo de grupos Mo del
grupo libre en dos generadores en el grupo de permutaciones ¥, y se cumple que si
f7 y [T tienen los mismos valores de ramificacion y Mo = M-, entonces S7 ~ S7.

Supongamos entonces que S admite una funcién meromorfa f con (a lo sumo)
tres valores de ramificacion, que podemos asumir en Q componiendo con una trans-
formacién de Mobius si es necesario. Entonces, dado o € Gal(C/Q), sabemos que f7
es una funciéon meromorfa en S? con los mismos valores de ramificacién que f, puesto
que o fija Q. Entonces, como Y, es finito, hay una cantidad finita de homomorfismos
del grupo libre en dos generadores en 3,. Como, ademas, los valores de ramificaciéon
de todas las f? siempre son los mismos, sigue que las S pueden agruparse en un
nimero finito de clases de isomorfia, y hemos acabado. O

Concluimos la seccién con el siguiente resultado, cuya demostraciéon se encuentra
en [5]:

Proposicion 2.24. Sea S una superficie de Belyi y f : S — C una funcion de Belyi.
Entonces, [ puede definirse sobre Q, es decir, si M(S) = C(g,h), entonces f €
Q(g, h) y, por tanto, puede representarse como una funcion racional con coeficientes

en Q.

Es decir, siguiendo la notacién del Teorema 2.16, un par de Belyi (S, f) puede
verse como S ~ Sp con F' € Q[X,Y], C ~ S con G(X,Y) =Y (dado que C puede
identificarse con la compactificacién de la curva {(x,y) € C?:y =0} = C), y f dada
por Ri(X,Y) € Q(X,Y), Ra(X,Y) = 0.






CAPITULO 3

Dessins d’Enfants

3.1. Definicién y relacién con las superficies de Riemann

Definicién 3.1. Un dessin d’enfant es un par (X, D), donde X es una superficie
topolégica compacta orientable y D C X es un grafo conexo finito bicoloreado (es
decir, cada vértice tiene asociado el color blanco o negro de modo tal que dos vértices
adyacentes tienen colores distintos) y tal que X \ D es una unién finita de discos
topologicos llamados caras del dessin.

Denominaremos género del dessin al género de X. Asimismo, diremos que dos
dessins (X1,D1), (X2, D) son equivalentes si existe un homeomorfismo f : X; — Xo
que preserva la orientacion y tal que f|p, es un isomorfismo entre los grafos D; y Ds.
Si, ademads, (X1,D1) = (X2, D2), diremos que f es un automorfismo, y denotaremos
Aut(D) al grupo de tales automorfismos.

Si bien los dessins consisten sencillamente en grafos dibujados sobre superficies
topolégicas (sin ninguna estructura adicional) y con muy pocas condiciones (el ser
bicoloreado y tener discos como caras), codifican una estructura de superficie de Rie-
mann en X, que ademads resulta ser de Belyi. Del mismo modo, cualquier par de Belyi
proporciona un dessin en la superficie topoldgica subyacente que codifica la estructura
compleja de la superficie de Riemann de partida.

Teorema 3.2. Eziste una correspondencia:
{dessins d’enfants (X, D)} < {pares de Belyi (S, f)},

que hace corresponder dessins equivalentes con pares de Belyi equivalentes, y es bi-
yectiva a nivel de clases de equivalencia.

Demostraciéon. Vamos a ver como obtener un dessin a partir de un par de Belyi
(S, f). Dicho dessin sera sobre la superficie topolégica X subyacente a S (la orien-
tacion viene dada por el atlas complejo). Sin perder generalidad (componiendo con
una transformacién de Mébius si es necesario) suponemos que los valores de ramifi-
cacién de f son 0, 1 y oo. Entonces, el conjunto D = f~1(]0,1]) es el grafo buscado,
considerando los puntos de f~1(0) como los vértices blancos y los de f~1(1) como

15
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los negros. Ademas, como consecuencia del teorema 2.8 y su demostracién, se tie-
ne que X \ D = f~1C\ [0,1]) es una unién disjunta de discos {D;}’_;, uno por
cada ¢; € f~(o0), y en cada uno de ellos f es de la forma z 2™ai(1) De esta
construccion, ilustrada en la Figura 3.1, ya es posible entender qué aspectos de la
funcién f determinan las caracteristicas combinatorias del dessin. Es por esto que la
correspondencia en sentido contrario queda relegada al apéndice A.4. ]

S

Figura 3.1: Obtencion de un dessin mediante una funciéon de Belyi.

Proposicién 3.3. Sea (X, D) el dessin correspondiente al par de Belyi (S, f). En-
tonces:

1. El ndmero de aristas de D viene dado por deg f.
2. El grado de cada vértice p de D viene dado por m,(f).

3. D tiene una cara por cada q; € f~1(00), y cada cara estd limitada por 2mg, (f)
aristas.

Demostracién. Observamos que f : S\ f~1({0,1,00}) — C\ {0,1,00} es una
aplicacién recubridora por el Teorema 2.8, de modo que cada arista de D corresponde
a un levantamiento de (0, 1), que hay tantos como deg f. El punto 2 sigue de que en
cada vértice p, f es (localmente) de la forma z — 2™»(f) luego el intervalo (0, €) (para
vértices blancos) o (1 —¢€,1) (para vértices negros) puede levantarse por f a my(f)
curvas disjuntas que confluyen en el vértice en cuestion. El punto 3 sigue de tomar
el ¢; € S asociado a la cara (segiin se vio en la demostracién del teorema previo),
y considerar los levantamientos del intervalo (1,00) que confluyen en ¢; (nétese que
por el otro extremo acaban en un vértice negro). Estos segmentos estan en biyeccién
con el niimero de vértices negros de la cara, y hay mg,(f) de ellos. O

3.2. Monodromia

El objetivo de esta seccién es familiarizarse con el concepto de monodromia en
el caso de los dessins. En general, si f : X — Y es un recubrimiento en el sentido
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topolodgico, la monodromia se centra en como se comportan los puntos de una fibra
f~(y) cuando se recorre un lazo en Y con punto base en y. Concretamente, dada una
aplicaciéon continua 7 : [0,1] — Y con 7(0) = v(1) = y y escogido un xz¢ € f~1(y),
es sabido que existe un tnico levantamiento 7 : [0,1] — X con 5(0) = z¢ que hace
conmutar el diagrama:

[0,1]

X Y

Por tanto, se tiene que 7(1) € f~'(y). Esto define una funcién f=*(y) — f~(y)
que ademas es una biyeccién (invertida por la misma construccién para el lazo en
sentido contrario B(t) = (1 —t)), que denotaremos o,. Ademéds, dado un lazo ~'
homoétopo a v, puede comprobarse que o, = o0.. En otras palabras, numerando los
d = deg f elementos de la fibra, se tiene una representacion del grupo fundamental
en el grupo simétrico X :

My :mi(Y,y) — X4
) — ot

denominada monodromia de f. Nétese que se toma la inversa de la permutacién
asociada para garantizar que My sea un homomorfismo de grupos, asi como que la
definicién es candnica médulo conjugacién (dado que renumerar los elementos de la
fibra conjuga las permutaciones). De hecho, si Y es conexo por arcos, cambiar el punto
base a otro § € Y también da lugar a la misma monodromia médulo conjugacion
(identificando 71 (Y,y) con 71(Y,y) de la manera habitual mediante un camino que
conecte yo e y1). La (clase de conjugacién de la) imagen de My se denomina grupo
de monodromia de f y se denota Mon(f). Si X es conexo por arcos, Mon(f) es
un subgrupo transitivo dado que, si xg,z1 € f~!(y), es posible considerar un camino
que los conecte y proyectarlo por f en Y.

Ahora consideramos el caso particular de los dessins. Sabemos que un dessin
equivale a un par de Belyi (S, f) que podemos asumir ramificado en los valores 0,1 e
oo. Entonces, del Teorema 2.8 sigue que f: S\ f71{0,1,00}) — @\ {0,1, 00} es un
recubrimiento. El grupo fundamental de C\ {0, 1,00} es libre en dos generadores, que
son las clases de los lazos g en torno al 0 y «; en torno al 1 en sentido antihorario,
de modo que la monodromia viene completamente especificada por sus imagenes
00,01 € Xq a través de My. Ademas, la monodromia puede interpretarse facilmente
en el grafo que conforma el dessin: escogiendo, por ejemplo, el punto base y = %,
numerar los elementos de f _1(%) equivale a numerar las aristas del dessin, y entonces
oo permuta las aristas en sentido ciclico en torno a cada vértice blanco y o1 hace lo

propio en torno a los vértices negros, como se ilustra en la Figura 3.2.

Definicién 3.4. Sea (X, D) un dessin al que le corresponde el par de Belyi (S, f).
El par (og,01) obtenido segin el parrafo anterior se denomina representacién en
permutaciones del dessin. Se define la monodromia del dessin, Mon(D), como (la
clase de conjugacion de) (o9, 01), que coincide con Mon(f).
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Figura 3.2: Ejemplo de como la monodromia permuta las aristas en un dessin.

Como las superficies en cuestién son todas conexas, Mon(D) es un grupo transi-
tivo. De hecho, es posible reconstruir el dessin completo (superficie y grafo) a partir
del par (0p,01) de tal manera que pares conjugados dan lugar a dessins equivalentes,
existiendo ademés una correspondencia biyectiva entre pares de elementos de X4 que
generan subgrupos transitivos y dessins. Esta correspondencia no es esencial para lo
que sigue, pero el lector interesado puede consultar la idea en el apéndice A.5.

Es posible también leer las caracteristicas combinatorias de D en o( y o1 sin nece-
sidad de reconstruir el dessin. Como ejemplo, consideramos en g las permutaciones
oo = (154)(326) y o1 = (12)(34)(56) correspondientes al ejemplo de la Figura 3.2.
El ntimero de aristas es 6 porque son permutaciones de 6 elementos. El niimero de
vértices blancos es 2, cada uno de grado 3, porque og tiene 2 ciclos de longitud 3
y, del mismo modo, hay 3 vértices negros de grado 2, atendiendo a ¢;. También es
posible obtener informacién sobre las caras: basta con observar que la composicién
o100 permuta de manera ciclica la mitad de las aristas (alternadas) de cada cara. En
este caso, 0109 = (164253) de modo que hay una tnica cara con 12 aristas (siguiendo
este método, cada arista que delimite la misma cara a ambos lados se cuenta dos
veces). Finalmente, sabido el niimero de vértices, caras y aristas, pueden recuperarse
la caracteristica de Euler y =V — FE+ F =5—-6+1=01y el género g = Ci =X =1
(como se ve en el dibujo).

Concluimos la seccién enunciando dos lemas técnicos acerca de la monodromia,
cuya demostracién puede encontrarse en las ultimas secciones del capitulo 2 de [3].
El primero, que fue anticipado al final de la seccién 2.4, es el siguiente:

Lema 3.5. Sean 51,52 y S superficies de Riemann y f; : S; — S, 1 = 1,2, morfismos
de grado d con los mismos valores de ramificacion {yr} C S. Entonces los recubri-
mientos dados por f1 y fo tienen monodromias My, y My, conjugadas si y solo si hay
un isomorfismo ¢ : S1 — So que verifica f1 = fo o0 ¢.

El segundo sera de utilidad en la préxima seccion, y es el siguiente:

Lema 3.6. Sea S una superficie de Riemann y f : S — C un morfismo. Entonces,
existen otra superficie S y morfismos f S — (C w: 8 — S tales que f = fom,
deg(f) = |Mon(f)| y deg(r) = | Mon(f Fl. S, f y m son dnicos salvo isomorfismo.
Ademds, se cumple que Mon(f) ~ Aut(S, f).
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3.3. La accién de Gal(Q/Q) en dessins

Comenzamos la seccién conectando todos los conceptos tratados hasta ahora para
definir la accién de Gal(Q/Q) en dessins.

Definicién 3.7. Sea (X, D) un dessin asociado al par de Belyi (.5, f), donde S >~ Sp
con F € Q[X, lj, y f se representa como una funcién racional con coeficientes en Q.
Dado o € Gal(Q/Q), se define el dessin (X7, D) como el asociado al par (S7, f7).

La accién se resume en el siguiente diagrama:

(X,D) g (X7,D7)
Teorema 3.2 Teorema 3.2
(5. 1) (57, 1)
Teorema 2.21, Teorema 2.13,
Proposicién 2.24 Teorema 2.16
(F, Rl) Definicién 2.17 (FU, RT)

El teorema de Belyi garantiza que o puede actuar en los coeficientes de F, R;.
Ademés, al obtener f¢ por medio del Teorema 2.16, se tiene gracias a la Proposicion
2.19 que sigue ramificando tUnicamente en tres valores, lo que garantiza que todos
los pasos del diagrama superior son validos. Ademds, como todas las corresponden-
cias respetan las equivalencias, el resultado es independiente de posibles elecciones
tomadas en el proceso (por ejemplo, el polinomio F').

Ejemplo 3.8 (Extraido de [1]). Veamos un ejemplo de la accién sobre el dessin en la
esfera C cuyo grafo estd representado en la Figura 3.3a. Consta de 3 vértices blancos
de grado 3, 5 vértices negros (uno de ellos de grado 5 y el resto de grado 1) y 3 caras.

Figura 3.3: Dos dessins conjugados Galois en la esfera.
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El primer paso para hacer actuar elementos de Gal(Q/Q) en este dessin es obtener
su funcién de Belyi. Para calcularla, supondremos que el vértice negro de grado 5 estéd
situado en el origen y que los centros de las tres caras son oo, @ y 1 — «, es decir,
que los puntos marcados con cruces en la figura suman 1. Todas estas suposiciones
indican lo siguiente sobre la funcién de Belyi f:

= f(0) =1, y el origen tiene multiplicidad 5.
= f tiene dos polos simples en a y 1 — a, un tercer polo en oo y ninguno més.
» f tiene exactamente 3 ceros, todos ellos de orden 3.

= f no tiene mas puntos de ramificacién ademas sus ceros, sus polos y el origen.

Las suposiciones sobre los ceros y los polos obligan a que f sea de la forma

(23 + az? + bx + ¢)®
22 —x+d

donde d = a?. A continuacién, imponiendo f(0) = 1, asf como f/(0) = f"(0) =
@ (0) = f®(0) = 0, se obtienen tnicamente dos posibilidades para los coeficientes:
0 =9 p— SEVIOS 1545105 7 _ 152105 g _ 12:(154V/105)

’ 2 6 8

7C:

125 (32 v/105)3 Esto da lugar a dos

funciones de Belyi, siendo una de ellas la buscada. Teniendo en cuenta las suposicio-
nes realizadas para calcular la funcién, es necesario que la otra, que denotaremos g,
represente al grafo de la Figura 3.3b, puesto que también las verifica.

Ahora, segtin el diagrama al inicio de la seccién, hace falta calcular F'y R;. Puesto
que consideramos C como la compactificaciéon de la curva {(z,y) € C% : y = 0}, se
tiene que F(X,Y) =Y, de donde sigue que R1(X,Y) = f(X) (esta notacién estd
justificada porque f es un cociente de polinomios). Como los coeficientes de F'y R;
pertenecen al cuerpo de nimeros Q(\/ﬁ) C Q, el tinico modo de hacerlos variar es
mediante un automorfismo o € Gal(Q/Q) con o(1/105) = —/105. Para un tal o, se
tiene que F7(X,Y) =Y y R{(X,Y) = g(X). Asi, finalmente, se recupera el par de
Belyi ((AJ, g), luego los dos dessins de la 6rbita son precisamente los de la Figura 3.3,
que no son isomorfos como grafos.

Para concluir la seccién, estableceremos la siguiente importante propiedad:

Proposicién 3.9. La accién de Gal(Q/Q) en dessins d’enfants es fiel.

Demostracién. Sea o € Gal(Q/Q) un automorfismo distinto de la identidad, es decir,
tal que o(a) # a para cierto a € Q. El objetivo es construir un dessin (X, D) tal
que (X7,D7) sea otro dessin no _equivalente. Un posible ejemplo esta dado por el
par de Belyi (S, f), donde S = C y f se construye como sigue: consideramos, en
primer lugar, el morfismo g : C — C dado por glc(z) = P(z), donde P : C — C
es cualquier polinomio que cumpla P'(z) = z(z — 1)%(z — a)3, y g(oc0) = oco. Por
construccién, los valores de ramificacién de g son {g(0),g(1),g(a),00} € QU {oo},
asi que el procedimiento seguido en la segunda parte de la demostracion del Teorema
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de Belyi (Teorema 2.21) permite construir un polinomio ¢ € Q[X] tal que f = gog
es la funcién de Belyi buscada.

Ahora veremos que (((Aj, f) no es equivalente a ((AJ, f7). Para ello, supongamos que
T : C — C es un isomorfismo que verifica foT = f7. Por el Teorema 2.16, y dado que
degT =1 (es biyectiva), se tiene T'(z) = ?‘;i? , donde asimismo puede tomarse v = 0,
0 =1 dado que T'(c0) = o0. Es decir, tenemos que ¢(g(7'(2))) = f(T(z)) = f7(2) =
q°(g°(2)) = q(g?(2)). Esto implica (véase el Apéndice A.6) que g(T'(2)) = cg?(z) +d
para ciertos ¢, d € C.

Para concluir, sabemos (por construccion) que g ramifica en los puntos 0, 1 y a con
multiplicidades 2, 3 y 4, luego g% lo hace en 0, 1 y o(a) con las mismas multiplicidades.
Entonces, h(z) := cg?(z) + d también ramifica en esos puntos (z — cz + d es un
isomorfismo). Otra manera de calcular los puntos de ramificacién de h es usando la
expresion h(z) = g(T'(z)) establecida anteriormente, mediante la cual se obtienen
como puntos de ramificacion de h las imagenes de los puntos de ramificaciéon de g

por T 1(z) = Z;B, que son —g, % y % con multiplicidades 2, 3 y 4. Como las
multiplicidades son distintas dos a dos, haciendo corresponder los puntos de igual

multiplicidad obtenidos mediante cada uno de los dos métodos, se tiene que —g =0,

% =1y % = o(a). De las dos primeras expresiones se deduce § =0, a =1,y
entonces de la tercera sigue que a = o(a), una contradiccion. ]

En el capitulo posterior veremos que la accién preserva, entre otros, el género del
dessin, de tal modo que tiene sentido preguntarse si la accién restringida al subcon-
junto de dessins de género g sigue siendo fiel. La demostracién anterior sirve para
establecer que es asi en genero g = 0. En general, se tiene:

Teorema 3.10. Sea g un entero no negativo. La accién de Gal(Q/Q) en dessins
d’enfants de género g es fiel.

La demostracion involucra curvas hiperelipticas de género g (denominadas elipticas
cuando g = 1), es decir, superficies dadas por polinomios de la forma F(X,Y) =
Yy? - Hfif(X — aj), donde cada a; € C es distinto. El caso de género g = 1 es
facil de establecer dado que el espacio de las superficies de Riemann con ese género
(denominado también espacio de mdduli de género 1) admite una descripcion sencilla
en términos de cocientes de C por reticulos de la forma Z @ 77, 7 € H (el semiplano
superior). A partir de esa descripciéon y dado o € Gal(Q/Q), o # id, es posible
construir una curva eliptica correspondiente a una superficie de género 1, S, de manera
que S7 no es isomorfa a S. Entonces, cualquier dessin sobre S (independientemente
de la funcién de Belyi) serd enviado a un dessin distinto por o. La demostracién para
el caso de género g > 2, que también involucra exclusivamente superficies sin tener
que considerar funciones de Belyi, puede encontrarse en [2]. Ambos casos pueden
encontrarse también reunidos en [3].






CAPITULO 4

Invariantes de la accion de

Gal(Q/Q) en dessins

Una de las conclusiones a extraer del Ejemplo 3.8, asi como del hecho de que la
accion se define de manera indirecta siendo necesarios multiples pasos para determi-
narla, es que no es sencillo determinar si dos dessins pertenecen a la misma 6érbita o
no. No obstante, existen ciertos invariantes que ayudan a restringir el espacio de can-
didatos a pertenecer a la orbita de un dessin dado. En primer lugar reformularemos
como invariantes algunos de los resultados ya presentados con anterioridad.

Proposicién 4.1. La accién de Gal(Q/Q) en dessins d’enfants preserva:

1. El ndmero de aristas del dessin.

2. El pasaporte del dessin, esto es, el numero de vértices de cada tipo, sus res-
pectivos grados, el nimero de caras y los respectivos numeros de aristas que las
rodean.

3. El género del dessin.

4. La clase de isomorfia del grupo de automorfismos del dessin.

5. La clase de isomorfia del grupo de monodromia del dessin.

Demostracién. Los puntos del 1 al 4 son una simple reformulacién de los puntos 4, 1, 5
y 6 (respectivamente) de la Proposicién 2.19 en términos de dessins. Para demostrar
el punto 5, es necesario invocar también al Lema 3.6, observando que el diagrama

S——F—— S

o

23
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a través de la accién de o € Gal(Q, Q) es transformado en el diagrama

Como la accién preserva los grados de los morfismos, sigue que este diagrama es
el correspondiente a S7 y f7 en el Lema 3.6, de tal modo que Mon(D) = Mon(f) ~
Aut(S, f) ~ Aut(S7, f7) ~ Mon(f?) ~ Mon(D?). O

Una vez establecidos los primeros invariantes, dedicaremos el resto de este tltimo
capitulo a explorar invariantes adicionales. Estos estan motivados por el hecho de que
los estudiados hasta ahora no bastan para distinguir todas las 6rbitas de la accién:
existen dessins que no son conjugados a través de la accién pero comparten todas las
caracteristicas presentadas en el capitulo anterior. Por tanto, es deseable ampliar la
coleccién de invariantes para poder refinar la capacidad de distinciéon entre _Orbitas
que estos proporcionan. Como ilustracién, consideramos los dessins sobre C de la
Figura 4.1, extraidos de [7].

Figura 4.1: Dos dessins no conjugados sobre la esfera que comparten las propiedades
bésicas.

Ambos dessins tienen 7 aristas, 2 vértices blancos (resp. negros) de grado 1, 1
vértice blanco (resp. negro) de grado 2, 1 vértice blanco (resp. negro) de grado 3,
género 0 y grupo de automorfismos trivial (nétese que la simetria con respecto al eje
horizontal que tiene el primero de ellos no preserva la orientacién). En cuanto a los
grupos de monodromia, el dessin de la izquierda esta representado por oy = (34)(576)
y o1 = (123)(45), y el segundo por o, = (12)(475), o} = (234)(56). Tanto op = (34)
como (0})® = (12) son trasposiciones, de modo que los grupos (o¢,01) y (0§, 0}) son
ambos el simétrico X7, en virtud de un resultado de teoria de grupos que afirma que
todo grupo de permutaciones sobre un conjunto con un niimero primo de elementos
que contiene una trasposicion es el grupo simétrico (ver, por ejemplo, el Teorema 13.3
de [8]). Sin embargo, como veremos, los dessins no son conjugados por la accién. Para
detectarlo, sera necesario introducir nuevos invariantes.

4.1. Funciones de extension de Belyi

Una técnica para obtener nuevos invariantes consiste en producir nuevos dessins
a partir de uno dado de tal manera que si los dessins de partida eran conjugados,
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los resultantes también lo sean. Asi, cualquier invariante preexistente aplicado a los
nuevos dessins sirve como invariante para los iniciales. Una forma de lograr esto es
mediante lo que se conoce como funciones de extension de Belyi.

La idea subyacente a esta técnica es considerar el par de Belyi (S, f) asociado
a un dessin. Recordemos que la funcién f : § — C es un morfismo ramificado en
tres valores, que podemos asumir en 0,1 e oo. De (2.3) sigue que si R : C — Ces
una funcién racional, los valores de ramificacion de R o f son las imédgenes de los
puntos de ramificaciéon de f junto con las imagenes de los puntos que son enviados a
puntos de ramificacién de R a través de f. En otras palabras, si R tiene sus valores
de ramificacién contenidos en {0, 1,00} y, ademés, R({0,1,00}) C {0, 1,00}, entonces
Ro f es otra funcién de Belyi sobre S y, por tanto, da lugar a otro dessin. Si, ademas,
los coeficientes de R como funcién racional estan en Q, entonces (Ro f)? = R%o f7 =
Ro f° para todo o € Gal(Q/Q), lo que relaciona las érbitas del nuevo dessin con el
original.

Definicion 4.2. Una funcion de extensién de Belyi es un morfismo 5 : C—C
cuyos valores de ramificacién estan en {0,1,00}, tal que 5({0,1,00}) C {0,1,00} ¥
tal que sus coeficientes como funcién racional estan en Q.

Si (X, D) es un dessin asociado al par de Belyi (S, f), denotamos por (Xg,Dg) al
dessin asociado al par (S, 5o f).

Ejemplo 4.3. La funcién 3(z) = 4z(1 — z) verifica 5(0) = 5(1) =0, B(c0) = 0 y
sus valores de ramificacién son co y las imdgenes de los z € C con 0 = /(z) = 4 — 8z,
es decir, 3(3) = 1.

Proposicion 4.4. Sea 8 : C — C una funcion de extension de Belyi. ST I es un
invariante de la accién de Gal(Q/Q), es decir, toda vez que (X, D) y (X', D) estén en
la misma drbita, se tiene I((X,D)) = I((X',D")), entonces I3((X, D)) := I1((Xg,Dg))
es otro invariante.

Demostracién. Basta con ver que si (X, D) y (X', D’) son conjugados, entonces (Xg, Dg)
y (Xj, Dj) también lo son. Sean (S, f) y (57, f7) los pares de Belyi asociados a ca-

da uno de los dessins, donde o € Gal(Q/Q). Entonces, (S, 3 o f) es el par asocia-
do a (Xg,Dg), en cuya orbita estd (S7, (8o f)?) = (57,8 o f7), correspondiente a
(X é, D/ﬁ) O

A continuacién presentamos una manera de visualizar el nuevo dessin (Xg, Dg) a
partir del original (X, D) y la funcién de extensién 5. Observamos que, como [ tiene
sus valores de ramificacién en {0, 1, 00}, es a su vez una funcién de Belyi que da lugar
al dessin de género 0 correspondiente al par (@, B). Asi, partiendo del dessin original
asociado al par (S, f), el nuevo dessin puede visualizarse levantando el dessin sobre C

dado por 8 a S mediante f. Un ejemplo de esta visualizacién se muestra en la Figura
4.2.

Por tanto, es posible conocer las caracteristicas del nuevo dessin a partir de dos
datos: el dessin original y el asociado a (C, /3), que se denomina patrén de extensién
de Belyi. Algunos ejemplos de estos patrones se muestran en la Figura 4.3.
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S

@

S

Figura 4.2: Extensién de Belyi mediante §(z) = 4z(1 — z). Arriba a la izquierda se
muestra el dessin asociado a f con vértices redondos blancos y negros dependiendo de
si son preimagenes del 0 o del 1 a través de f. Asimismo, se muestran las preimédgenes
de 0 y 1 a través de 8 o f mediante cuadrados blancos y negros, respectivamente.
Estas se han obtenido dibujando con cuadrados blancos y negros el dessin asociado

a [ sobre la esfera de arriba a la derecha, y tomando la preimagen por f. El dessin
extendido aparece abajo a la izquierda, una vez eliminados los vértices antiguos.

El primero, correspondiente a (1(z) = 1 — z, intercambia los vértices blancos y
negros del dessin original. El segundo, correspondiente a [33(z) = 2;1, convierte los
vértices negros en blancos y los conecta con los centros de las caras, que pasan a ser
los vértices negros. El tercero, ya visto, correspondiente a f3(z) = 4z(1 — z), cambia

todos los vértices del dessin por vértices blancos y sittia vértices negros en las aristas.
2722(2—1)2

4(22—2+1)37
y los conecta a través de vértices blancos intermedios.

El dltimo, correspondiente a S4(z) = colorea vértices y centros de negro

Para concluir la seccién, mostraremos que realmente se obtienen invariantes nue-
vos a partir de funciones de extensién de Belyi. Volviendo al ejemplo de la Figura
4.1, podemos utilizar la funcién de extension 2 de la Figura 4.3 para obtener sendos
dessins extendidos, que se muestran en la Figura 4.4.

La existencia de una simetria rotacional con respecto al vértice negro central en
el primer dessin ocasiona que su grupo de automorfismos deje de ser trivial, cosa que
no ocurre en el segundo dessin, lo que muestra que no son conjugados y, por tanto,
los originales tampoco. Alternativamente, estos nuevos dessins estan representados
por las permutaciones:

o0 = (2,3,5)(6,7)(8,9)(10,13,11), 01 = (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9, 10)(11,12)(13, 14),
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Figura 4.4: Extension de Belyi de los dessins de la Figura 4.1.

y

ol = (2,3)(4,6,7)(8,13,9)(10,11), 0, = (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(9,10)(11,12)(13, 14),

respectivamente. Es posible verificar (por ejemplo, con un ordenador) que (09, 01) #
(0(,01). En otras palabras, el grupo de monodromia de la extensién por 2 es un
nuevo invariante, que tradicionalmente se denomina grupo cartografico del dessin.

Este grupo sigue sin ser suficiente para separar las Orbitas por completo. Por
ejemplo, en la Figura 5 de [9] se presentan dos dessins que no son conjugados pero
coinciden en todos los invariantes presentados aqui hasta el momento, incluyendo el
grupo cartografico. Para separarlos, hay que considerar el grupo de monodromia de
la extension por el morfismo 54 de la Figura 4.3, lo que anade un nuevo invariante a
la lista.

4.2. Z-orientabilidad

En esta seccién desarrollamos otro invariante, conocido como Z-orientabilidad [4],
que tiene la ventaja de poder comprobarse facilmente observando el grafo del dessin
al igual que el pasaporte y a diferencia de otros mas complicados de calcular tales
como el grupo de monodromia o el grupo cartografico.

Definicién 4.5. Un dessin (X, D) se dice Z-orientable si es posible etiquetar sus
caras con los simbolos + o — de tal modo que los simbolos a ambos lados de cada
arista sean distintos.

Es decir, un dessin es Z-orientable si su grafo dual es bipartito. Cabe observar
que, fijado un vértice de un dessin Z-orientable, las caras que lo comparten deben
ser etiquetadas con signos opuestos de manera alternada, por lo que el grado de todo
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vértice ha de ser par. Asimismo, no pueden existir aristas monofaciales, es decir, que
delimiten la misma cara a ambos lados. De esta manera, por ejemplo, el dessin de las
Figuras 3.1 y 3.2 no es Z-orientable, al solo tener una cara. Un ejemplo ilustrativo de
la Z-orientabilidad se muestra en el diagrama de la Figura 4.5.

Figura 4.5: Ejemplo de Z-orientabilidad en dessins de género 2. Cada dessin consta
de dos caras, y las aristas numeradas iguales estan identificadas.

El dessin de la izquierda no es Z-orientable dado que existen aristas monofaciales,
como la etiquetada por 8. Por otro lado, el dessin derecho es claramente Z-orientable
asignando un signo distinto a cada cara. De esta manera, puede determinarse que
no comparten 6rbita de manera rapida a pesar de compartir otros invariantes como
el pasaporte, género y grupo de monodromia (el hecho de que este tltimo coincida
puede verse notando que el dessin derecho es la extensién de Belyi del izquierdo por
B(z) = %, que tiene el efecto de intercambiar los centros de las caras con los vértices
blancos, permutando los generadores del grupo de monodromia si se considera el

_ -1 -1
tercer generador oo, = 0, 07 ).

Para establecer la invarianza de la propiedad de Z-orientabilidad a través de la ac-
ci6n de Gal(Q/Q), es necesario encontrar una caracterizacién algebraica de la misma
(en relacién al par de Belyi) que sea preservada por automorfismos. Una herramienta
necesaria para establecer esta caracterizacion es la siguiente:

Definicion 4.6. Sea S una superficie de Riemann con la estructura holomorfa dada
por el atlas A = {(U;, ¢;)}. Una 1-forma meromorfa w = {f;} es una asignacién
de una funcién meromorfa a cada carta, f; : U; — @, de tal modo que f;(P) =
fi(P)(p;o cpj_l)’(cpj(P)) para todo P € U; N U;.

A causa de la condicién de compatibilidad, los ceros y polos de una 1-forma
meromorfa estdn bien definidos. Al igual que en el caso de la integraciéon de formas
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diferenciales habituales, es posible integrar 1-formas meromorfas a lo largo de curvas
que no atraviesen ningin polo calculando en coordenadas locales.

Definicién 4.7. Si S es una superficie de Riemann y f € M(S) es una funcién

meromorfa, se define su diferencial meromorfa como la 1-forma df = %J; L1, donde

OLi(P) = (f o o7 1Y (¢i(P)).

Puede verificarse facilmente que se cumple la condicién de compatibilidad. Ahora
estamos en condiciones de caracterizar algebraicamente la Z-orientabilidad.

Teorema 4.8. Sea (X, D) un dessin asociado al par de Belyi (S, 3). Se tiene que D es
Z-orientable <= existe una funcién meromorfa o € M(S) tal que o® = - (1 — B).
Demostracién. Supongamos que existe tal a. Definimos la forma meromorfa n = %
(es decir, cada expresion local se obtiene dividiendo la correspondiente de df por
a). Sea F' una cara del dessin, p € S su centro y m = my(3), de modo que F esta
delimitada por 2m aristas. Calculamos ahora el residuo de n en p, definido, al igual
que en el andlisis complejo usual, mediante integrar una curva de Jordan en torno al
polo p. Sabemos del Teorema 2.8 y su demostracién que existe una carta en la que 5
es localmente de la forma z — zim Denotando «(z) la expresion local de « en dicha

carta (de modo que ap(z) = £/ (1 — =), se tiene

@(i) m m
Res,n = Resg | 222" = Resp———— = Resp——rr——.
vl ’ ( ao(z) ) O zmtlag(z) 'L/ 1):

Como la ultima funcién tiene un polo simple en 0, sigue que el residuo buscado es

i\% = Fim, donde el signo depende de la eleccién de la rama de la raiz cuadrada.

Ahora basta con etiquetar F' con el signo de este residuo. Esto es asi porque como los
polos estan en el interior de las caras, puede deformarse la curva de Jordan en torno
a p hasta la frontera de la cara sin pasar por ningin otro polo, asi que también se
tiene que

1 1 2m
4.1 +im =R - -
(4.1) im esp1) i /BFU M;/Ekn

siendo los e, cada una de las aristas, recorridas de modo que JF se atraviese en
sentido positivo. Cada una de estas integrales puede calcularse de manera sencilla
usando la parametrizaciéon dada por el levantamiento del intervalo [0,1] a través de
B, es decir, 5(t) : [0,1] — ek, que existe por ser # un recubrimiento, mediante la cual
resulta

= +arcsin(2z — 1)|§ = 7.

Por tanto, de (4.1) se deduce que las integrales para cada e han de ser todas iguales
y su signo es opuesto al del residuo (a causa de que % = —i). Asi, si F' es la cara al
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otro lado de una arista ey, puesto que ey, estard orientada en sentido contrario en
el calculo del residuo en el centro de F’, su integral cambia de signo y por tanto el
signo del residuo en F” es el contrario.

La idea de la demostracién del reciproco es la siguiente: como los vértices de D
tienen grado par, y estos coinciden exactamente con los ceros y los polos de 5(1 — f),
sigue que estos ultimos tienen grado par y por tanto se tiene una raiz cuadrada bien
definida (y por tanto dos, opuestas en signo) en cualquier abierto simplemente conexo
U C S. Ahora se construye «a a trozos mediante elecciones de estas raices cuadradas
en distintos abiertos:

1. Dada una cara F' de centro p, denotamos su interior por U. Se escoge en U la
rama de la raiz cuadrada «|y que cumple que la forma meromorfa ‘fj—‘;} tiene
residuo #m en p si la cara esta etiquetada con +, o la opuesta si lo esta con —.

2. En un entorno simplemente conexo Uy de la arista e de una cara dada F,
se escoge la rama |y, que garantiza que, en sentido positivo de la arista,

dBlu, . .. . .
fek aIUk = —7 si la cara esta etiquetada con 4+, o la opuesta si lo esta con
’ k

Ahora puede verificarse que la eleccién realizada es compatible, es decir, que coin-
cide en los puntos de U N Ui donde ha sido construida de dos maneras distintas.
Esto se consigue argumentando de manera similar a (4.1), lo que puede consultarse
en detalle en [4]. O

Proposicién 4.9. La Z-orientabilidad es un invariante de la accion del grupo de
Galois.

Demostracién. Sea o € Gal(Q/Q). Si (S, 3) admite a € M(S) con o? = (1 — ),
entonces, como (a?)? = 37(1 — 39), se tiene que (S7,37) admite a a“. O



CAPITULO 5

Conclusiones

En primer lugar, se ha definido la accién del grupo absoluto de Galois, Gal(Q/Q),
en el conjunto de los dessins d’enfants, grafos bipartitos inmersos en superficies to-
poldgicas compactas orientables. Para ello, se han presentado distintos aspectos de
la teoria de superficies de Riemann compactas desde el punto de vista algebraico,
entendiéndolas como compactificaciones de curvas afines irreducibles sobre los com-
plejos, asi como el Teorema de Belyi que relaciona el cuerpo Q con las superficies
que admiten dessins d’enfants. Asimismo, se han estudiado los aspectos béasicos de
la teoria de estos dessins y su relacion con las superficies de Riemann. Todo esto ha
permitido definir de manera precisa la accién de Gal(Q/Q) en dessins y comprobar
que es fiel.

En segundo lugar, se han estudiado diversos invariantes para la accién, que per-
miten ayudar a distinguir sus érbitas. Se han presentado invariantes sencillos, como el
numero de aristas, los grados de los vértices de cada color o el género de la superficie,
y otros mas sofisticados como el grupo de monodromia, aquellos construidos mediante
funciones de extensién de Belyi y la Z-orientabilidad. Se ha visto como estos inva-
riantes sofisticados permiten distinguir ciertas orbitas que de otro modo no es ficil
separar.

La busqueda de un conjunto de invariantes completo, es decir, que permita dis-
tinguir todas las érbitas, es un problema que a dia de hoy sigue abierto y, de hecho,
no se conoce si tal conjunto existe. Para concluir el trabajo presentamos un ejemplo
[1] de muy reciente aparicién, relacionado con la teoria de nimeros y las ecuaciones
de Pell (ecuaciones diofanticas de la forma z? — ny? = 1), en el que no basta con
los invariantes presentados y se pone de manifiesto la complejidad de la accién. El
ejemplo comienza por considerar la pareja de dessins sobre C que se mostré en la
Figura 3.8. Como se discutié en la Seccién 3.3, ambos pertenecen a la misma érbita
y, por lo tanto, todos sus invariantes coinciden. Obsérvese que el grado de todos los
vértices blancos es 3. Ahora modificamos el grado de dichos vértices para que sea un
entero fijo m > 3 mediante la aparentemente inofensiva operacion de anadir hojas
negras, como se muestra en la Figura 5.1.

Si ahora se repite el calculo de la funcién de Belyi de la Seccién 3.3, modificando
la multiplicidad de los ceros para que sea m en lugar de 3, la raiz cuadrada que
aparece en los coeficientes pasa a ser \/3(2m — 1)(3m — 2) en lugar de simplemente
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Figura 5.1: Dos dessins en la esfera. El nimero de hojas negras es tal que el grado de
todos los vértices blancos es m.

V/105. Esto causa el siguiente fenémeno: cuando el niimero de hojas es tal que A =
3(2m — 1)(3m — 2) es un cuadrado perfecto, todos los coeficientes son racionales
y por tanto los dessins dejan de ser conjugados, ya que quedan fijos por cualquier
o € Gal(Q/Q). Tales valores de m, que son soluciones a una determinada ecuacién
de Pell, existen y son infinitos: el primero de ellos es m = 1634.

Ademas, puede comprobarse que los invariantes presentados en el Capitulo 4 siem-
pre coinciden en ambos dessins independientemente del valor de m, por lo que ac-
tualmente el tnico estudio de esta orbita que puede realizarse es de manera directa
como se ha explicado en el parrafo anterior. En caso de existir un invariante ttil en
este ejemplo, tendria que ser lo suficientemente elaborado como para detectar estos
casos no conjugados dados por ciertos valores de m y separar asi las orbitas, pero
coincidiendo en ambos grafos para el resto de valores (al ser invariantes).

En definitiva, el estudio del grupo Gal(Q/Q) es de gran complicacién, pero es posi-
ble comprenderlo mejor a través de su accién fiel en dessins y sus invariantes, campo
en el que todavia hay problemas abiertos como la determinaciéon de una coleccién
completa de invariantes para distinguir todas las orbitas.



Bibliografia

1]

ADRIANOV, N. M., PAkovicH, F., AND ZVONKIN, A. K. Davenport-Zannier
polynomials and dessins d’enfants, vol. 249 of Mathematical Surveys and Mono-
graphs. American Mathematical Society, Providence, RI, [2020] (©2020.

GIRONDO, E., AND GONZALEZ-DIEZ, G. A note on the action of the absolute
Galois group on dessins. Bull. Lond. Math. Soc. 39, 5 (2007), 721-723.

GIRONDO, E., AND GONZALEZ-DIEZ, G. Introduction to compact Riemann sur-
faces and dessins d’enfants, vol. 79 of London Mathematical Society Student Texts.
Cambridge University Press, Cambridge, 2012.

GIRONDO, E., GONZALEzZ-DIEZ, G., HIDALGO, R. A., AND JonES, G. A.
Zapponi-orientable dessins d’enfants. Rev. Mat. Iberoam. 36, 2 (2020), 549-570.

GONZALEZ-DIEZ, G. Variations on Belyi’s theorem. Q. J. Math. 57, 3 (2006),
339-354.

GROTHENDIECK, A. Esquisse d'un programme. In Geometric Galois actions, 1,
vol. 242 of London Math. Soc. Lecture Note Ser. Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1997, pp. 5-48. With an English translation on pp. 243-283.

JoNES, G. A., AND STREIT, M. Galois groups, monodromy groups and carto-
graphic groups. In Geometric Galois actions, 2, vol. 243 of London Math. Soc.
Lecture Note Ser. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1997, pp. 25-65.

WIELANDT, H. Finite permutation groups. Academic Press, New York-London,
1964. Translated from the German by R. Bercov.

Woob, M. M. Belyi-extending maps and the Galois action on dessins d’enfants.
Publ. Res. Inst. Math. Sci. 42, 3 (2006), 721-737.

33






APENDICE A

Demostraciones adicionales

A.1. Lema de extension Unica a superficie compacta

En este apéndice se proporciona la demostracién del Lema 2.11. Sea y € ¥ uno
de los puntos retirados de Y. Sea (V,, p,) una carta con y € Vj, tal que, sin perder
generalidad, ¢, (V,) = D y ¢y(y) = 0. Sea entonces V7 =V, \ {y} la carta corres-
pondiente en Y* y sea ffl(Vy*) =U,,U---UUy, la descomposicién en componentes
conexas de su preimagen. Entonces, restringiendo f, se tiene un recubrimiento conexo
f: U;i — V. A través de la carta ¢,, puede considerarse ¢, o f como un recubri-
miento de D* = D\ {0}. Usamos ahora el hecho conocido (que puede consultarse en el
Ejemplo 1.72 de [3]) de que todos los recubrimientos conexos de D* son equivalentes
a uno de la forma D* — D* dado por z — 2", con n el grado del recubrimiento. En
otras palabras, existen un isomorfismo ¢; y un diagrama conmutativo

f

* *

[ N

Y, Vy

i Py

ID)* 2=z D*

Ahora completamos el punto que falta, definiendo la biyeccién U, ; := U;,i U
{P;} — D dada por ¢;, fijando cpl(P;) = 0. De esta manera, se construye un nuevo
espacio topolégico X = X* U {P;}@y, cuya topologia viene dada por la méas pequena
que garantiza que todos los ¢; extendidos son homeomorfismos. La estructura comple-
ja puede completarse (en los nuevos puntos que se han anadido) mediante las cartas
(Uyi, i) v la aplicacion f extiende entonces de manera natural, fijando f (P;) =.

Falta por comprobar que X es compacta, pero esto sigue de la compacidad de
Y: si los Uy; cumplen que Uy,; es compacto, lo cual puede garantizarse tomando
V,, suficientemente pequenio, entonces basta con ver que X \ {{JU,;} es compacto.
Su imagen, f(X \ {UUy:}) =Y \ {UVy}, es compacta, luego pueden tomarse una
cantidad finita de entornos {V;}!"_; recubiertos por f tales que Y \{JV,} c iU---U
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Vp. Entonces, X \ {U Uy} C f~*(Vi)U---U f=1(V,) es un cerrado contenido en un
compacto, de modo que es compacto.

Finalmente, comprobamos la unicidad, que de hecho es independiente del f: dadas
dos superficies de Riemann compactas X; y Xo, si ¥; C X; son subconjuntos finitos y
X} = X;\ ¥ son isomorfas, entonces las superficies originales lo son. Para verificarlo,
sea ¢ : X{ — X el isomorfismo y Vi,...,V, cartas centradas en cada uno de los
puntos de Yo y homeomorfas a ID. Sea ahora x € ¥1 y U C X; una carta centrada en
x homeomorfa a D y lo suficientemente pequena como para que UNX] = U\ {z}. Sea
{zn} C UNXY una sucesion tal que z,, — z. Por tanto, ha de tenerse p(z,,) = y € X,
y de hecho y € %5 dado que, en caso contrario, ¢~ 1(y) € X} serfa un punto de
acumulacién de x,, que es convergente, luego deberia ser x ¢ X7, una contradiccion.
Basta ahora con extender ¢ definiendo ¢(z) = y. Dicha extensién puede verificarse
que sigue siendo un isomorfismo. O

A.2. Resultados auxiliares sobre curvas algebraicas

En este apéndice se proporciona la demostracién del Lema 2.12. Para el punto 1,
consideramos C[X, Y] ~ C[X][Y]. Por el lema de Gauss, como F'y G son coprimos en
C[X][Y], entonces lo son en C(X)[Y], que es un anillo de polinomios sobre un cuerpo
y por tanto se tiene una identidad de Bézout:

1=AF + BG.

Ahora, eliminando denominadores, la identidad puede reescribirse como ¢(X) =
A1F + B1G, con todos los polinomios involucrados en C[X,Y]. Si {(xn,yn)}02, C
Cr N Cq fuesen infinitos puntos de interseccién distintos, se tendria, evaluando la
identidad deducida anteriormente, que g(x,) = 0 para todo n € N, de modo que solo
hay una cantidad finita de valores distintos de zy,, lo que es una contradiccién (porque
F(xn,y) =0 0 G(xn,y) = 0 solo tienen finitas soluciones en y).

Para el punto 2, basta con observar que con esas hipétesis G y F' no pueden ser
coprimos (se anulan en una cantidad infinita de puntos comunes), luego F'|G porque
F es irreducible. O

A.3. Formula de Riemann-Hurwitz

En este apéndice se proporciona la siguiente relacion entre la ramificacién de una
funcién meromorfa y el género de la superficie de partida:

Teorema A.l (Riemann-Hurwitz). Sea f: X — C un morfismo con deg f = d. Sea
g el género de X. Entonces, se cumple que

29 —2=—-2d+ Y _(mu(f) - 1).

zeX
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Demostracién. Sean {1,...,z,} C X los puntos de ramificacién. Tomamos una
triangulacion 7 = {T1,..., T, Tnt1,-- -, Tntr} de C tal que, para 1 < i < n, el
tridngulo 7; tiene como uno de sus vértices a f(z;), siendo los otros dos valores
no ramificados. Entonces, f~!(7) es una triangulacién de X cuyas caracteristicas
podemos conocer gracias al Teorema 2.8: f~1(T) tiene (n+7)d tridngulos, observando
las preimagenes de un punto interior de cada T} y, del mismo modo, el nimero de
aristas también se ve multiplicado por el factor d. No obstante, de cada 7} con 1 <
j < n, hay dos vértices no ramificados y un tercero que si lo estd, mientras que si
j > n ninguno estd ramificado. Por tanto, si v es el nimero de vértices en 7, entonces
f7HT) tiene dv—>""_| (my,(f)—1), donde se descuentan los vértices compartidos por
multiplicidad. Ahora basta con aplicar la férmula de Euler a ambas triangulaciones:
denotando v/, ¢/, f’ al ntimero de vértices, aristas y caras en f~1(T), y v,e, f en T,
se tiene

2g—2:—v'—i—e'—f’:—dv—i—Z(mzi(f)—l)dee—df:
i=1

n

- _d(v —e+ f) + Z(mzz(f) - 1) = —2d+ Z(ml‘z(f) - 1)'
=1

i=1

A.4. Par de Belyi dado por un dessin

En este apéndice esbozamos la idea de la construccién de un Par de Belyi dado un
dessin (X, D). La construccién realizada serd de manera natural la inversa a la dada en
sentido contrario en el Teorema 3.2. En primer lugar, construimos una triangulaciéon
T (D) de X como sigue: escogemos un punto arbitrario en el interior de cada cara del
dessin, que denominaremos centro, y trazamos curvas hacia cada uno de los vértices,
dividiendo la cara en tridngulos de dos tipos segtn la orientaciéon de la frontera. En la
Figura A.1 se observan estos tridngulos para una de las caras: aquellos en los que el
orden de los vértices es blanco-negro-centro-blanco en sentido positivo de la frontera
se denominan positivos y se han representado de color blanco, mientras que los otros
son negativos y aparecen de color gris.

A continuacién, construiremos una aplicacién continua fp sobre ((A:, que ademas
envie los vértices blancos al 0, los negros al 1 y los centros a oco. Dicha aplicacion
serd un recubrimiento cuando se restringe fuera de los vértices y centros del dessin. A
través de este recubrimiento, la superficie sin los centros y vértices, X*, puede dotarse
de una estructura de superficie de Riemann levantando la estructura en C por fp, lo
que da lugar a una superficie S5, de manera tal que fp : S}, — C\ {0,1,00} es un
morfismo no ramificado. Finalmente, se invoca el Lema 2.11 para obtener (Sp, fp) el
par de Belyi buscado.

Para construir dicha aplicacién, consideramos la triangulaciéon T (D) = {Tf} U

{Tj_}, donde se distingue entre los tridngulos positivos y negativos, y el subindice j
representa la arista del dessin que constituye uno de los lados del triangulo. Obsérvese
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AN

S C

Figura A.1: Triangulacién de las caras de un dessin y cémo se aplica sobre C.

que cada arista tiene un triangulo de cada tipo en cada lado, es decir, los tridngulos
positivos estan en biyeccién con los negativos. Ahora se escoge TjJr y se construye un
homeomorfismo fj+ : Tj+ — HURU {oo} C C que preserve la orientacién, tal que
8Tj+ — R, el vértice blanco se envie al 0, el negro al 1 y el centro al co. Ahora, se
toma T, el tridangulo negativo adyacente por una arista del dessin, y se construye
un fj_ : Tj_ —- H URU{oc} C C igual que el anterior, pero sobre la clausura del
semiplano inferior y tal que fj_ = f;’ en Tf nT; . El proceso continia variando el j,
enviando cada triangulo al semiplano de C correspondiente de manera coherente en

las intersecciones.

A través de esta construccién se tienen las propiedades deseadas: los vértices
blancos son enviados al 0, los negros al 1, los centros al oo y fuera de esos puntos
se tiene un homeomorfismo local (dado por f;’ o} fj_). Ademaés, esta construccién

invierte la dada en el otro sentido, puesto que f,*([0,1]) = D. O

A.5. Equivalencia entre dessins y representaciones de
permutaciones

En este apéndice se ilustra la idea de la equivalencia entre dessins d’enfants (X, D)
de n aristas y pares de permutaciones og, 01 € ¥, que generan un subgrupo transitivo.
Como se explicé en la seccién 3.2, dado un dessin es posible obtener tal par de
permutaciones. Reciprocamente, es posible reconstruir el dessin a través del par como
sigue:

1. Por cada ciclo de o109, correspondiente a una cara cuyo ntmero de aristas es
el doble que la longitud del ciclo I, se construye un poligono de 2! lados con
vértices blancos y negros de colores alternados.

2. Una vez construido, se etiquetan aristas alternadas segun el ciclo que dio lugar
al poligono.

3. A través de oy, se etiquetan las aristas restantes.
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4. Se identifican las aristas con la misma etiqueta para obtener el dessin final.
La superficie resultante es conexa por la transitividad del subgrupo generado
por las permutaciones y, evidentemente, la representacién en permutaciones del
dessin obtenido es (0g,071).

Un ejemplo de esta construccion se ilustra en la Figura A.2.

S

Figura A.2: Ejemplo de obtenciéon de un dessin a partir de su representacién en
permutaciones.

Se comienza con oy = (154)(326) y o1 = (12)(34)(56). Al calcular o109 =
(164253), se obtiene una unica cara de 12 lados. A continuacién, se marca una de
las aristas con la etiqueta 1 y, de manera alternada, se asignan el resto de etiquetas
(6,4,2,5 y 3) de tal manera que de una etiqueta a la siguiente se hayan rodeado un
vértice blanco y uno negro en sentido positivo. Para asignar las etiquetas restantes, se
utiliza o¢. Por ejemplo, la siguiente arista en sentido positivo alrededor de un vértice
blanco a la etiquetada con 1 deberd tener la etiqueta 5. Una vez completadas las
asignaciones, se identifican los lados con la misma etiqueta.

A.6. Resultado auxiliar sobre composiciones de funcio-
nes polinémicas

En este apéndice se justifica el siguiente paso técnico de la demostracion de la
proposicién 3.9: si T(z) = az+ fy g,9° : C — C son polinomios del mismo grado
tales que existe un tercer polinomio ¢ : C — C con ¢(g(7'(2))) = q(¢9°(2)), entonces
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existen constantes ¢,d € C con g(T(z)) = cg?(z) + d. Esto es un caso particular del
siguiente lema:

Lema A.2. Sean Hy,Hy € C[X] polinomios del mismo grado y G1,G2 € C[X] con
G1 0 Hy = Gy o Hy. Entonces existen constantes ¢,d € C con Hi = cHy + d.

Demostraciéon. Nétese en primer lugar que, como el grado de los Hj es igual y GioHy =
G2 o Hj, necesariamente deg(Gi) = deg(G2). Supongamos primero que H;(0) =
H(0) y ambos son ménicos. Entonces, escribimos Hy(X) = Y 1, ap X*, Hy(X) =
S BeXE, con ap = B = 1,y Gi(X) = Y hgan X"y G2(X) = D5 ba X"
El término de grado méximo en Gy o Hy es a, y el de G2 o Hy es b,, de modo que
an = by. Los términos siguientes son na,oun—1 y nbypBm—1, de donde a1 = Bin—1-
Iterativamente, comparar los términos desde el maximo (nm) hasta el nm —m + 1
permite establecer que a; = ; para todo j, es decir, H; = Ho.

Si, por el contrario, Hy y Hs no son ménicos ni se anulan en 0, basta con aplicar

lo anterior a los nuevos polinomios Hj(z) := %:O‘O, Hy = W, Gi(z) ==

G1(amz + ap), Gg(z) := Go(Bmz + Bo). De Hy = H, se deduce entonces que basta
tomarc:%,d:ao—amﬁ—:l. O
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